ir  i |trv 

PRO^ 


NAZIONALE 

< 

B.  Prov. 

< 

U 
U1 
■ H 
O 

! J 

m 

VIII 

-1 

r* 

m 

S 

CD 

325 

NAPOLI 

biblioteca  provinciale 


i 


I 

1 

I 

Digitized  by  Goc^leJ 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Coogle 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


CALCUL  INTÉGRAL. 


Digitized  by  Google 


I 


L'Éditeur  rie  cet  Ouvrage  se  réserve  le  droit  de  le  traduire  ou  de  le  faire 
traduire  en  toutes  langues.  U poursuivra,  en  vertu  des  Lois,  Oérrels  et  Traités 
internationaux,  toute  contrefaçon,  soit  du  teste,  soit  des  gravures,  ou  toute 
traduction  faite  au  mépris  de  ses  droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  Ouvrage  (tome  II)  a été  fait  à Paris  dans  le  mois 
de  Mai  i86a,  et  toutes  les  formalités  prescrites  parles  Traités  sont  remplies 
dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a conclu  des  conventions  littéraires. 


Tout  esemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci>dessoiis, 
la  gfifle  du  Libraire-Éditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  nécessaires 
seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à la  loi,  les  fabricants  et  les  débi- 
tants de  res  exemplaires.  ' t 


Paris.  — imprimerie  de  MALLET-BAcncLiER.  rue  de  Seine^Saint-Germairi,  lo, 
, près  rinslitut. 


Digitized  b>- 


_jT  ^ 


TRAITE  ELEMENTAIRE 


1>K 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


ET  DB 


i . DI 


CALCUL  INTEGRAL, 

I . 

Par  s. -F.  LACROIX. 


■.'^Ap'oLi^- 


» - SIXIÈME  ÉDITION , 

REVUK  ET  MKIIIBXTÉE  DE  NOTES 

Par  MH.  HERMITË  et  J.-A.  SERRET, 

MEMBRES  DE  l'iNBTITUT. 


TOME  SECOND.  • l-, 


PARIS, 


. MALLET-BACHELIER,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

»E  l’ëcole  inpëbialb  polytechnique,  du  bureau  des  longitudes, 
Quai  des  Auguslins,  5 ). 

J8G2 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


APPENDICE  AU  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

DE  CALCUL  DlFEÊnENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL. 

Des  différences  et  des  séries. 

1 

liu  calcul  direct  des  dijféiences. 

Formaliun  de  la  table  des  valeurs  d’ime  fonction,  par  ses  différences  suc- 

cessives. 

I 

Notations  et  principes  du  Calcul  aux  différences,  i 

Fonctions  qui  ont  des  différences  constantes. 

la 

Construction  des  tables  de  logarithmes  par  les  différences. 

10 

Application  du  Calcul  des  différences  à rinter/jolatinn  îles  suites, 

12 

Ouand  les  quantités  à interpoler  répondent  à des  indices  équidiflé- 

rents,  ■ it 

Quand  les  indices  sont  quelconques, 

■7 

Formule  de  Lagrange,  . 

20 

Comment  on  peut  employer  à la  même  interpolation  un  nombre  intini  d«' 

fonctions  diverses. 

21 

L’interpolation  s’applique  à lu  détermination  approchée  de  f Xdr, 

22 

De  P analogie  des  différences  avec  les  puissances,  2 j ' 

Passage  des  différences  aux  différentielles,  et  démonstration  du  théorème 

de  Taylor,  - 

24 

Analogie  de  la  différentiation  et  de  l'élévation  aux  puissances. 

26 

Expression  générale  des  différences  par  les  différentiellea. 

•■*7 

Expression  inverse, 

.Application  à l’interpolation,  , ■ . . 

3o 

Du  calcul  inverse  des  différences,  par  rapport  aux  foncliitHn  explicites 

iPitnc  seule  variable. 

3 a 

Uélinitions,  notalion.s,  i\al\m,<\cic.ci)tisl«ntes  arbitrairesîi  introduire. 

32 

De  l’intégration  des  fonctions  algébriques  rationnelles, 

35 

De  l'intégration  des  fonctions  transoendanles. 

4-2 

Développement  général  dei.™». 

•44 

Analogie  des  intégrales  et  des  puissances  .négatives, 

47 

De  l’intégration  par  parties, 

47 

'Apjdiralirni  du  Calcul  des  différences  à la  snmmatinn  des  suites  f 

4{| 

Séries  dincle  ei  \a\erse  ûe»  nombres  figunis, 

A'o/ç  sur  une  formule  pour  calculer  / nd.r,  ' ■ 

.^3 

Dé  l’intégration  des  écpiations  aux  différences  à deux  variables. 

54 

Comparaison  de.s  équations  aux  différences  avet  les  équations  différen- 

tiellcs, 

55 

Ûigitized  by  Google 


VI 


TAB1.E  PES  MATlfeaia». 


lnléi;ration  il«  l’éiination  du  premier  de^ré  et  du  premier  ordre,  5? 

Des  équations  du  premier  degré  dans  tous  les  ordres, 

59 

Correspondance  entre  ces  équations  et  les  suites  récurrentes, 

C'A 

Construction  géométrique  des  équations  aux  différences. 

(j.'i 

Des  équations  où  les  diH'érences  des  deux  variables  sont  aussi  variables,  et 

problème  général  qui  s’y  rapporte. 

Cti 

Des  équations  aux  différences  mêlées. 

68 

Applicalinn  du  Calcul  intégral  t'i  la  théorie  des  suites, 

68 

Sommation  des  suites  par  des  intégrales. 

<’9 

Sommation  des  diverses  portions  de  la  série  do  Taylor, 

73 

Exemples  des  valeurs  particulières  que  prennent  les  intégrales  dé- 

finies, 

76 

Expression  de  la  circonférence  du  cercle  en  produits  d’un  nombre  infini 

de  facteurs,  due  ù Wallis, 

78 

Application  des  intégrales  définies  à l’interpolation  des  suites. 

84 

Sommation  de  la  suite  1 1 -4- 1 2 1 

86 

Exemple  de  l’usage  des  intégrales  définies  pour  exprimer  les 

intégrales 

des  équations  différentielles  partielles. 

. 89 

Dévelop{)ement  des  fonctions  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  d’arcs  mul- 

tiplcs, 

9' 

Théorème  de  Fourier, 

94 

Autre  démonstration  donnée  par  M.  Poisson, 

lO'J. 

Note  A,  sur  la  méfliode  des  limites, 

• io5 

Note  B,  sur  les  logarithmes  imaginaires, 

112 

Note  C,  sur  le  développement  des  puissances  des  cosinus  et  des  sinus,- et 

sur  les  développeipenls  inverses,  ' • 

*'7 

Note  D,  sur  les  transcendantes  elliptiques. 

123 

Note  E,  sur  les  intégrales  doubles  et  définies,  dont  le  coefficient  différen- 

tiel  devient  infini  entre  les  limites  données,  sur  les  intégrales  appelées 

singulières,  et  sur  la  différentiation  sous  le  signe  j. 

i3i 

NOTES  DE  M.  J.-A.  SERRET. 

i 

NUTE  1. — Si:a  ouelques  points  du  calcul  diefébentiel  et 

DU  CALCUL 

INTÉGRAL , 

■37 

De  la  dérivée  d'une  fonction  d'une  seule  variable. 

■37 

Formule'sde  Taylor  et  de  Maclaurin, 

i4o 

Sur  la  différentiation  des  fonctions  transcendantes. 

145 

Appneations  de  la  formule  du  Maclaurin,  . 

‘ '49 

Formule  du  binôme, 

1.53 

Des  fonctions  exponentielle  et  logarithmique,  dans  le  cas  ou 

la  variable 

est  imaginaire. 

i58 

Digitized  by  GoQgle 


TADI.E  DES  MATIÈRES. 


A II 


" 

wveiopiieiiieni  ue  la  lonciion  iog(i  + s),  en  série  oïdonnéc  suivant  les 

puissances  de  dans  le  cas  où  le  module  de  celte  v»ri»li|.< 

est  infé- 

rieur  a 

Sur  l’expression  de  lu  différentielle  d'un  arc  de  courbe  plane  ou  à double 

colu'uure,  ; 

lüs 

üur  l’intégrale  de  là  diflérentielle/(x)rfj-, 

ly-i 

Sur  les  Intégrales  multiples,  ^ 

.74 

Sur  quelques  intégrales  iléniiies.  

><19 

Sur  l’iiiUigration  des  différentielles  conlenanl  plusieurs  variables, 

7K)t 

Sur  les  fonctions  de  variables  imaginaires,  ^ ^ 

2o5 

Formule  dé  MâclAurin,-  ^ “ 

ai.'ï. 

Formule  de  Lagrange,'  ^ ^ ~~ 

ai8 

sur  1 intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.' 

imedjres  par  rapport  a ces  (lOnvees,  > 

. asi 

Sur  le  passage  des  diflérences  finies  aux  difTérenlietleè, 

a3o 

Démonstration  de  la  formule  de  Taylor,  par  M.  J.  Caqué,  ’ 

NOTE  II.  Sun  l’intégration  des  éovations  Arx  nÉRivÉEs  pabtip.i.i.p« 

DU  PREMIER  ORDRE, 

237 

lAUlC  111.  — SUR  OUELQUES  FORMULES  NOUVELLES  ET  LEUR  APPLICATIO.\ 

-K  laA  itieuniB  UBS  ipiur^E»  et  DES  SURFACES  COURBES, 

283 

NOTE  IV. — Sur  les  intégrales  eülériennes, 

321 

NOIE  V.  — Sur  l’évaluation  approchée  du  produit  i . a . 3 

. . . X , 

GU1.SUI  B X EST  UN  TRES-GIUNB  nombre  , sur  la  formule  de  STIRLING  . 

Kl  atn  LES  ;^UMHi(LS  DK  UKUKwLli^n 

Uî 

NOTE  DE  M.  «ERMITE. 


SUR  LA  THÉORIE  DES  FO.NCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Propriétés  communes  aux  fonctions  circulaires  et  eli.iptkji  es. 

3C.Î 

3(i(i 

ur.  LA  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires  et  eixiptiques  . 

3G8 

1.  — Proposition  de  Jacobi, 

3Gç) 

II.  — De  la  périodicité  dans  les  fonctions  circulaires,  ^ ^ 

372 

III.  — Sur  l’expression  pj  x . 

375 

rv.  — Proposition  de  M.  Lioiiville,  ' ' 

379 

DéHnition  des  fonctions  e f.r),  H (x),  leur  expression  en 

PRO- 

DUI'I»  r.i  EN  SÉRIES,  ^ 

38o 

I.  — Première  méthode,  T”  ^ ^ ' 

38 1 

II.  — Deuxième  mélliode, 

38.Î 

III.  Aperçu  sur’  les  fonctions  de  plusieurs  variables  à périodicité 

luuiupie^ 

3qo 

Digrtized  by  Google 


, ut  TARI  K DKS  HATlfenRS. 

IV.  — Comparaison  onirc  les  expression.s  sous  formo  (le  prtMluils  iniini.s 
et  lie  séries  des  l'onetions  w cl,  H , 

1>KS  DEUX  FORMES  PRINCIPALES  QUE  PEI  NENT  PHEMIRE  PARMI  FNE  INFINITÉ 
h'authes  les  fonctions  «,  H,  ETC.,  400 

l>nnPRIÉTÉ.S  FONDAMENTALF-S  UES  FONCTIONS  W ET  H;  DEFINITION  DE 
sinain  x,  cosam  x,  A am  -r,  ^ 

I.  — Relations  algébriques.  — Du  module  et  de  son  complément,  406 

II.  — Définition  de  sinam  (.r),  cosam  (.r),  Aam.r.  fiquatiuns  diffé- 


rentielles,  ■i*''* 

ni,  — Des  (luantités  K et  K', 4i^ 

.\DDITK>N  des  ARGUMENTS.  THÉORÈME  d'AbEL, 

1 — Théorème  d’.Abel, 4'a7 

H.  — Formules  pour  l’addition  de  deux  argnmpnis, 4^4 

III De  la  multiplication  des  arguments,  , ' 43g 

Sur  les  fonctions  de  seconde  et  de  troisième  espèce  , 44° 

I.  — Expression  par  <■>  (.r)  des  fonctions  de  seconde  et  de  troisième 

espèce , 443 

II.  — De  la  fonction  Z ( x),  545 

III.  — De  la  fonction  II  (.r,/?) , - 

X,  — Échange  de  l'amplitude  et  du  paramètre,  45<> 

B.  _ Des  fonctions  complètes, 4'>i 

C.  — Addition  des  arguments, 45a 

n.  — De  différentes  fonctions  analogues  à 1.1  fonclion  de  troisième 

espèce , 454 

Des  fonctions  de  M.  Weikrsthass.  455 


I.  _ Délinition  des  quatre  fonctions  Al  (.u).  — Equations  dtlTércn- 
tielles,  - 45- 

II:  — Éqiiationsaux  ditrérenlielles  partielles.  — Formules  do  développe- 
ment  ■ 4Do 

Développements  des  fonctions  elliptiques  en  séries  simples  de  sinus 

ET  DE  COSINUS.  4^ 


1 . Première  méthode . 


4<>’» 


II.  — fjérVf^  prérédontpy  ordotinéos  sviivant  les  puissances 

de.  g , 

III.  — Vérirication  des  équations  dilfcrentylles  fondamentales,  4~‘ 

IV.  _ Développement  en  série  de  sinus  et;de  cosinus  d’une  fonction 

doublement  périodique,  . 4t5 

V.  — Proposition  deM.  I.iouville,  ~~  4^ 

FIN  UK  LA  TABLE  UES  .MATIÈRES  UU  SECONU  VOLUME. 


Digitizeif  by  Google 


, ; V"'.  "•  " 

■ • ■ ■, 
S.’; 

.*•  " .•  J 

• . O n ^ 

TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


' ' ET  nÉ 


CALCUL  INTÉGRAL. 


APPENDICE  " 

AC  ^ • 

‘ TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  , 

y ■ DR  *' 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DB  CALCUL  INTÉGRAL. 


Des  dtflfërences  et  des  séries. 

Du  calcul  direct  des  différences. 

373.  Dans  le  Calcul  différeniiel,  on  n’a  fait  varier  les  fonc- 
tions que  pour  considérer  la  forme  des  termes  de  leur  déve- 
loppement, ou  les  limites  des  rapports  de  leurs  accroissements 
à ceux  des  variables  dont  elles  dépendent,  mais  sans  avoir 
aucun  égard  aux  valeurs  de  ces  accroissements.  Cette  recherche 
ne  portait  que  sur  de  nouvelles  fonctions  dérivées  de  la  pre- 
mière,. et  non  pas  sur  les  valeurs  numériques  de  ses  accrois- 
sements; mais  l’examen  de  ces  valeurs  a montré  que,  dans  un 
grand  normbre  de  cas,  elles  suivent  des  lois  plus  simples  que 
celle  de  la  fonction  elle-même,  ou  au  moins  qu’elles  forment 
souvent  des  suites  décroissantes  qui  se  prêtent  plus  aisément 
G«  cd.  II.  , I • . 
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aux  approximations,  et  auxquelles  par  conséquent  il  peut  être 
utile  de  ramener  les  quantités  primitives.  C’est  sous  ce  point 
de  vue  qu’on  s’est  d’abord  occupé  du  Ca/c«/  aux  différences’ 
proprement  dit. 

On  lui  a donné  le  nom  de  Calcul  aux  différences  finies, 
pour  le  distinguer  du  Calcul  aux  différences  infiniment  petites; 
mais  la  dénomination  de  Calcul  différentiel,  exclusivement 
affectée  à ce  dernier,  etmotivéc  comme  on  l’a  vu(5), prévenant 
toute'  équivoque,  il  n’est  pas  nécessaire  d’ajouter  l’épithète 
finies  aux  différences,  qui  ne  sauraient  être  confondues  avec  v 
les  différentielles. 

Le  but  du  Calcul  direct  aux  différe.nces  est  donc  de  déter- 
miner les  accroissements  en  eux-mémes,  en  les  déduisant^  non- 
seulement  dei’expression  analytique  des  fonctions,  mais  aussi,, 
de  leurs  valeurs  numériques  ou  particulières,  lorsque  l’expres- 
sion analytique  manque  ou  serait  trop  éompUquée.  , > 

374.  En  examinant  la  marche  des  séries  formées  par  les 
carrés  et  les  cubes  des  termes  de  la  suite  naturelle  des  nom-  • 
bres,  on  tombe  déjà  sur  des  propriétés  remarquables  et  utiles 
des  différences,  ainsi  que  le  montrera  l’explication  des  tableaux  * 
ci-dessous.  ^ ■ 
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■ Je  n’ai  point  fait  entrer  dans  ces  tableaux  la  suite  naturelle  ~ * 

, des  nombres  i,  a,  3,  4,  etc.,  parce  que  la  différence  de  l’un  à 
l’autre  est  toujours  égale  à l’unité.  • - , * 

A côté  des  carrés,  le  premier  tableau  contient,  dans  une 
seconde  colonne,  la  différence  entre  chacun  de  ceux-ci  et. 
celui  qui  le  précède;  puis  dans  une  troisième  colonne,  la  dif-  * ' . 
férence  entre  chacun  des  nombres  de  la  seconde  et  celui  qui 
le  précède.  Ces  dernières  sont  nommées  différences  secondes, 
comme  étant  les  différences  des  différences  premières. 

Celles-ci,  formant  une  progression  par  différences,  présen- 
tent déjà  une  loi  plus  simple  que  les  nombres  de  la  première 
colonne  ; et  .les  autres,’  étant  constantes,  offrent  encore  une 
nouvelle  simplification.- Une  conséquence  assez  importante  de  • 

l’enchaînement  de  ces  différences,  c’est  qu’on  peut,  au  moyen 
des'seuls  nombres  1,  3,  2,  placés  respectivement  à la  tête  des  f 
trois  colonnes  du  tableau,  former,  par  de  simples  additions,  la 
..  colonne  des  carrés;  car  en  ajoutant  2 à 3,  on  aura  5,  puis  2 
• à 5,  on  aura  7,  et  l’on  formera  ainsi  là  seconde  colonne;  ajou-  ’ 
tant  ensuite  3 avec  i , on  aura  4 ; 5 tivec  4>  on  aura  g,  et  ainsi 
dès  autres  carrés.  ^ . . ■ 

La  première  colonitc  du  second  tableau  contient  les  cubes; 
la  deuxième,  leurs  différences  premières;  la  troisième,  leurs 
différentes  secondes,  qui  ne  forment  plus  qu'une  progression  • 

' ...  I, 
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par  différences;  el  enfin,  dans  la  quatrième  colonne,  les  diffé- 
rences des  différences  secondes,  ou  les  différences  troisièmes, 
qui  sont  constantes.  ' " 

Ici,  au  moyen  des  quatre  nombres  i,  7,  12  el  6 placés  res- 
pectivement en  tète  des,  diverses  colonnes  du  tableau,  on 
pourra  former  toutes  ces  colonnes,  en  commençant  par  celle 
de  la  droite,  et  en  ajoutant  chacun  des  nombres  d’une  même  ; ■ 
.colonne  avec  celui  qui  se  trouve  sur  une  ligne  plus  haut,  dans  ' ' ' 
la  colonne  à gauche:  -,  . : , , 

Celle  règle,  qüi  n’est  encore  établie  que  sur  une  simple  in-“ 

. duclion,  et  pour  deux  séries  de  nombres  seulement,  sera 
bientôt  démontrée  et  étendue  à un  nombre  infini  de  fonctions, 
pour  lesquelles  on  obtient  ainsi  dés  déterminations  rigou- 
reuses. 

D’ün  autre  côté,  que  dans  une  table  de  logarillimes  on 
prenne  les  différences  premières  entre  ceux  des  nombres  con-  ' 
sécetifs,  elles  auront  une  marche  fort  inégale,  si  l’on  opère 
dans  le  commencemenfde  la  table,  où  la  fonction  varie  beau-  , 
coup;  mais  en  passant  aux  différences  secondes,  troisièmes,  etc., 
on  en  trouvera  qui  deviendront  fort  petites,  et  finiront  par  res- 
ter les  mêmes  dans  un  intervalle  plus  ou  moins  grand.  Les  ' 
logarithmes  suivront  donc  sensiblement,  pendant  cet  inter-  , ' 
valle,  une  loi  “analogue  à celle  que  nous  avons  fait  remarquer  ' 
ci-dessus,  par  rapport  aux  carrés  et  aux  cubes,  et  dont  on 
peut  faire  usage  pour  simplifier  la  construction  de  cette  table. 

375.  Quand  on  a vu  le  parti  qu’on  peut  tirer  de  la  considéra.* 
lion  des  différences  successives,  poussées  jusqu’à  l’ordre  où 
elles  sont  constantes,  soit  rigoureusement,  soit  à très-peu 
prèsÿil  parait  tout  simple  de  chercher  l’expression  générale  de  „ 
leurs  relations.  Pour  cela,  soit  > ' ' ' 

• ^ Wj  U\f  Mj  J /ifj  ) • . * f K-n  -,  ^ 

une  série  de  valeurs  consécutives  que  reçoit  une  quantité,  en  '' 
vertu  des  variations  qu’elle  éprouve  par  elle-même,  ou  par- 
l’effet  de  celles  qui  arrivent  à une  autre  dont  elle  dépend  ; les  - 
chiffres  inférieurs  sont  ici  des  indices  qui  font  connaître  le 
rang  qu’occupe  chaque  valeur  dans  la  série,  en  marquant  le 
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nombre  de  celles  qui  la  précèdent,  en  sorte  que  la  première, 
«,  est  censée  répondre  à l’indice  o.  On  fait  ensuite  - 


(0 


«3- 

«>- 


■U 

■«, 

■U, 


= Au, 
= AM|, 
— — ^ . 


u„ M„,,= 


en  se  servant  de  la  caractéristique  A,  pour  indiquer  l’opération 
de  prendre  la  différence  entre  deux  valeurs  consécutives  d’une 
même  quantité.  . " . ' 

'i  Lorsque  celte  quantité  varie  par  des  degrés  égaux,  les  diffé- 
rences Au,  Auy,  Au,,  etc.,  sont  toutes  égales;  mais  si  le  con- 
traire a lieu,  on  fait,  par  analogie,  ■ , 


» 


(3) 


('  A«i — Au  =AAu  z=A’u, 

Au,  — a«i  =AAll,=AUt,, 

. ( : 

-\'AUn  — Au„-r=  AAk„_,  = 

. - / 

'A’M, — A’m  = AA’ U =A’u, 
À*u,  — A’ U,  ■ _=  A’«,, 


avi„—  ==  = A’«„_,. 

En  poursuivant  de  cette  maniéré,  on  tire  des  valeurs  u,  u,, 
U,,. . une  suite  de  différences  dont  le  nombre  des  ordres 
est  au  plus  égal  à celui  de  ces  valeurs,  diminué  de  l’unité. 

376.  Il  est  visible  que,  suivant  la  notation  ci-dessus,  la  diffé- 
rence d’une  expression  quelconque  s'indiquera  en  plaçant  de- 
vant chacun  de.ses  termes  la  caractéristique  A,  en  sorte  que  . 

■ t * , ' ' • 

A(»-l-  V — (v)  = Mirt-v,  — to,  — («-f-  V — tp)  = Ak-^-Av  — A(v, 

de  même  que  ' , ' . ^ ^ 

d(«-f-v  — (v)  = dM-t-dv  — div  (10). 

♦ ' A . * * * * I*"' 

On  a aussi  i;  , . • - 

A(om)  ou  A.au=_a[u,  — M)  = aA«,'  , 

de  même  qued.aM  = «d«  (11);  et  les  constantes  isolées  des 
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variables  disparaissent  quand  on  prend  la  différence  d’une 
fonction  (7).  , ■ 

377.  Au  moyen  de  ces  règles  et  des  équations  (i),  on  obtient  ' 

pour  les  valeurs  Mi,  u„  des  expressions  qui  ne  dé- 

pendent que  de  la  valeur  primordiale  u et  de  ses  différences 
Am,  A’m,  etc.;  car,  puisque  . ' _ ' 

H 

AMi— A (m  4- Au)  = Am -t- A’h,  ’ ■■ 

il  en  résulte  • 

> ■ ^ ' ■ : _ , 

' U,  = Ui  4- Au,  = H 4-  Au+  a(u  4-  Au)  = M 4-2AU  4-  A’m, 

et  de  même  . . , . 

m,  =M,  4-AM,  -,  4 ' . 

= m4-2Am4-  A’m  4- A(m '4- 2Au4- A’h) 

■=  u4- 3am  4- 3 a’m4- A’m.  , ■ 

^ La  forme  de  ces  expressions,  dontles  coefficièiits  numériques 
sont  les  mêmes  que  ceux  du  carré  et  du  cube  du  binôme, 
conduit  par  analogie  à \ ^ 

n n(n  — i]  . n(n  — i)[/i  — 2)  , • ■' 

«„  = m4-  -Am4 i A’h  4 ^ — —-i—’ — ^ A’m 4- etc.;  ^ 

I 1.2  . 1.2.3  ' 

^ ' r / ’ 

* ce  qu’on  peut  vérifier  aisément  au  moyen  de  l’équation  "■ 

■ ' . ' r ^ ■ 

W/H-l  — «B  àlln  f ' • , 

dont  le  développement  montre  que  la  loi  ayant  lieu  pourTor- 
dre/i,  a nécessairement  lieu  pour  Tordre  w -f“  1-  , ‘ 

^ * • V • 

378.  On  peut  aussi  exprimer  immédiatement  la  différcnco 
• d’un  ordre  quelconque  par  les  termes  de  la  série  primitive,  qui 

ont  concouru  à former  cette  différence.  . - ^ ' 

» »•  '4.' 

Ayant  d’abord  ' ■ 

Am  = Mi'  — H et  a’u  = ami  — Am,  * ' 

' on  observera  que  Ah,  doit  être  composé  avec  u,.et  h„  comme 
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A «l’est  avec'«  et  c'esl-à-dire  qu’il  suffit  d’augmenter  de 
l’unité  les  indices,  pour  passera  am,  = «,  — «„  et  l’on  ob- 
tiendra . ' 

s . 

= m,  — («,  — «) 

puis  augmentant  de  Tunltc  les  indices,  dans  ce  dernier  résultat, 
pour  former  A’ «I,  il  viendra 

^ t • ^ 

A>M  = A*M, A’M  = «J  — 2M, -t-  M,  ^ («, 2«,-;t-  M)  . , 

- = «a  — 3Mj-|-3Mi  — M,  r^. 

et  par  analogie  . _ , ’ 

n " nin  — i)  n{n — lyfn — 2)  . . 

A» «=  H — i i i L u„_,  + etc., 

• X ■ 1 .2  \ t ,2.i-  ■ . ' ■ 

loi  qui  se  vcrifieraii  par  le  développement  de  l'cxjuation 

' - • • A""*"' f<  ='A"  «,  — A“H.  ’ • 

Ce  résultat  et  le  précédent  reviennent  à , 

= ( I 4- Am)”,  A“«  = («  — 1)", 

pourvu  que  l'on  change  dans  le  développement  de  l’un,  les 
exposants  des  puissances  de  A«  en  exposants  dé  la  caractéris- 
tique A,  et  dans  celui  de  l’autre,  les  exposants  de  « en  indicesf 
on  peut  même  poser  tout  de  suite 

et  il  n’y  auVa  rien  à changer  dans  le  développement,  ' , ’ 
Pour  tirer  de  (i  4-Am)"  le  développement  que  celle  expres- 
sion représente,  il  faut  considérer  que,  dans  l’ordre  des 
puissances  i ==  a«°,  et  en  passant  l’exposant  o à la  caractéris-, 
tique  A,  on  aura  a^m  = M.  1'  ^ 

: ' . s ' ‘ ' ' ' ' 

' 379.  Lorsqu’urte  fonction  est  donnée , rien  n’est  plus  facile 
que  d’en  obtenir  les  différences  successives  ; je  prendrai  pour 
exemple  la  fonction  x'“.  En  faisant  u ar",  et  supposant  que  a: 
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augmente  de  la  quantité  h,  on  aura  u,  — (ar-f-A)",  et  par  con- 
séquent 

m(m  — i)  , . , 


A«  = {x  + h)" X"  = mas^' h + 


mim  — A [ni — 2)  , 

i ÆT"-’ A>  etc. 

I .2.3 


Pour  passer  aux  différences  ultérieures  A’u,  A’u,  etc. , il 
faut  faire  varier  x de  nouveau,  ce  qui  présente  deux  hypo- 
thèses. L’une  consiste  à supposer  que  la  quantité  x prenne 
•toujours  des  accroissements  égaux,  et  l’autre  que  ces  accrois- 
, sements  soient  eux-mêmes  variables  : je  ne  m’occuperai  ici 
que  de  la  première.  En  substituant  a:  A au  lieu  de  x dans  A u, 

on  aura  . . - , , . . 


AU,  = m(jr-(-A)"“'A  -t- 


m [m  ■ 


( X 4-  A y-' fl'  -H.etc. 


Il  est  visible  quejSi  l’on  développe  l’expression  de  Am,  , et  que  .* 
l’on  en  retranche  celle  de  a«,  le  résultat  ordonné  par  rapport 
aux  puissancos  de  A sera  de  la  forme  ' ’ , 

^'u  — m[m — i)x™-'A’-+-MjX"-’ A’-4-M,x"-*A‘-i-eïc.,  ‘ 

M,,  M,,  etc.,  désignant  des  coefficients  dépendants  de  l’expo- 
sant m.  . 

Par  une  nouvelle  substitution  de  x-|-A  dans  cette  der- 
nière équation,  on  parviendrait  à A’u, , et  en  observant  que 
a'm  =A’«i  — a’m,  on  obtiendrait 


À’m  = m(/n — i)  [m  — 2)x"~’A*  -1-  A*  +■'  etc. 


La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  développements 
est  évidente,  et  l’on  voit  que  l’expression  de  A"«  doit  com- 
mencer par  ' . ' _ ■ . 

m[m  — i)  (m  — 2.) . ."(/n  — n-(- i)x'"~"A“.  , , j 

• . « ~ ■ 
On  voit  aussi  que,  quand  l’exposant  m est  entier  et  positif, 
le  nombre  des  termes  du  développement  de  A" m,  ordonné  sui- 
vant les  puissances  de  x,  diminue  de  l’unilé  lorsque  n aug- 
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mente  de  cette  quantité,  et  que  quand  n=zm,  il  vient 
, A"M=m(m — i]  (fn  — 2),..i.A"'.  ' 

Cette  différence  étant  constante,  il  s’ensuit  que  celles  des  - 
ordres  supérieurs  sont  nulles. 

On  parvient  facilement  au  terme  général  de  A’m  en  formant 
l’expression  de  cette  différence  par  le  moyen  des  valeurs  de  «, 

«„  etc.,  sans  passer  par  cellesde  4M,  A’m,  A"m,  etc.  (378).  •_ 
il  est  évident  que  dans  l’hypothèse  présente  les  valeurs 

• répondent  à ' ^ , 

' x + ^hf  x+3k,  — , x-hnfi, 

et  l’on  a par  conséquent  ^ 

' U,  = [x  + h)"' M,  = (a;-+-2A)",. . . , m„=  (x  + «A)"; 
on  tirera  de  là 

4"«  =(x-+' nA)" — Y[a:-(-(n — i)A]"’  ' 


7t(lï  — l) 


[x4-(n  — 2)A]" 


nln  — i)(n  — a)r  / î -, 

i 7~Ï3 — ^[a:-h(re  — 3)A]"  + etc. 

Si  l’on  désigne  par  i l’exposant  de  A dans  le  terme  général  du 
développement  de . l’équation  ci-dessus,  l’expression  de  ce- 

terme  sera  , - > 

■ ■ . ' ‘ * 

' - . — . . (m— f -t- 1)  ( • 

[n , ' f n{n  — OV  ^ x,  , 1 

«■  — - (n  — «)  + ' l'Tl.  — etc.  J ; 

♦ • * - • , 
mais  comme  on  vient  de  voir  que  le  développement  de  a"m  ne 

pouvait  contenir  des  puissances  de  A dont  l’exposant  fût 

moindré  que  n,  il  s’ensuit  que  là  fonction 

n<— -(w— i)‘+  ' (n  — 2)'— etc., 

composée  de  «-f-i  termes,  est  nulle  tant  que  B'un  ' 
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autre  côté,  le  coefficient 


h-'  ‘ . ;■ 

^'■7  ■ -.'■ 

t.-‘~  .-* * 

y. 


m{m  — 1 ) ( »t  — a ) ■ ■ ■ ( wt  — t 4- 1 ) 

1.2.3...  { 


s’évanouissant  lorsque  i = m+'i,il  en  résulte  que  la  plus 
haute  puissance  de  h,  dans  le  développement  de  A"«,  ne  peut 
être  que  A".  , 


r- 


k--' 


i*’ 

►*.  n • '* 


> < ■ ...  , 


380.  D’après  la  propriété  du  monôme  x”,  toute  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  de  ar  a toujours  des  différences  constantes, 
savoir,  Celles  dont  l’ordre  est  marqué  par  l’exposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  x,  qui  soit  dans  la  fonction,  proposée.  En 
effet,  cette  fonction  étant  delà  forme  h-  Cx^  + etc., 
on  aura 

A"(Ax“ -1- Bx®+ Cx'*' 4- etc.) 

= A A’ . X*  4- B A' . X®  4- C A- . x? -H  etc.  ( * ) ( 376) ; 

et  si  a désigne  le  plus  haut  exposant  dex,  il  viendra,  pour  le 
Cas  où  n = a, 

A*.x“=  1 .2.  . .oe/l“,  A*.X®  = Oj  A“.x^  = o,  etc., 

en  sorte  que  , 

A*  (Ax“  4- Bx®  4- Cx'-f- etc.)  = 1.2 .3. . .aA/t?. 

381.  C’est  surtout  par  rapport  aux  fonctions  transcendantes, 

dont  le  calcul  approximatif  est  laborieux,  que  l’on  gagne  beau- 
coup à se  servir  des  différences,  ainsi  que  le  fera  voir  l’exem- 
ple suivant,  tiré  des  logarithmes.  , . ' 

Soit  a = Ix:  on  aura 


i 


( 


: 1 

’■ 

* - t 

■ { 


Mi=l(x-+-/t)  =1x4-1 
= lx-HM(^-^4:.^-ctc.  ) (29),  . • 


1 . 


d’où  l’on  tirera  t/,,  u„  etc.,  en  mettant  2//,  3A,  etc.,  au  lieu 


t,?: 


) J1  ne  faut  pas  confondre  avec  car  la  première  de  ocs  ci- 

pressioDS  est  la  difTcrence  de  l’ordre  n de  U fonction  tandis  que  . ^ 

■ . , • . • , A"x«=  (a'*x)«.  ■ 


.4:  si 


A.  ■ : 


^ . .4^:  ■ • • --  . V : > •.  :•  • ; : : "a-  ^ 

V ‘ y'.'  ' lÉ'  ' 

* ‘ -vS't  >•“.  • ‘ ' ' i > *c*u  J V*  ^ • ' . * * <».*•  1 

'■  i ' ' ' .*•'  ‘ \ \ • .iv 

‘ . .-V*  • *4*1  ’.V  ■ Mt  - . J ?1 
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de  h,  et  les  fonnules  du  n®  378  donneront 


1 1 


.V 

1»V  ’/ 

> h 

I A’ 

Att  = 

M ( 

2 x' 

A’m=iz- 

' 

2 A’ 

■ * ^ 

'm  ,( 

’ 2/t> 

A»m  = 

-élc, 

'\ 

k ~ 

etc.'  , 

On  «poussera  ces -suites,  solvant  la  grandeur  du  nombre  x; 

' jusqu’à  ce  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite  pour 
être  négligée  sans  erreur  sensible.  ■ • 

' Si  l’on  avait,  par  exemple,  ^i:;ioooo,  et  h\—  i,  on  trouve- 
rait pour  les  logarithmes  ordinaires,  ■ . 

•Au  = 0,00004  34272  76863, 

, . ,^A’U=—  0,00000  00043  42076,  , . 

' A’u=  0,00000  00000  00868;  . ■ 

■ et  il  est  évident  que  si  l’on  ne  voulaitavoir  les’derniers  résul- 
tats qu’avec  dix  chiffres  seulement,  on  pourrait,  sans  craindre  ' 
; d’erreur  sensible,  négliger  longtemps  les  différences  du  qua- 
trième ordre  ; car  il  faudrait  qu’elles  fussent  répétées  un  grand 
• nombre  de  fois,  pour  influer  sur  la  différence  troisième  : on 
formerait  (Jonc  successivement,  suivant  la  règle  du  n“  374,  les 
colonnes  des  différences  troisièmes,  secondes;  premières,  et 
' enfin  les  logarithmes  des  nombres  . 

' ■ , loooi,  10002,  iooo3,  etc., 

' J , / ■ 

en  partant  de  celui  de  loijoo,  qui  estégal  à* 

' . 00000  00000.  • 

* i » . ^ , 

^ Il  faudrait  faire  le  calcul  avec  i5  décimales,  afin  de  reconnaître 
« quand  l’accumulation  des  quantités  négligées  pourrait  com- 
mencer à influer  sur  «le  dernier  chiffre  qu’on  se  propose  de 
conserver,  ce  dont  on  s’assure  au  moyen  de  quelques  loga- 
rithmes calculés  rigoureusement  à des  intervalles  éloignés;  car 
lorsque,  par  la.  suite  des  additions  successives,  on  parvient  à 
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ces  logarithmes,  il  faut  que  la  méthode  des  différences  les  , 
donne  tels  qu’ils  ont  été  déduits  à priori,  au  moins  dans  les 
dix  premiers  chiffres,  si  c’est  à ce  nombre  que  l’on  veut  s’ar- 
rêter. Lorsque  le  dernier  de  ces  chiffres  cesserait  d’être  exact,  ' - 
ce  qui  n’aurait  pas  encore  Heu  pour  le  nombre  ioo5o,  on  cal- 
culerait de  nouveau  ù priori  les  différences  Am,  a>u,  A’m,  et  • 
l’on  se  servirait  des  nouvelles  valeurs  comme  des  précédentes, 
pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  entiers  qui  suivent 
^ceiui  auquel  on  a dû  s’arrêter.  ■ ' • ^ , 

Application  dn' calcul  des  différences  à l’interpolation  des  suites.  , >. 

382.  L’un  des  principaux  usages  du  calcul  des  différences  a 
pour  objet  Y interpolation  des  suites,  opération  qui  consiste  à 
insérer  entre  les  termes  d’une  suite,  de  nouveaux  termes  assu- 
jettis à la  même  loi  que  les  premiers.  Pour  cela  on  regarde  les  * 
différents  termes  de  cette  suite  comme  des  valeurs  particu- 
lières que  reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général, 
lorsqu’on  assigne  également  des  valeurs  particulières  à la  va- 
riable d’où  dépend  ce  terme,  et  qui  dépend  elle-même  du  rang 
qu’il  occupe  dans  la  suite  proposée.  Quand  l’expression  de  ce  ' ' 

terme  est  donnée,  on  en  tire  autant  de  valeurs  qu’on  veut; 
mais  il  n’en  est  pas  ainsi  lorsqu’on  ne  connaît  qu’un  certain  ' • 
nombre  des  premiers  termes  de  la  suite,  ce  qui  est  le  cas  ordi- 
naire auquel  on'applique  l’interpolation.  . , . 

Il  faudrait  alors  déduire  l’expression  analytique  d’une  fonc- 
, tion,  de  celle  d’un  nombre  limité  de  valeurs  numériqueSj  ce 
qui  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la  fonction  est  inconnue  ; car 
on  doit  observer  que  ce  problème  revient  à former  l’équation’ 
d’une  courbe  passant  par  les.  points  dont  les  valeurs  de  la  va- 
riable indépendante  représentent  les  abscisses,  et  celles  de  la 
fonction,  les  ordonnées,  et  qu’en  quelque  nombre  que  soient 
ces  points,  ils  ne  sauraient  particulariser  la  courbe,  si  elle  n’est 
pas  donnée  d’espèce.  [Trig.,  168.)  Mais  comme  on  ne  cherche  , . 
à interpoler  une  suite  que  dans  des  espaces  très-resserrés,  ' ■ 

on  conçoit  que  l’expression  de  son  terme  général  est  dévelop-  ' 
pée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  sa  variable,  et  qu’il  * * 
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est  permis  de  se  bornera  un  petit  nombre  des  premières  puis- 
sances de  cette  variable;  par  ce  moyen,  la  forme  de  la  fonc- 
tion, qui  est  alors  rationnelle,  se  trouve  déterminée. 

Ainsi,  sachant  qu’aux  valeurs  ' 


f > 


etc. 


d'une  variable  quelconque  x' , répondent  les  valeurs 

- u,^  U,,  «J,  etc:,  •! 

d’une  fonction  «'  de  cette  friable,  on  suppose  que  l’on  ait  en 
général  , . 

uj  = a -h  ^x'  + yx'^-{-S  x'^  -4-  etc. , 

et  l’on  détermine  les  coefficients  «,  p,  7,  etc.,  par  la  condi- 
tion que  «'  devienne  successivement  a,  etc.,  lorsqu’on 

change  ar' en  JJ , Jr, , ar,,  etc. 

Cette  détermination  présente  deux  cas  ; le  premier,  dans 
lequel les  valeurs  x,  x,,  x,,  Xi,  etc.  sont  équidifférenles,  se 
résout  immédiatement  par  l’expression  de  it„  du  n”  377. 

En  effet,  soient  m ■+■  i nombres  donnés,  et  qu’on  en  prenne 
les  différences  relatives  au  premier  terme,  la  formule  rappelée 
deviendra  • 

J , 

n[n  — i). . .(n — m-+-i 

1 .3. . .m 


u„ 


n-  n\ii — I 

Am  h i A’m. 

I 1.2 


' A^m; 


et  si  l’on  y fait  successivement 

n'=o,  n±=i,  « = 2, 


n — m. 


elle  donnera  les  nombres 


M,  U, 


U,,. 


on  peut  donc  la  regarder  comme  une  équation  qui  lie  ces  nom- 
bres avec  l’indicé  du  rang  qu’ils  occupent,  n désignant  alors 
une  variable  indéterminée.  ' 

Il  est  visible  de'  plus  que  le  second  membre,  étant  développé 
et  ordonné  suivant  les  puissances  de  n,  prendra  la  forme 

a-H  Pn-t-vn’-l-. . 

où  «,  p,  7, . . .,  (X  sont  des  nombres  donnés,' et  semblable  à 
celle  qui  a été  posée  ci-dessus  en  x'. 
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Faisons  mainienani  ■ ’ i - 

M = M,  = f(x4-A),...,  u,=  {[x-\-nk),' 

puis  + /iA  = «',  et  nA=ar' — ar  = A' ; et  il  en  résultera  ^ . 


"=Â 


et 


, A'  A'fA' — A)  A'(A'— A)(A'— aA) ■ 


A‘.  aA . 3A 


Enfin,  si  l’on  représente  «'  — m par  A'u,  il  viendra 


A' u = àu- 


h'{h'-h]  ^ A'(A--A)(A'-aAK.:; 


A.  a A 


A.aA:3A  + 


383.  Je  passe  maintenant  aux  applications.  . . . . 

Soit  d’abord  la  suite  ' • . • 

■ “5  ’* 

3,-  7,  19,  3g,  G7,  , ■ • 

» . ■■  .'-r  ■ 

correspondante  aux  indices  - ' ‘ 

' '*  >. 

O,  1,'  a,  3,  4;  ' ■ ! • i • - 

. on  a pour  ce  cas,  - . ' • . 

. t . ■ . ■ • ‘ ‘ ‘ 

«=3,  Am  = 4,  a’«  = 8,  .a*m  = o,  A — 1; 

l’expression  de  A' «se  réduit  à ses  deux  premiers  termes,  et  < 
l’on  obtient  par  son  moyen  ^ - 

' - ' ■ i , y _ 

A'M  = 4A''-f-4A'(A'-i)  = 4A";’  '/•'  ; 

ainsi  pour  l’indice  li',  il  viendra  «'=3  + 4^*?'  E"  prenant^ 
5 ’■ 

A'  = ->  par  exemple,  on  trouverait  que  le  terme  correspon- 
dant à cet  indice  est  a8. 

Soit  encore  la  suite  ' ' ; - . ' 

^ ,I>  4î  3,  9,  16;  ; 

en  prenant  les  indices  comme  à l’ordinaire,  savoir,-  . 

O,  I,  2,  3,  4)  5,  etc.. 


V, 


V . •.  . . . ■' 
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t • - ' ' ' ■ t"  \ 

et  formant  les  différences,  on  trouvera 

u — \,  Au  = 3,  A’u  — — 5,  a*m=8,'  • 
à*u  = — 6,  A‘«=o,  h = i, 

’d’où  l’on  tirera  . ^ ' 

I 1.2  < 1.2.3  «>'•■■■ 

A'(A'-t)(/t'-2)(A>-3) 


—g; 


1 .2.3.4 


En  réduisant  cette  expression,  et  l’ordonnant  par  rapport  aux,, 
puissances  de  h',  on  aura  . - - ' 

■'  , i2-t-,i i6A'.^i 1 1 -t- 34/t'’ — 3k'*‘  ' 


• Il  faut  remarquer  que  cet  exemple  et  le  précédent  n’offrent 
- qu'un  nombre  limité  d’ordres  de  différences.  Sur  ce  pied, 
l’expression  de  qui  est  aussi  limitée,  représente^  exacte- 
, ment  Je  terme  général  des  séries  proposées,  et  peut  servir  à 
. les  prolonger  autant  qu’on  le  voudra.’ Tous  les  nombres  qu’on 
en  déduira  suivront,  par  rapport  à leurs  différences,  la  même 
Joi  que  les  premiers  termes  desquels  on  est  parti,  et  les  séries 
dériveront  ainsi  d’une  fonction  algébrique  rationnelle  et  en- 
tière. ‘ 

‘ 384.  Lorsqu’il  s’agit  de  fonctions  fractionnaires,  irrationnelles 

ou  transcendantes,  la  suite  des  différences  ^u,  a’m,  a^m,  etc. 
ne  se  termine  plus  rigoureusement,  mais  quand  elle  est  dé- 
' croissante,  elle  rend  convergente  l’expression  . 


a'm=-t-  a«- 
A 


It'jh'-h'i 

h.ik 


A*r«  -i- 


A'(A'-A)(A'-2A) 

A.2A.3A 


A’r<-f-etc./ 


et  permet  de  la  réduire  à un  petit  tiombre  de  ternies,  au  moins  ■ 
pour  un  intervalle  peu  considérable.  En  voici  un  exemple  tiré 
des  tables  de  logarithmes.  Je  suppose  que,  par  le  moyen  d’une  ■■ 
table  contenant  les  logarithmes  depuis  i jusqu’à  1000,  avec- 
dix  décimales,  on  veuille  avoir  le  logarithme  de  3,i4>59'?G536, 
nombre  très-approchant  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
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mètre  ; on  regardera  alors  les  logarithmes  contenus  dans  la 
table  comme  des  valeurs  particulières  de,  la 'fonction  «,  les 
' nombres  comme  les  indices  auxquels  répondent  ces  valeurs; 
et  l’on  formera  le  tableau  suivant  ; 


H =0,4969296481 

Ui  — 0 ,4qS3  1 o5538 

I 3809057 

«,=  0,4996870826 

13765288 

—43769 

it,  = 0 , 5o  1 0592622 

13721796 

—43492 

+277 

U,  = 0,502427 1200 

13678578 

—43218 

-1-274 

•dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de  . 

3,i4,  3,i5,  3,i6, 3,17,  3,18,  • - , 


la  seconde  leurs  différences  premières,  la  troisième  leurs  dif- 
férences secondes,  la  quatrième  leurs  différences  troisièmes,, 
et  la  cinquième  leurs  différences  quatrièmes,'  qui  se  réduisent 
à. 3 unités  du  dernier  ordre.  On  aura  par  ce  moyen  ' ’ ■> 

^u  = -H  o,ooi38of)o57,  A*m==- — o,ooooo43769,‘.-  "- 
A’ « = -4- ô ,0000000277 , A*«  = — o,ooooooooo3,  ■ 

et  comme  ' A=o,oj,  A'=  OjOoiSgaôSSG, 

on  obtiendra  . ■ • ’ ,i.-' 


^^0,1 5926536,  ^ '■ 

-il  _ 

~ 2/1 

■ , , • h' ~~i.h 

_ A'  - 

• 3A 

“ 3l  ■ 

. ; ' 7.  A'  — 3A 

A' 

. ' 4 A 

~4A 

— o ',420367  3a,  ■ 
—0,61357821 , 

' — 0,71018366 


avec  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombres  la 
formule  ^ '•  . - ■ . ’ . 


u'  =z  u+  -r 
h 


h'[h'-h)  ^ - A'(A’-A)(A'-2A) ^ 

A.aA  ■ h.2.h.iü  ■ 


h'[h'-/,){h’-,.h)(h'~3h) 
*^^7“  A. 2/j. 3/1.4/t  ^ 


qui  donnera  «'  = 0,497 1498726.  . - ■ _1  ■ ' 

Il  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les  logarithmes 
des  nombres  exprimés  par  beaucoup  de  chiffres,  mais  le  pré- 
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cèdent  est  très-propre  à servir  d’exemple  pour  la  méthode 
d’interpolation.  On  doit  reconnaître  déjà  que  cette  méthode  ^ 
s’étend  à beaucqup  d’autres  cas;  elle  est  surtout  d’un  très- 
grand  usage  dans  les  calculs  astronomiques. 

385.  Lorsque  les  valeurs  x,  x^,x,,Xi,  etc.  ne  sont  pas  équl- 
diflérentes,  on  emploie  immédiatement  la  formule 

u'  — a-^px’ +fx''-\-Sx'*  -h  e\c., 


dans  laquelle  la  substitution  des  valeurs  particulières  x,  Xi , 
x„.Xi,  etc.,  fournit  les  équations 


U =<n.-\-px  +'!X'  +Sx* 

M,  = O -+- px, 7 -+- 5x| '-f- etc., 

u,=  oL-JrPxt -^’fx\+ix\  + eXC,, 

= a -I- Pa:,  + 7XÎ -t- -l-etc., 
etc., 

« « 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à celui  des  coefficients  indéter- 
minés a,  p,  7,  etc.;  et  voici  comment  on  obtient,  l’expression 
de  ces  coefficients. 

En  retranchant  successivement  la  première  équation  de  la 
seconde,  celle-ci  de  la  troisième,  etc.,  on  parvient  à des  résul- 
tats respectivement  divisibles  para:, — x,  x, — Xi,  x, — xt,  etc., 
et  d’où  l’on  tire 


Ui M 

Xf.  — X 

«8 «I 

«a— «a 

^3 — Xi 


= P + 7 [x,  — (a?’  -t-a:,  x + x') -h  etc., 

= p-f- 7 (a:, -|-ar,)+3{a?; -I-Jt»  a?, -Har,  ) -♦- etc., 
= P H-  7 ( a:,  -i-  a:,)-|-  J (xî  ar,  ar,  H-  a;]  ) 4-  etc.. 


■ etc. 


Posant,  pour  abréger. 


U,  — U, 
Xi  — Xi 


U,  — U, 
X,  — Xi 


U,,  etc,, 


•6«éd.  II. 
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on  aura  les  ét^iiations  - ' 

I 

-U  =^-\-f[xx->rX  ) + ) + elc., 

(J,  = P + 7 -H ) -t- ^ ( -3^5  -\-xtXx-\-x\)-^  etc., 
etc.;  . 

retranchant  encore  U de  U,,  U.  de  U,,  et  ainsi  de  suite,  et  dé- 
signant par  UV  ü', , etc.,  les  quantités 


U, -U  -U, -U. 

) -ï 

X,  — X X, Xx 


on  trouvera 

. . U' =7-4-^(x,-+-ar, -f-ar  ) + 'etc., 

U',  =7'+^(ar',4-ar,-+-Ær,)-i- etc., 


d’où  l’on  tirera  - - 

U',  — L”  = ^ (a?, — ^ ) -t- etc. 

Maintenant  si  l’on-  fait 


a:, — 'X 

on  aura  1]"=  5 -i- etc.,  et  si,  pour  fixer  les  idées,  on  ne  suppose 
que  quatre  termes  à l’expression  de  l’opération  finit  à 
l’équation  ci-dessus.  Prenant  la  valeur  qu’elle  donne  pour  S, 
et  remontant  à celles  de  7,  p,  par  le  moyen  des  quantités  ü', 
ü et  M,  il.  viendra 


# tl", 

7 = U'  — U"(a:,-+-iri-4-Æ-),  ' 

P=r  U U'  [Xx+x)-hV"  (XiXt-\^XtX-hXxX),  ' 

a-=  « — Vx+M'xxX—\S"x,XxX. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  u',  on  aura 

u'  = u-\-V[x’—x)-\-V'[x''—{xx-{-x^)x:'+Xxx] 

-h  II"  [*■”  — x”  ■+■  (x,  X,  -i-x,  x-f-x,  x)  x' — x,x,  xJ. 
Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficients  de  U,  U'  et  U"  son\  dé- 
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cotnposables  en  facteurs  simples,  et  que  l’on  peut  mettre  u' 
sous  la  forme  • 

u'  — u-hV[x'  — x)-i-\]'[x'  — x){x'  ^ X,) 

-\-U"[x'  — x)(x'  — x,){x'  — X,). 

' En  poursuivant  d'après  celte  méthode,  on  obtiendrait  une 
formule  analogue  à la  précédente;  et  quel  que  fût  le  -nombre 
des  valeurs  x,  x,,  x,,. . .de  l’abscisse  x',  on  aurait  en  général 

u'  = M-f-  ü(x'  — x)  + U'  (x' — x)  (x'  — x,)‘ 

+ U"(x'; — x]  X,  ).(x' Xj)  • . 

+ U"’(x' — x)  (x'  — x,)(x'  — X,)  (x'  — X,)  4-  etc., 
eh  faisant  - ' ’ 

«J— K,  T,  Ua—l(, 

■ tli,  ■ ■ — iJj,  ^ — Uj,  etc.. 


M| 

— U 

X. 

U, 

-ü  _ 

X, 

— X 

1/,  — ü'_ 

X, 

— X 

V’r 

. 1 

s 

1 

X, — X, 


U',  Hinl'  =L'., 


X,  — X, 

„ U,-U, 


X, X, 


X, 


X,  — X 

etc. 


X,  — X, 

U",  etc., 


= U^  etc.. 


:ü',,  etc.. 


Quand  les  valeurs  x,  x,,  x,^  x,,  etc.,  sont  équidifférentès, 
on  a . 

f 

xV— ar-4-4,  x,  = x-j-2A,  x,  = x'-4-3A,  etc.. 


d’où  l’on  déduit 

■ ' 

Au 

.T  Au. 

U. 

Ad] 

c 

II 

H! 

”'=t; 

= ~T’ 

U'j  = — ^ > . ètc., 

A*i/ 

\ .7.  n' 

' 1 . aA’ 

U', 

-y 

A’  «1 
I 2 A’’ 

etc.. 

U': 


4’k 

5 “I  I O 7.1i ^ etc.. 


1.2. 3 A’'  r'  1.2. 3 A’ 

A*  U 

U*- elc., 

I.2.3.4A* 

etc.;  . 
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faisant  ensuite  Æ-' = a: -I- A',  il  en  résulte 
\ x'  — x=h',  x'~x,  = h' — h,  x'  — Xt  = h' — lA,  . 
x' — ar,=  A' — 3 A,  etc., 


et  l’on  voit  ainsi  que  l’expression  précédente  de  qui  devient 
alors 

, A'  ■' 

u'=u-h~^  Am4 
rentre  dans  celle  du  n°  382,  obtenue  par  une  voie  différente. 

386.  Lagrange  a présenté  l’expression  de  «'  sous  une  forme 
nouvelle,  en  observant  que  puisque  les  équations 


h'[h'—h) 
A. 2 A 


A’«-+ 


A'(A'— A)  (A’ -2 A) 
h. 2 h, 3 h 


A’«4-eic. 


H = a -\~px  + IX* -h  3x^ elc., 

' M,  = a 4- px, 4- var?  4- 4- etc., 

H,  = a 4- par,4'va;î  4:iîar;  4- etc., 
etc., 

sont  du  premier  degré  seulement,  par  rapport  à-  chacune  des 
quantités  «,p,7,  etc.,  u,  u„  u„  etc.,  et  que  «'  doit  être  exprimé 
en  x',  de  manière  qu’en  y faisant  successivement  x'  =x, 
x'=:xi,  x'=xi,  etc.,  il  vienne  u'  = u,  «'=«,,  «'  = u,,  etc., 
on  peut  écrire  ' ' • 

m' = X«  4- X,  «,  + X,M,  4- etc., 

pourvu  que  X,  X, , X^ , etc.,  soient  des  fonctions  de  x'  telles, 
que  par  la  supposition  de  a;'  = x on  ait  en  même  temps 


.11 

II. 

P 

X,  = o,  etc.. 

que  par  celle  de  x'  = x,  on  ait 

• 

Il 

‘p 

II 

‘X,  = o,  etc.. 

que  par  celle  de  x'  = x,  on  ait 

11 

P 

X 

il 

P 

Xj=  I,  etc.. 

et  ainsi  ds  suite,  conditions  qui  seront  remplies  si  l’on  prend 

^ {x' X,)  (x' X,)  (x' X,).,.. 

(x— x,)(x x,)(x  — X,).,.  ' 

^ (x' x)  (x'  — X,)  (x' X,)... 

'“■(x, X ) (x,  — X,)  (x,  — X,).  ... 

^ _ (x'— X ) \x' X|]  (x'  — X,).  ■■ 

’ (x,  — x)(x,  — X|)(x, X,)... 

etc.  ’ - - . 
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La  loi  qu’il  faut  observer  dans  la  formation  <fe  ces  quantités 
est  on  ne  peut  pas  plus  simple;  leur  numérateur  contient, 
ainsi  que  leur  dénominateur,  autant  de  facteurs  qu’il  y a de 
quantités  x,  Xi,  x„  x^,  etc.;"rooins  une;  et  si  l’on  y fait  les 
hypothèses  indiquées  ci-dessus,  non-seulement  on  se  convain-  - 
cra  qu’elles  satisfont  à la  question  proposée,  mais  on  verra  de 
plus  comment  il  a été  possible  de  prévoir  qu’elles  y satisfe- 
raient ; on  a donc  cette  nouvelle  formule  d’interpolation  : 

{x  '—x,)  [x  — X,]  [x X3).  ■ . 

^ (V  — x)  (j:'  — x,)(V— X,)... 

' (x,  — x)[x, — Xi)  {Xi  — X,)t.,. 

^ [x'  — x)[x'  — x,)[x'  — x,)...^^  ' , 

(x,—  x)[xt  — xi)[x,  — x,)... 

-+-  etCi  “ - 

très-commode  dans  la  pratiqué,  parce  qu’on  en  peut  calculer 
chaque  terme  par  le  moyen  des  logarithmes.  Il  ne  serait  pas 
difficile  de  la  ramener  à celle  du  numéro  précédent,  et  même 
à celle  du  n®  382;  c’est  pourquoi  je  ne  m’y  arrêterai  pas. 

387.  Ici  il  est  aisé  de  voir,  d’une  manière  évidente,  que  le 
problème  de  l’interpolation  est  indéterminé,  quand  des  consi-  * 
dérations  particulières  ne  fixent  pas  la  forme  de  la  fonction  qui 
doit  représenter  le  terme  général  des  nombres  donnés. 

En  effet,  les  seules  conditions  auxquelles  soient  assujetties 
les  inconnues  X,  X„  X„  etc.,  peuvent  être  remplies  par  des 
fonctions  bien  différentes  de  celles  que  Lagrange  a choisies. 

On  trouve  d’abord  l’expression  très-simple  , ■ 

sin  m(x'  — x,  ) sin  n {x'  — x,)  sinp{x'  — x,)  etc., 
qui  jouit  de  la  propriété  de  s’évanouir,  lorsque 
x'==Xt,  x'  = x,,  etc., 

quels  que  soient  les  nombres  m,  »,  p,  etc.:  on  pourra  donc 
poser  l’équation 

^ sin  m {x'  — x,)  sin  n(x'  — x,)  sin  p[x'  — x,)  etc. 

sin  TO  [x  — X,)  sin  » (x-;- JT,)  sinp(x — Xt)  etc. 

dont  le  second  mpmbre  se  réduit  à l’unilé  Iwsque  x'  — x;  et 
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sur. ce  modèle  bn  formera  aisément  les  valeurs  de  Xr,  X„  etc., 
dans  chacune  desquelles  on  pourra  prendre  pour  les  cocfQ- 
cients  m,  n,  p,  etc.,  tels  nombres  qu’on  voudra. 

Si  de  pareilles  expressions  s’accordent  avec  celles  du  numéro 
précédent  pour  les  valeurs  de  x'  comprises  dans  la  çérie 
X,  x„  Xx,  etc.,  elles  en  "diffèrent  beaucoup  dans  les  intervalles, 
dès  que  les  arcs  ne  sont  plus  assez  petits  pour  être  sensible- 
ment proportionnels  à leurs  sinus:  on  peut  d’ailleurs  substi- 
tuer les  tangentes  aux  sinus,  et  les  conditions  précédentes 
seront  encore  remplies.  • 

388.  Les  formules  d’interpolation  s’appliquent  d’une  ma- 
nière très-utile  dans  la  détermination  approchée  de  l’inté- 
grale /Xdx,  ou  de  la  quadrature  des  courbes.  La  première 
idée  qui  s’est  présentée  sur  ce  sujet;  a été  de  substituer  à la 
courbe  proposée  une  courbe  parabolique,  assujettie  à passer 
par  un  nombre  donné  de  points  de  la  première  ; il  est  évident 
que  plus  ces  points  secont  multipliés  et  resserrés,  plus  l’exacti- 
tude croîtra. 

En  prenant  d’abord  la  formule 


«'  =i  a -t-  px'  -hy  x'^~+-  etc.. 


pour  représenter  l’ordonnée  de  la  courbe  paraboliqucrl’aire 
de  cette  courbe  sera  exprimée  par  * 

f u'dx'  = -h  1-  etc.  -(-  consl.', 

12  3 , 


quant  aux  coefficients  a,  p,  y,  etc.,  ils  se  concluront  sans  peine 
du  dév  eloppement  de  l’expression  employée  pour 

Si  l’on  prend  celle  du  n°  382,  qu’on  y fasse  ^ = x',  elle  de- 
viendra . 


..  , x'Am  'sc'[x' — , x'fx' — i)(x' — 2)i’M 

U — U H I 1-  — — — — 

I 1.2  1.2,3 


-etc.. 


et  il  faudra  la  pouâscr  jusqu’au  même  nombre  de  termes  que 
la  précédente,  c’est-à-dire  celui  des  points  par  lesquels  doit 
être  déterminée  la  courbe  parabolique. 

Supposons  que  ce  nombre,  soit  3;  on  ne  prendra  que  les 
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trois  premiers  termes  de  la  formule  ci-desSiis;  en  l’erdounant 
suivant  les  puissances  de  x' , il  viendra 

CLz=iU,  p = A«  — 7 = 

quantités  qui  ne  dépendent  que  des  trois  ordonnées  consécu- 
tives m,  «„  répondant  aux  valeurs 

h'-=o,  h’  = h.  A' = 2 A,  ou  x'  = a,  x'  = i,  a:' = 2; 

et  si  l’on  assigne  o et  2 pour  les  limites^  de  Ju'Ax',  sa  valeur 
■sera  ’ ^ 

• i.  • , . 

2M-I-2  ^ A’ji  = 2 -t-  Am  + g 

Dans  ce  cas,  u'  serait  l’ordonnée  d’une  parabole  QR,^g',  f>4, 
passstnt  par  trois  points  de  la  courbe  proposée  DE,  et  f u'Ax' 
l’aire  du  segment  de  celte  parabole,  compris  entre  la  première  ' ' 
ordonnée  PM  et  la  troisième  P, 

En  général,  celle  parabole  QR  sera  alternativement  inté- 
rieure et  extérieure  à la  proposée,  ou  vice  versA;  en  sorte  que 
l’aire  de  son  segment  différera,  dans  une  partie  par  défaut  et  ' 
dans  l’autre  par  excès,  de  l’aire  du  . segment  correspondant  de 
la  courbe  proposée  DE;  et  alors  il  pourra  s’opérer  dans  le  ré- 
sultat total  une  compensation  plus  ou  moins  approchée  entre 
ces  différences. 

La  formule  précédente  devient  plus  symétrique  qüand  on 
remplace  les  différences  Am  et  A’m  par  leurs  valeurs 

M, — U et  «1 — 2Mi-f-M  (378); 
on  obtient,  après  les  réductions, 

-{m-4-4«i  ’ ■ 

• 

Si  l’on  conçoit  de  même  qu’il  passe  une  nouvelle  parabole 
par  les  points  M„  M„  M4,  et  ainsi  de  suite,  et  que  l’on  réunisse 
les  aires  de  chacun  de  leurs  segments,  on  pourra  embrasser 
une  portion  aussi  grande  que  l’on  voudra  de  la  courbe  pro- 
posée; et  si  la  dernière  ordonnée  est  représentée  par  Um,  . 
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m>étanl  un  nombre,  pair,  on  aura 

i (« + 4«i «0  ■+■  3 “0  • • • • 

+ J (Ui»_i  + 4*^»— •”i" 

= ^ (u M«)  + I (Mi + «*•••  + «»i-0 

^ («I  4- Mj.  . +Mm_i). 

Ce  résultat,  d’une  forme  assez  élégabte,  ne  comprenanVque 
des  lignes  qu’on  peut  mesurer  sur  la  figure,  peut  servir  à éva-  • 
luer  des  aires  renfermées  par  des  courbes  dont  on  n’a  pas 
l’équation,  avantage  que  n’offre  point  la  méthode  du  n®  233. 

Au  reste,  dans  l’une  et  l’aulne  méthode,  il  faut  calculer  q part 
les  portions  comprises  entre  deux  points  singuliers,  et  mul- 
tiplier davantage  les  ordonnées  dans  celles  où  la  variation 
de  courbure  est  le  plus  considérable.  Nous  reviendrons  sur  ce 
sujet  au  n*  403. 

De  l'analogie  des  différences  avec  les  pnissances. 


389.  Le  calcul  différentiel  et  celui  des  différences,  quoique 
étant  bien  distincts,  comme  on  le  verra  dans  la  suite,  ont 
néanmoins  de  grands  rapports  entre  eux,  et  peuvent  s’appli- 
quer l’un  à l’autre.  Lorsque  l’on  considère  le  premier  sous  le 
point  de  vue  où  l’a  présenté  Leibnitz,  ou  par  la  théorie  des 
limites,  il'devienl  un  cas  particulier  du  second  : on  a dû  le  re- 
marquer au  commencement  de  cet  ouvrage,  et  pour  le  confir- 
mer encore,  je  déduirai  la  série  de  Taylor,  de  l’équation 


n . n{n — i) 

H AaH — i ■'  A'M 

I 1.2 

nin—  i)  (n  — 2) 

— i. i-i- A’  « -f-  etc. 

1 .2.3 


(377). 


Soit  M = f ( a:  ) , et  que  la  variable  a:  reçoive  successivement 
un  nombre  n d’accroissements  égaux,  représentés  par  S;  la  va- 
leur «n  sera  celle  que  prend  u quand  x devient  x + nx;  fai- 
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aS 


sant  ensuite  na  = h,  on  aura  re  = — et 


«n: 


, k h (h  — a ) 

a l.aa’ 

h(h  — *)  (A — 2») 

H a*«-h  etc., 

1 . 2 . j a’  • 


ce  qui  peut  s’écrire  ainsi  : 

ei  ^ . L\  ■ , h 

f(2?+n)=«H 

' ' la 


h{h 


a)  A?  U 
1.2  a* 


h jh-^a)  (h  — 2a) 


[ .2.3 


etc. 


Maintenant,  si  l’on  conçoit  que,  h demeurant  constante,  a dé-, 
croisse  indéfiniment,  ce  qui  revient  à supposer  le  nombre  n de 
plus  en  plus  grand,  le  second  membre  de  l’équation  ci-dessus 
tendra  vers  une  limite  qui  s’obtiendra  en  faisant  a o,  et  en 
observant  que  les  rapports 

Au  ' A’u  A‘u 

— > — -3-5  etc., 

a • a’  a* 

.ont  alors  pour  limites  les  coefficients  différentiels 


d U 
da:’ 

on  aura  donc  encore 


d’ M d*  M 
dj;*’  die’ 


> etc.  (375)  : 


d « A.  d’ M A’  d'«  A* 
dx  I da:’ I .a  dar*i.2.3 


etc.. 


pour  le  développement  de  la  fonction  «,  quand  x est  de- 
venue x + h.  C’est  à peu  près  ainsi  que  Taylor  est  arrivé  au 
théorème  ci-dessus,  qui  porte  fbn  nom. 

Lorsqu’une  fois  on  y est  parvenu,  la  théorie  analytique  du 
Calcul  différentiel  n’offre  plus  aucune  difficulté  ; ainsi  ce  qui 
précède  suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  du  Calcul  des 
différences.  ■' 

390.  A l’aide  du  théorème  de  Taylor,  le  développement  des 
différences  d’un  ordre  quelconque  pour  une  fonction  quelcon-  ’ 
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que  s’obtient  sans  dirTieulté.  On  a premièrement  ' ^ . 

■ du  h dUc  ' d’u  fi‘ 

= Â i'T-;':: *■:!“: 5 + etc.  ; 

dx  I da:’ t.2  da;‘ 1.2.3 

et  si,  dans  cette  équation,  on  met  successivement  Au,  A’u, 
A’a,  etc.,  aü  lieu  de  «,  on  formera  les  expressions 

, dA«  h d’AM  /i’  • d*A«  A’  . . 

A'm  = -t H-t-t  7+^-3-^  r-4-etC,, 

dj7i.  dx^  1.2  dar‘j.2.3 

dA’uA  d’A’M  A’  ■ 

A‘«  = — j H-pr i-  etc., 

. ' da:  I da?’  i .a 

, . dA’KA  ■ ■ . • 

A*«  = — 1-  etc., 

ox  ï • 

-etc.,  .. 

au  moyen  desquelles  le  développement  de  chaque  différence 
se  déduit  de  celui  de  la  précédente.  On  obtiendra  d’abord  i.  '-' 

V-  ’ 


, d’ « A’  d’ U h'  d‘  U A* 

^ - di^  T dT>  7 d?.  13 

^ d’ M A*  d' M A*, 

dar*  2 da;*  2.2 

. d’ M A‘ 

d a:‘  2.3 


etc. 

'etc. 


Il  serait  facile  de  ^rouve^  la  loi  que  suivent  les  termés  de  celte 
expression;  mais  on  y parvient  d’une  manière  plus  générale, 
au  moyen  de  l’analogie  qui  existe  entre  la  différentiation  des 
quantités  et  leur  élévation  aux  puissances,  analogie  dont  le 
n°  378  renferme'  les  premières  traces.  “ ' , . . 


391.  On  a vu.  (27)  que. 


. ( 

■i. 


X 

e'=  i - 


x' 


I ..2.3 


+ etc., 


et  il  suit  de  cette  formule  que 


^ • 

e"  — 

du  h 

'd  M’ 

A’ 

dn*'  A*  . 

* * dar  I 

dar’ 

1 .2 

' 

_'duA 

dii’ 

A’ 

dK’  .A’  . ‘ 

. dar  I 

dar’ 

, V 

1.2 

* dar*  1.2.3* 

• 

*■ 

. ' 

-,  ; ■ 

. • 

■L 

J U ■ 
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Si  maintenant  on  transporte  les  exposants  des  puissances  de  d« 
à la  caractéristique  d,  le  second  membre  de  l’équation  précé- 
dente deviendra  - . . 


du  h ‘ di‘ a h'  d’n  ' 


-H  etc., 


dx  I , do:'  1.3  d 1 . 2 . 3 
et  sera  ^a  même  chose  que.  Am;  on  aura  donc 

' ■ ‘ I * du  , . * • » 

' T"* 

A M = — I , 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre,  on 
transporte  à la  caractéristique  d les  exposants  des  puissances 
de  du. 

D’après  ce  résultat,  Lagrange  a remarqué  le  premier  qu’on 
avait  en  général 


‘ (■  r*  V - 


en  observant  tpujours  de  transporter  à la  caractéristique  d les 
exposants  des  puissances  de  du.* 

Depuis,  on  a simplifié  cette  manière  d’écrire,  en  posant 

( Y 

. Au=  \e“  — i/M,  A"«  = — 1/  U ; . ' . 

car  il  n’y  a plus  rien  à changer  dans  le  développement;  mais* 
il  faut  bien  se  rappeler  que  la  lettre  d exprimant  une  caracté- 
ristique_  et  non  pas  une  quantité,  les  équations  ci-dessus  ne 
deviennent  effectives  que  par  le  développement  de  leur  second 
■ membre.  Voici  comment  Laplace  a démontré  ce  beau  ré- 
sultat. 

' ' ^ f 

Il  est  évident,  par  ce  qui  a été  dit  dans  le  numéro  précédent, 
que,  quelle  que  soit  j’expression  de  A"  «,  on  doit  avoir 

'i"  + A' ^ -H  A';  A-» H-  etc., 

A',  A",  etc.  désignant  des  coefficients  qui  ne  dépendent  que 
de  n.  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  les  formes 
que  peut  prendre  la  fonction  u,  conviendra  nécessairement  au 
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cas  où  M=  e*;  mais  alors 


Hu  =e*+*— e*=e*(e*— i),  A»M=(e«^_e*)(e*— i)=e»(e*— 1)‘, 
AV<  = e*(«!^  — A"Mz=e*(e*— i)«. 


Substituant  cette  valeur  de  A"m  dans  le  premier  membre  de 

l’équation  posée  plus  haut,  et  celles  de  etc.,  dans  le 

dx  dx\  ’ 

second,  il  viendra 

(e*— i)»  = A-+ A7j'+' -f- A‘'A*+*+etc., 

d’où  il  suit  que  les  coefficients  A',  A",  etc.  doivent  être  les 
mêmes  que  ceux  du  développement  de  (e^  — i)",  puisque  l’ac- 
croissement h doit  demeurer  indéterminé.  Il  ne  peut  d’ailleurs 
exister  aucune  difficulté  à l’égard  des  coefficienu  différentiels 
de  U,  qui  se  déduisent  tous  des  puissances  de  d m par  le  chan- 
gement indiqué  dans  les  exposants.' 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  différences  se- 
retrouve  dans  les  fonctions  d’un  nombre  quelconque  de  varia- 


Lagrangc  a encore  reconnu  que  cette  équation  serait' vraie, 
si  dans  le  développement  de  l(i-t-A«)  on  transportait  à la’  , 
caractéristique  A les  exposants  des  puissances  de  Am;  on  au-  ' 
rait  par  ce  moyen  ' 


Au  lieu  de  m’arrêter  à démon'trér  ce  cas  particulier,  je  vais 
prouver  qu’en  général  r- 


blés,  et  se  prouve  d’une  manière  analogue. 


392.  De  Au  = e 


i»e  Au  = e — lontiree  =i-|-au;  et  si  l’on 
prend  les  logarithmes  de  part  et  d’autre,  il  viendra 

<.  du,  • 

j^/l_l(H-Au). 


, . I 
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ag. 

en  changeant  Au*,  au',  etc.  en  a'u,  a’u,  etc.,  ou  bien 

^.A-  = [I(,4-A)]-u,“  - 

sans  rien  changer  dans  le  développement.  ’ 

Il  est  visible  que  la  question  revient  à déterminer  les  coeffi- 
cients différentiels  ^ > 4-^’  Glc.,  en  fonction  des  différences 

successives  de  u,  et  que  pour  cela  on  a des  équations  de  la 
forme 

Aaf‘  • da?*+'  d**+* 

'^•4-1  ^ etc., 


dar*^‘ 


d*"*'*  U , ' ' 

a»+*  U = . A“+*  -(-  etc. , 

da:*+* 

etc., 

dans  lesquelles  les  coefficients  différentiels  ne  montent  qu'au 
premier  degré  : on  peut  donc  faire 

A"  = A"  U -(-  B'A"+'  U -t-  B" A"+*  U 4^  B^A’^'  U -h  etc. 

d X* 

On  obtiendrait  facilement  la  valeur  des  coefficients  inconnus 
B',  B*,  B*,  etc.,  par  l’élimination  successive  de 

d""*"'  U , d*^’  U , 

,A»+‘,  A*+*,  etc.; 


dx*’’"' 


mais  puisque  Téquation  hypothétique  doit  avoir  lieu,  quel  que 
soit  U,  elle  subsistera  encore  lorsqu’on  y fera  u = e*,  ce  qui 
.donnera 

d*  w ^ 

•— j = ei  A*  w = iK 

quelque  valeur  qu’ait  le  nombre  entier  i,  et  l’on  trouvera  par 
conséquent  , , . 

. A*=  (e*  — i)"4-B'(e*  — i)*+'4-B'(«*  — i)"**-f-etc. 

Pour  mettre  en  évidence  l’identité  des  deux"  membres  de 
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cette  équation,  il  suffit  d'observer  que  ...  . 

/i"  = [l(i-f-e* — i)]",  ’ . . 

parce  que  le  développement  de  1 (i  -H  e*  — i),  ordonné  suivant 
les  puissances  de  e*  — I,  qui  est 

c*—  {«*'— — i)*  + etc,, 

étant  elevé  a la  puissance  n,  deviendra  comparable  à la  série 

(e*  — -|-B"(e* — ly'+’  + etc., 

dont  les  coefficients  numériques  B',  B",  etc.  seront  par  con- 
séquent déterminés.  Si  l’on  écrit  Au  à la  place  de  e*  — i, 

cl"  H d"  U 

et  h"  à celle  de  h",  on  aura  l’équation  = [ a]" u, 

posée  précédemment. 

En  faisant,  pour  abréger,  e*— I = a,  et  développant  ' 

/ I I I \" 

-,  , (^a--a>-4--a>-^a*  + etC.j  , ^ _ 

suivant  les  puissances  de  a,  par  la  méthode  du  n“  55,  on  ob- 
tiendra les  valeurs  de  B',  B",  etc.  . J ^ . 

393.  La  formule  du  n“  382  se  déduit  aussi  du  théorème  de 
Taylor,  qui  devient  une  formule  d’interpolation,  lorsqu’on  y 
remplace  les  coefficients  différentiels  par  leur  expression  en 
différences,  tirée  du  numéro  précédent. 

En  effet  l’équation 

• ' / 

d'u 


A'  = A'V-i-A'A'+'u-h  A"A'+*u  -4-  A"A'+*u  -4-  etc., 


donne 


d*  w I • ' 

- — r = 1-  ( A*  « -I-  A*  U -}-  A"  A'*’'’  U H-  etc.) . 


Si  l’on  tirait  successivement  de  cette  équation  les  valeurs 

, d U d’ H d’ U . ' . J • 1 " ' • ‘ 

de  -j—j,  -r— J,  etc.,  pour  les  substituer  dans  la  serie  , . , 

Q X Q X Q X I * 

d « A'  • ’d’  M A'*  d’ U h’>  ' 


d a?'  1 d à:’  i . * d a;®  i . a . 3, 


- etc., 
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qui  exprime  ce  que  devient  u lorsque  x devient  x -l-  A',  on  au- 
rait un  résultat  de  la  forme 

A'  ! A'  A"\ 

B',  B",  B' , B’ , B7,  etc.  étant,  ainsi  que  A',  A",  etc.,  des  coef- 
ficients numériques  indépendants  de  A ; et  désignant  par  i'« 
l’accroissement  que  reçoit  la  fonction  «,  dans  le  passage  de  x 
à *-+- A',  il  viendrait  ’ 

A'  / A'  A"\  " 

M-i-A'«  = M+.-^iia4:fB'-^-|-B"-^j  A’M  + etc. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  u,  subsiste  en- 
core dans  le  cas  où  « = e*,  et  se  change  alors  en 

• e*'  = i.-^  ^ (e*  - . ) -i-'  [b'  ^ ( e*  - i)»  -t-  etc.  . 

dont  on  ramène,  par  le  développement,  le  prèmier  membre  à la 

' • V 

mêmeforme  que  le  second,  en  observant  que  e*' = [ i -t-  (e*—  i 
et  comme  en  remettant  dans  le  second,  u,  am,  a'u,  etc.,  à la 
place  des  quantités  i,  {e*  — i),  (e*—  i)’,  etc.,  on  retombe  sur  le 
développement  de  «-+-  Â'«,  6n  doit  en  conclure  que 

i'  ■ ■ 

« H = (l -t- A ) * 4. 

Ce  résultat, -aussi  simple  qu’élégant,  a été  présenté  par  La- 
grange, comme  une  conséquence  de  l’analogie  que  les  diffé- 
rences ont  avec  les  puissances.  £n  effet,  il  suit  de  l’équa- 

du,  du,'-  h' 

—A  - 

tione*'*  = I -t- Am  (392)  que  e“*  = (1  4-'am) mais  on  » 

d ir  * . . 

aussi  = 1 -4- A'm  : donc  1 -|-a'm  = (1-4- A«)  . 

En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion, et  transportant  à la  caractéristique  -A,  les  exposants  des 
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puissances  de  au,  on  trouvera,  comme  ci-dessus, 

h'  h'ih'—h),  h'[h'—h)[h'—ih) 

A'u=-pAm — V'vr"  ^ “H — ^ — t-  ,V  O f. ^A>u-+-eic.(*). 


h.2.h 


A.  7.  h.  3 h 


Du  Calcul  inverse  des  différences,  par  rapport  aux  fonctions 
expUcites  d'une  seule  variable. 

394.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est,  à l’égard  du  Calcul 
direct,  ce  qu’est  le  Calcul  intégral,  par  rapport  au  Calcul  diffé- 
rentiel : il  a pour  objet  de  rennonter  des  différences  aux  fonc- 
tions primitives.  Je  m’occuperai  d’abord  des  différences  qui 
sont  exprimées  immédiatement  par  la  variable  indépendante, 
c’est-à-dire  où  l’on  a pour  déterminer  u, , une  équation  de  la 
forme 

A'-u,  — f(a;), 

l’accroissement  de  a;  étant  constante!  donné:  je  le  représen- 
terai à l’ordinaire  par  h. 

Soit  premièrement  r=  i,  d’où  Au*=f('a?);  pour'indiquer 
l’opération  qui  doit  faire  revenir  de  Au,àu,,  on  emploie  ta 
caractéristique  2,  et  l’on  écrit  en  conséquence  , ‘ ^ 

■ . 2Au,  = U,=  2f(x), 

les  caractéristiques  A et  2 indiquant  des  opérations  contraires, 
qui  se  détruisent  lorsqu’on  les  effectue  l’une  après  l’autre  sur 
la  même  fonction. 

L’opération  indiquée  par  le  signe  2 s’appelle  aussi  intégra- 
tion', car  2 f(ar)  désigne'  une  véritable  somme.  En  effet,  si  l’on 
ajoute  les  équations  (i)  du  n”  375,  il  yiendra 


k,==k4-Am-1-Am,-(-Am,.  ..-(-Am„_,;' 
et  si  l'on  représente  par  a la  première  valeur  de  a?,  et  par  u 

J 

( *)  Ces  curieuses  analogies  des  puissances  avec  l^es  différences  et  les  différen- 
tielles Sont  développées  avec  beaucoup  d'étendue  dans  le  3*  volume  du  Traite 
in-4^*  J'y  si  indiqué  plusieurs  Mémoires  insérés  sur  ce  sujet,  dans  les  Transmet 
tiens  philosophiques,  et  quelques  remarques  de  M.  Herscbel,  dans  l’Appendice 
qu’il  a mis  à la  traduction  qu'U  a bien  voulu  faire,  conjointement  avec  MM.  bab-  • 
bagebt  Peacock,  de  la  a*  édition  du  présent  Traité  élémentaire. 
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celle  de  u«,  qui  s’y  rapporte,  on  aura,  pour  une  valeur  quel- 
conque a;  = a + «A,  . . ' 

sf(d?)  = M-}-f(a)  + f (a-f-A)  4-f(a-<-2A)...-|-f[a-H{n  — i)  A].' 

Cette  expression,  qui  augmenterait  def(a-4-nA)  ou  de  f (ar), 
si  l’on  ajoutait  A à la  dernière  valeur  attribuée  à x,  et  qui  a par 
conséquent  pour  différence  f(a;),  se  compose  ainsi  de  la 
sommé  de  toutes  les  valeurs  que  prend  f(a:)  depuis  a:  = a in- 
clusivement jusqu’à  xz=a-h(n  — i) A,  plus  de  la  première 
valeur  de  a qui  est  indéterminée,  et  qui  tient  ici  la  place  de  la 
constante  arbitraire  que  le  passage  de  a*  à Aa^  a pu  faire  dispa- 
raître. 

Pour  revenir  de  A’’a,  = f(x)  à a^,  il  est  évident  qu’il  faut 
effectuer  autant  d’intégrations  qu’il  y a eu  de  différentiations, 
ce  qu’on  indiquerait  ainsi  : 

'.w  . , z'A’-al  = a,=  z'-f(x). 

■ ■> 

A chacune  de  ces  opérations,  il  faudrait  ajouter  une  nouvelle 
constante,  ce  qu’on  peut  voir  aussi  en  observant  que  l’équation 
A'^ax  = f(x),  ne  donnant  les  différences  de  la  fonction  qu’à 
commencer  de  l’ordre  r,  laisse  indéterminées  les  r quantités 

a,  A a.  A’ a,...,  A'-' a, 

A 

et  par  conséquent  les  r premiers  termes  de  l’expression 

I 

= iSw-)- — (377), 

1 1.2 

au  moyen  de  laquelle  on  passe  de  la  valeur  a relative  à x = a, 
à celle  qui  se  rapporte  à x = a-hnh. 

395.  On  voit  donc  qu’ici,  comme  pour  les  différentielles, 
l’intégration  introduit  un  nombre  de  constantes  arbitraires 
égal  à l’exposant  de  l’ordre;  mais  il  y a cette  différence,  que  les 
quantités  qui  disparaissent  quand  on  passe  aux  différentielles, 
sont  absolument  constantes , au  lieu  que,  pour  se  détruire 
quand  on  prend  les  différences,  il  suffit  qu’une  quantité  de- 
meure la  même  lorsqu’on  passe  de  x à x A : et  il  en  existe 
G‘éd.  II.  , 3 
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de  leVIes  ; car  il  est  visible  que  l’expression 


('  . 2 nx  2 TT  X \ 


qui  devient  alors 
? [sin  ^ 


2irx 


COS  “t"  , *■  ' ' 


jôuit  de  celte  propriété,  quelle  que  soit  la  forme  delà  fonc- 
tion y.  , ' . - 

On  fait  entrer  en  même  temps  le  sinus  et  le  cosinus  dans  la" 
fonction,  afin  qu’elle  ne  redevienne  la  même  que  par  le  chanr' 
gemenl  de  xen  x±/i,  ce  qui  n’aurait  pas  lieu  pour  une  fonc- 
tion qui  ne  contiendrait  que  l’un  ou  l’autre,  puisque 

(I  27rx\  . / I 2irx\ 

2" — r j = . . 

/ 27rx\  / . 2irx\ 

' . COS  I ir ^ 1 = cos  I ' 

nous  donnerons  dans  la  suite  la  construction  géométrique  de 
- ces  fonctions. 

396.  11  est  à propos  de  remarquer  qu’en  prenant  l’intégrale 
de  chaque  membre  de  l’équation 

Am-I-AV AtV  = A(«-|-('':— iv)  (376), 

il  vient 

Z(A«-t-A(/  — AM')'=«-(-V  — tl’  = îAt<-|-IAv  — ïAtV, 

ce  qui  ramène  l’intégration  des  différences  polynômes  à celle 
des  différences  monômes.  . ' . 

De  même  l’équation  , . ' 

«Am  = a.«m  ' ■ ■ ■ 

donne 

2;aAM  = aM=:a2AM,  ’ 

par  où  l’on  voit  que  les  facteurs  constants  passent,  comme  on 
veut,  sous  le  signe  2 ou  hors  de  ce  signe! 

397.  Lorsque  f(ar)  est  rationnelle  et  entière,  l’expression 
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Tle  Un,  en  se  terminant,  en  donne  l'integraie  exacte.  En  effet, 
si  m désigne  l’ordre  auquel  les  différences  de  cette  fonctiqn 
sont  consumes  (380),  comme  de  S'Un  = t{x]  , il  suit 
û"f(4?)  = et  que  cette  dernière  différence  est  con- 
stante, on  a sur-le-champ  ' 

n',  n(n  — i),  ^ 

' Un  U “H  ^ A W H”  ’ • U • • » f ' 

I I . a 

n(n  — i). . .(n  — r — nM-i) 

...H — ^ f — : — î 

^ ■ 1 .2.3. . . 

M,  A U,  A’  M,  etc.  répondant  à a:  = « ; et  si  l’on  fait  a -|-  nA  = x, 
Un  se  changera  en  «,.  ' • 

. En  posam,  pour  abréger i f (x)  v,,  il  viendra 

A'U^v,  A'-*-' U ~ Am, . . . , = A"v; 

U et  ses  différences  jusqu'à  l’ordre  r — i inclusivement  demeu- 
rent arbitraires,  ainsi  qu’on  l’a  déjà  vu.  . -, 

Soit  pour  exemple^ 

. I AMi  = x*— 5x’-(-6x— J,  -• 

l’accroissement  de  x étant  i ; on  aura  r=  i,  m = 3,  A=  i,  et 
si  l’on  suppose  a = o,  on  trouvera  ' 

v = — I,  A y =2,  A’v  = — 4’, 
a^v  = 6,  a*v  = o (380),  , 


d’où 


X x(x— i)  , x(x — i)(x  — 2) 

-=  M — I.  - H-2.  — ^ -J  —4.— i LA- — 

l J. 2 ^ 1.2.3 


Z (x’  — 5x’  -(-  6x  — i)  = M, 
x(x— i)  . x(x — 1) 

J .2  1.2 

• ' ^6.  — 0(^— — 3) 

1.2. 3. 4 

3x^  — 26x’-4-  6qx’ — '58x 
= 2 const. 


La  formule  générale  de  cet  article  comprend  le  cas  dans 
lequel  la  valeur  donnée  pour  Au,  serait  constante  : on  aurait, 
alors  A’u  ou  av  = o.  ' ~ » 

• 3. 
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On  voit  immédiatement  aussi  que 


ax-^  ah  — ax 


à.ax 

T~ 


donne,  en  intégrant  le  premier  et  le  dernier  membre,  • ' 


la  = -T-  contt.,  ‘ 

' n 

d’où 

X 

2i  = -y. 

fl  ' . 

398.  Quoique  la  formule  précédente  suffise  pour  toutes  les 
fonctions  rationnelles  et  eiftières , il  est  à propos  de  faire  cop*- 
nattre  quelques  autres  expressions  qui  ont  aussi  des  avantages 
qui  leur  sont  propres;  et  pou^ commencer  par  celles  qui  sont 
les  plus  simples,  je  m’occuperai  d’abord  des  produits  composés 
de  facteurs  équidifférents. 

' Soit  • ^ , 

M = ar  (ar-t- A)  (ar  + 2 A),  . (m— i)  A]  ; 

» 

si  l’on  en  prend  la  différence,  on  obtiendra 

AM=(x-+-A)(x-i-2A)(a;  + 3A).  ,.{x-\-mh) 

— a:(a:-t- A)  (ar+ 2 A) . . . [a:4- (w — i)A]  - ' 
= («-(- A)  (a?-t-2A). . .[a:-f-(/w— i)A]mA;  • 


Au  2A  U 
et  comme  ï — r = — r- 
mn  mh 


on  aura 


ï(x  + A)  (a:-<-2A). . »[a;4-(m  — 0^] 

■ ) p^rrif. 

Si,  pour  ramener  à m le  nombre  des  facteurs  affectés  du 
signe  2,  on  écrit  maintenant  a:  — A au  lieu  de  x,  et  m + i au 
lieu  de  m,  il  viendra  ' 

Zar (ar+ A)  (a:  4- 2 A [a;-i-{m  — >)^] 

[x  — h)  X [x  h)  (ar-4-2A) . . .[x-\-[m  — >)  A ] 

( w -t- 1 ) A ■ ■ ■ 
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t>n  voil  [ci  que  dans  l’intégrale,  le  nombre  des  facteurs  sur- 
passe de  l’unité  celui  des  facteurs  de  la  différence,  et  que  le 
diviseur  est  m -H  i,  ce  qui  est  bien  analogue  à la  formule 

' ■ fx"dx= im). 

•'  m -I- 1 ' V , 

On  intègre  aussi  la  fraction  . . ^ 

I . , 

x[x  + /i)  . .[ar-f-(OT  — i)A]*‘ 

parce  qu’en  prenant  la  différence,  on  trouve 

-V  . ' 

I . - ■ ' , 

^ (ar-l-A)  [x-\-  *A)  (x-t-3A)...(x-t^/n/t) 

''  I ■ 

x[x~hh][x->r^h)..\x-\r[ni—  i)  h] 

• ' — m/t 

X (a?-i-  A)  (jc.-i-  2/1). . . [x-^mh]  ’ ,t 
repassant  aux  intégrales  et  mettant  pour  u sa  valeur,  il  vient 

^ “ 

x{x  + h)  (a: -+-2 A). , ffiA)  mh 

V.  • 

mAr  (a?-f-‘A)  (a: -t-2  A) . . .[x-H  (m  — i)  A]  ’ 
et  si  l’on  écrit  w — i au  lieu  de  m,  on  obtiendra 

I 

£ - 
x(x-\-h)  (ar-l- 2A)  — [x-{-[m — i)A] 

^ — 1 

(w  — 1)  Ax  [x-{-h)  (ar-f-  2 A)..  (/n — 2)  A ] ,, 

399.  Les  formules  ci-dessus  peuvent  servir  aussi  à l’intégra- 
tion des  fonctions  de  la  forme 

A Bx® -4- G X'' -h  etc., 

parce  que  ces  fonctions  se  transforment  en  produits  de  facieprs 
dont  les  différences  sont  constantes-  Pour  le.  faire  voir,  je 
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choisis  cel  exemple  irès-simple  : x*,  el  je  fais  • * 

ic’  = (a?  -h  A)  (a?  -)-2  A)  {a?+  3 A) 

-H  A (ar+A)  (a:+’aA)-i- B(a:-f-A)  + C, 

en  supposant  que  A désigne  l’accroissement  de  x.  Si  l’on  dé- 
veloppe, et  qu’on  ordonne  suivant  les  puissances  de  x,  on 
aura  . 

' ■ x’ = a:*-|-6Aa?’ + 1 1 A’a; -)-6A* 

+ \x’ + ik/tx -{-2A.h^  ; 

Bar  -(-  B A , 

ri"(C  ; 

et  comparant  entre  eux  lés  termes  affectés  de  la  même  puis- 
sance de  X,  on  formera  les  équations  ^ 

. . 6A-t-A=o, 

Il  A’-+- 3 A A + B = O,  . 

. 6A^ -1- 2 AA’ -t- B A + C = O, 

desquelles  on  tirera  . - ' ' 

A=— 6Ar  B=7A’,  — A’,  ^ ^ 

ei 

a’  = (ar-t-A)(a:-|-2A)(a:-i-3A)  — 6A(a?-i-A)(a:-t-?A) 

4-7A*ja:-(-A)  — A*,  , 


ce  qui  donnera,  en  vertu  du  numéro  précédent, 

Xa:’ = ^ a:  (a: -H  A)  (x -f- 2 A)  (a:  4- 3 A) 

— 2x(x4-  A)  (x  4-  2A)  4-  ^ Ax(x4- A)  — A’x  4-  const., 
puisque  X — A’= — A’Xi  = — A’x  (397). 

400.  Lorsque  u —x^'  et  que  m est  un  nombre  entier,'  il 
vient 


= OlL±}}  x-A 

I '1.2  , I .2.Û 

(m4-»)m(m-iH/»-2)^,^.  ..  ^ 

. 1.2,3. 4 


En  intégrant  terme  à terme  chaque  membre  de  cette  équation. 
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remettanl  dans  le  premier  au  Keu  de  u,  et  passaiU  hors 
du  signe  2 les  facteurs  constants,  on  obtiendra  , • 


I 


1.2.3 


Cette  équation  ferait  connaître  l’intégrale  ï.r",  si  l’on  avait 
ïar"-"’,. . . ix°,  puisqu'on  en  tirerait  , ' , ^ 


2 JT*  — — , \ ~L 

{ m H-  I ) ft 

— f*-^  A Z X"-'  0 /j>2 ...  4 L — A”  2 x°  1 • 

Si  l’on  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m — i , m — 2, 
m — 3,  etc.,  pour  m,  on  aura  des  expressions  de  22:^',  2x*“% 
22;^*,  etc.,  dépendantes  seulement  des  intégrales  des  puis- 
sances de  pc  qui  leur  seront  respectivement  inférieures.  On 
peut  aussi  former  ces  .valeurs  en  remontant  ; et  si  l’on  prend 

d’abord  m=o,  il  vient  2^;'’=  comme  dans  le  n”  397,  parce 

que  la  formule  générale  ne  doit  renfermer  qu’un  nombre,/»  de 
termes  affectés  du  signe  2. 

Faisant  ensuite  ni  =1,171  = 2,  »i=3,  etc.,  et  substituant 
successivement  pour  ix",  "ix',  ix*,  etc.,  les  valeurs  aux- 
quelles on  parviendra,  on  formera  cette  table  : 


— — xfi 

».3  ’ 


1 x^  i 

Ix  Z=1  ~.-y  — - X, 

2 A 2 

, l X^  I , 

24:’=  X'- 

3 A 2 


, I 4T'  ..  I , 1 ,, 

24:’=  -7 -T 4;* x'h, 

4  A -2  2.2 

1 II  I 

2 4*=  i ^ - 4f‘  4-  X*A ^ 4?’  A*, 

• 6 A 2 2.6  2.0 
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OÙ,  pour  abréger,  on  a omis  la  constante  arbitraire  que  com- 
porte chaque  résultat. 

Wl.  Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction,  on  peut 
supposer  en  général 

î X"  = A -f- B ^ -t- C 4- D H- etc . ; 

en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre,  on  trou- 


vera 

x-  = a("*+*> 

r 

x"A 

w 

.V  ^ 

(to  4-t)  m (m  — 1 

— X* — -f*  etc. 

1 .2 

“ Uf  f*  -7—  r». 

1.2.3  _ 

-K  B^ 
1 

x"-'A  ■+■ 

V 

„m(m— i) 

x^‘A’-l-  etc 

I> 

/ ! .2 

c 

1 

x^’A  -t-  etc. 

-f-  etc.. 

et  comparant  entre  eux  les  termes  affectés  d’une  même  puis- 
sance de  X,  on  obtiendra,  entre  les  coefficients  A,  B,C,  D,  etc., 
les  relations  suivantes  ; 


(m  -I-  i)  A’ 

a 2 

2.3  2 


D=  + — ^ (m-i)  ^ 

2.3.4  2 ’ 

etc., 

avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres  les 
coefQcients  de  l’expression  xx",  quel  que  soit  l’exposant  m. 
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En  calculant  immédiatement  les  douze  premiers  termes,  on 


trouvera 

; 

x"^‘ 

. t 

- — U/  , J 

2 

I mh 

I — 

/ S 

2.3  2 

- 6.5  2.3.4 

-f- 

I m(ni  — — 2)(/w — 3)  (m  — 

6.7 

2. 3. 4. 5. 6 

3 

m(m  — I ).  . .(m  — 6)A’ 

JC—’ 

V 

10.9 

2.3. ..8 

4- 

5 

m(m  — i)...(m  — 8)  A* 

JC*-* 

6. 1 1 

2.3. , . 10 

691 

m[m—  i). . .(m  — 1^0) A" 

210.  i3 

-,  2.3. . . 12  ~ 

vC  • ^ 

-1- 

• 35 

m[m  — i) . . . (m — 12)  A” 

JC—'* 

> 

2.  i5 

2.3. . . i4 

3617 

m (m  — 1). . . (m  — i4)A'* 

30.17 

2.3. . . i6 

Ûv 

43867 

m[m  — i). . .[m  — 16)  h" 

42.19 

2.3.. .r8 

Ht 

1 222277  ■ m[m — — i8)A'’ 

110.21  2.3. ..20 

+ etc.  + const.. 


formule  dans  laquelle  les  coefficients  exprimés  en  nombres 
méritent  attention,  parce  qu’ils  reviennent  souvent  dans  la 
théorie  des  suites. 

Je  ferai  observer,  avant  de  finir  cet  article,  que  si  l’on  mul- 
tiplie ïx*  par  h,  et  qu’on  passe  cet  accroissement  sous  le 
signez,  on  aura  l’équation 

J •• 

I I I 

laf*h= x’^h-\ = ^ etc.  -f- const, j 

/n-H  I 2 22.0 

dont  le  second  membre  a pour  limite  ^ 4-  const.,  lorsque 

h s’évanouit,  cas  auquel  za^A  se  change  en  Jv’Ax,  d’après 
ce  qu’on  a vu  dans  le  n°  236. 

A02.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d’intégrer  toutes  les 
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(onctions  algébriques,  rationnelles  et  entières,  uans  le  cas  où 
la  variable  Indépendante  reçoit  un  accroissement  constant.  Soit 
pour  exemple  la  fonction 

Ajt’ -f- Bar’ + Cx -h  P; 
en  observant  que  ' ^ 

2(Aar’  + Ba:»  + Car-pD)  = Aïa:>4-  Bïar’ Cza:  -f-  Dzx“, 
et  mettant  pour  Sx’,  sx’,  Sx  et  s“,  leurs  valeurs,  on  trouvera 

s ( Ax>  + Bx*  + Cx -t- D ) = A ^ 

AA’— 2BA  + 2C  , BA’  — 3CAH-6D 
■f r H =-: X + const. 


4A* 


6A 


403.  Dans  l’intégration  des  fonctions  transcendantes,  je  mé 
bornerai  aux  fonctions  exponentielles  et  circulaires.  On  a pour 
les  premières 

A.a*  = a’(a* — i),  - ' . ' 

d’où  il  résulte  ' , 


et 


= Sa*(a*  — 1}  = (a*  — i)  S «* 

fl* 


Sa*  = 


7*  — 1 


-f-  const. 


404.  Pour  les  fonctions  circulaires,  on  a ; i”  l’équation 

cos  A — cosB=  — a sin^(A  — B)  sin^(A  + B), 
qui  donne  > 

a cos  xc=  cos  (x-i-  A)  — cos  x = — asin  ^ A sin  ^x  -4-  ^ A^  » 
d’où  l’on  tire  ' - î 

A cos  ~ 


sin  ^x  + i A^  = • 


A'  cos  X 

2 sin  - A 
a 


5 et  sin  X = — 


asm 


in -A 


en  écrivant  x — -A,  au  lieu  dex;  prenant  ensuite  l’intégrale 
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de  chaque  membre  de  la  dernière  équation,  on  obtient 


cos 


ïsln  Æ = - 


("-;*)  ■ ' V 

c0n*U  ' 


a sin- A 
a 


a®.  L’équation 

sinA  — sinB  = asin^(A  — B) cos  ^(A -t-B), 
donne  - 

Asinar  = sin(a:  + A) — sin  x' = a sin  ^ A cos  ^ar'4-^Aj 


d’où  il  suit 


cos 


(a;+iA) 


î cos  a?  = 


A sin  X 

■ PJJ»  COSa:  = 

a sin  - 


sin 


. 4 sin  — J A^ 


a sin- A 
a 


const. 


a sin  - A 
a 


3*.  La. conversion  des  puissances  de  sinus,  de  cosinus  et  de. 
leurs  produits,  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  d’arcs  multi- 
ples, ramènera  aux  deux  formules  précédentes  l’intégration 
de  la  fonction  générale  sin  x"  cos  a:*,  lorsque  les  exposants  m 
et  n seront  des  nombres  entiers  positifs. 

En  effet,  cette  fonction  sera  changée'en  une  suite  de  termes 
de  la  forme  A sin  qx,  ou  X"  cos  qx,  dont  les  intégrales  se  dé- 
duiront de  celles  de  A sin  a;  et  de  A cos  x en  écrivant  qx  et  qhy 
au  lieu  de  a:  et  de  A;  et  il  est  facile  de  voir  que  l’on  aura  en 
générai 

coi(  p+qx-^qh\ 

> ttx\  = ' . . . - . 

2 sin  - qh 


s sin  (p-h  qx)  = - 


-h  const.. 


ïcos(p  + qx) 


sin  (p  + qx^^qh\  - 
+ qx)=  ^ const. 


asin-oA 
a ^ 
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405.  L’utilité  dont  est  l’expression  de  2 «,  pour  la  somma-^ 
lion  des  séries,  a porté  les  Analystes  à s’en  occuper  beaucoup, 
et  ils  sont  parvenus  à lui  donner  plusieurs  formes  très-élé- 
gantes : Euler  la  fit  dépendre  des  coefficients  différentiels  de  u 
et  de  l’intégrale  f udx.  On  arrive  à ce  résultat  en  partant  de  la 
formule 

d’z  A’ 


, ' dz  h ^ d? Z h?  a .t  , . . 

— -j -1-  J — ; — J « -t"  etc., 

dx  I dx’1.2  dx’ 1.2.3 


qui  donne 


h _dz 
I ' dx 


d*z 


A*  d’ Z 


1.2  dx*  1,2.3  dx* 


H-  etc. 


dz 


Si  l’on  fait  il  viendra  z=  ^«dx  et 


J udx  = h 2m-4-  aA*ï 


du 

dx 


-pA*  ^ 


d’u 

dx* 


etc.. 


en  représentant  par  a,  p,  7,  etc.  les  coefficients  numériques; 
on  tirera  de  là  . 

' » /•  J , d U . , d’ U 

2M=jj/«dx-aAZg^-pA*2^-etC., 

expression  qui,  par  le  changement  de  u en  etc.,  con- 

duit aux  suivantes  : 

du  1 .d’u  ...  d’u 

’3î=7l“ 


^ d’ H I du 

dx’  A dx 


# d*  u . , . d‘  u 

— -etc. 


dx* 

d’u  I d’u  , d'u  d’u 

dx*  — A dx’ “ dï^  “ dP  ~ 
etc.  (*), 

(*)  On  forme  aussi  ces  expressions  en  obserrant  que  2 ^ , ce 

dx  dx 

qui  se  prouve  ainsi  : on  a d'abord  d A u = A d u , puisque 

dAu  = d[f(x-<-*)-f(a:)]  = [f'(x-(-A)-f'(*)}dr, 

Adu  = Af'(x)dx=  [f'(x-*-4)-f'(x)]dx; 
et  ensuite,  si  l’on  pose  Eu  = U,  ce  qui  donne  u =:  AO,  il  vient 
duE=dAU  = AdU, 

d'où 

2dur=£AdU  = dO=,d2u.  ' 


dx* 

d’u 

dx’ 
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avec  lesquelles  on  élimiaera  successivement  (^è  la  valeur 
de  su  les  fonctions 


. d U 
dur’ 


, d’u 


d*u 


et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  nécessairement  de  la 

forme  , 

I,..  . ^idu  _,.d’u 

iu  = j^Ju^x  + Au  + BA  — 4- CA’  + etc. 

La  détermination  des  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  s’opère  ici 
comme  dans  le  n“  391,  par  la  considération  de  la  fonction  par- 
ticulière e*,  pour  laquelle  on  trouve 

e*  d"  ^ 

se-=^j— , fe^Ax  = e-,  = 

d’où  il  suit 

—T — T 4“  A 4“  BA  4“  CA*  4"  etc., 

e* — I A 

ce  qui  montre  que  les  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  ne  sont  autre 
chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  A dans  le 

développement  de  la  fonction  ■—  » réduite  en  série  ascen- 
dante par  rapport  à cette  lettre. 

Si  l’on  met  pour  e*  — i sa  valeur 

A 

I 


h*  A’  ' . /awA 


I .2 

il  ne  sera  pas  difficile  de  calculer  au  moins  les  premiers  coef- 
ficients A,  B,  C,  etc.:  on  trouvera  , 

A = — -»  B = -^>  C = o,  D = E=o,  etc., 

2 12  ■J20 

et  par  conséquent  , , . 

I . , I A d U A’  d’ H , , . 

2u  = T JuAx U -t j — 3“^+  etc.  { ). 

A 2 12  ax  ■J20  da:’  ' ' 


(*)  Tous  les  coefficients  des  puissances  paires  de  h sont  nuis;  cela  est 
prouvé,  ainsi  que  la  loi  générale  des  autres,  dans  le  Traité  in*4^,  t.  III,  p.  106 
et  suiv* 
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W0.  On  obtiendra  de  la  même  manière  et  sans  plus  de  diffi- 
culté les  intégrales  ou  Vu,  zz’a,  ou  et  en  géné- 
ral 2"«;  car  la  formule 

d"  Z , d**^'  Z 7. 

â"2  = -i — A«  + a^ iA«+i4-fi2 ÎA-+»_t.etc 

d*”  da:*+-'  dar+»  -i- etc., 

conduit  à 

, _ d"  Z , ' d"^'  Z d“+’  Z 

" dïi  + etc. 


Faisant  ensuite  «,  on  aura  z = /"•udar,  et  par  consé- 


quent 


“"«  = - aAz- ^ - PA’Z”  _ etc., 


où  l’on  mettra  successivement^,  etc.,  au  lieu  de  «, 
pour  obtenir  les  valeurs 

^ ^ = P “ A ë - P 

P''’^"  etc., 

etc.. 


à l’aide  desquelles  on  chassera  2"^,  2"^,  etc.,  de  l’ex- 
pression de  Vu.  L’équation  finale  pourra  être  représentée  par 

-4- ttda^- 


B r-. 


-/—«dar*— ^/« 


dx 


+ N„-4-PA^-|4-Q/.^“4-etc.; 
et  lorsqu’on  fera  « = «*,  elle  deviendra 


B 


[e* — i)"* 

-t-  N -f-  P A -1-  Q ^ etc  \ 


M 
■ A 
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les  coefficients  A,  B,. . . , M,  N,  etc.,  sont  donc  encore  ici  ceux 
qui  multiplient  les  puissances  de  h dans  le  développement 

de  — r;,;  et  de  là  résulte,  entre  les  intégrales  et  les  puis- 

sances  négatives,  une  analogie  qui  n’est  que  la  continuation  de 
celle  que  les  différences  ont  avec  les  puissances  positives,  en 
sorte  que  l’on  doit  regarder  les  intégrales  comme  des  diffé- 
rences d’un  ordre  dont  l’exposant  est  négatif.  Il  est  visible,  en 
effet,  que,  d’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  on  peut  poser 


= 


(.-‘-.y 


pourvu  qu’après  le  développement  on  change  les  puissan-  ' 

df<r  dr«  . . ^ ‘d~r« 

ces  -2 — en  t — en  observant  que  dans  — = ari’uaxi’,  d“ 

Axf  Axf  ^ dx~P 

équivaut  à ou  bien  encore  écrire 


i-r 


î" 


{ ->■  Y" 

U = — 1/  «, 


expressions  qui  se  déduisent  de 'celles  de  (391),  en  affec- 
tant l’exposant  m du  signe  — (*). 

407.  L’intégration  par  parties  se  pratique  sur.les  différences 
aussi  bien  que  sur  les  différentielles.  Soient  P et  Q deux  fonc- 
tions quelconques  de  ic  ; on  fera 
« 

zPQ=QïP  -hi, 

Z étant  une  fonction  inconnue  de  la  même  variable  ; et  prenant 


{*)  On  a de  même,  par  le  seul  changement  du  signe  de  rr,  dans  la  formule 
= [1  (ï  4- A)]"u,  l’expression  des  intégrales  aux  différentielles,  savoir: 

dx" 

' ^J"udx"  = [l(i  A)]~"u,  en  changeant  A“‘o  en  2*«.  Par  là  on  obtient 
h . 

quatre  formules,  qui  se  réduisent  à deux,  en  ne  déterminant  pas  le  signe  de  a. 
( Pcy'."  le  rrai/é  in-i®  t.  III,  p.  loi .) 
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la  difTérence  de  chaque  membre  de  cette  équation,  on  aura 


PQ  = (Q-l- aQ)2(P  + aP)  — Q2]^-4-  az; 

développant  et  réduisant,  en  observant  aue  QzaP  = PQ,  il 
viendra 

o = aQz(P-i-aP)  + az,  ou  Az  = — aQs(P  + aP), 
et  par  conséquent 

z = — 2AQ2(P  + AP), 

puis 

(A)  2PQ=Q2P  — 2AQ2(P  + AP), 

formule  qui  devient 

(1)  2PQ  = Q2P  — 2AQ2P„ 

lorsqu’on  écrit  P,  pour  P 4-  aP. 

Si  dans  la  formule  (A)  on  change  QenAQ,  Pen2P,,  et 
qu’on  observe  que 

2P,  H-  A2P,  = 2(P,  + AP.)  = 2P,, 

on  en  déduira 

2AQ2P,  =rAQ2»P,  — 2A>Q2’P,, 
et  la  formule  (i)  deviendra 

(2)  2PQ=Q2P  — aQ2>P, -f- 2A’Q2’P,. 

Changeant  ensuite  dans  l’équation  (A),  Q en  A‘Q,  P en  2’P,, 
puis  remarquant  que  , 

2»P,  + A2’P,  = 2’Pj, 

on  trouvera 

• 

2A>Q2*P,  = A'QX’P,  — 2A’Q2=P,,  , 

et  la  formule  (2)  deviendra 

2PQ  = Q2P  — AQ2’P,  -t- A»Q2>P,  — 2A»Q2’P,, 

ce  qui  conduit  à l’expression  élégante 

2PQ  = Q2P  — aQz’P,  + A’Oi^’Pi 

— a’Q2‘P,-4-  a'Qi'P,  — etc.. 
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donnée  par  Taylor,  dans  les  Transactions  philosophiques, 
n”  353,  année  1717.  -■ 

Si  l’on  y met  pour  P,,  P„  P,,  etc.,  leurs  valeurs  en  P,  et 
qu’on  effectue  les  intégrations  qui  deviennent  possibles,  elle 
se  change  en  . . 

k •* 

îPQ  = QsP— AQ  (2»P  + ïP)  4- A’Q  (2*P  + 2S’P -H  ïP) 

— A’Q(s‘P -h  3z»P  4-32’P-f- 2P)  + etc. 

C’est  sous  cette  forme  que  Condorcet  l’a  présentée  dans  son 
Essai  sur  l'application  de  l’Analyse  à la  probabilité  des  déci- 
sions, page  i63. 

, Elle  s’arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q mène  à des 
différences  constantes  dans  un  ordre  quelconque;  et  si  la 
fonction  P est  susceptible  d’un  nombre  suffisant  d’intégrations  , 
successives,  on  parvient  à l’intégrale  exacte  de  la  fonction  PQ.  ' 

Application  da  calcul  des  différences  à la  sommation  des  suites.  ' 

408.  Dans  une  suite  quelconque  , 

' U,  U,,  M„, 

le  terme  général  u„  peut  être  regardé  comme  la  différence  de 
la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termes  qui  le  précèdent, 
en  sorte  que  si  l’on  fait 

<-  ( M H- M|  -H  Mj,.  • • , + M»— I =S»_I, 

on  aura  < . . 

aS_,=  m.  et  S„_,  = s«,  (394). 

Il  suit  de  là  que  la  somme  entière,  en  y comprenant  le  ( 
terme  général,  sera 

S,  = 2«,  4-«.. 

On  voit  aussi  que  S„  résultant  de  S,_,  par  le  changement  de  ra 
en  n 1,  l’expression  de  S,  peut  se  déduire  de  la  même  ma- 
nière de  celle  de  su,. 

Si  donc  f (a:)  désigne  le  terme  général  d’une  série  quel- 
6*éd.  II.  , ‘ ■ 4 , ' 
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conque,  dans  laquelle  la  différence  de  la  variable  indépen- 
dante soit  h,  la  somme  de  cette  série,  que  je  représenterai 
parSf(a:),  sera 

Sf(ar)=  Sf(a:)-i-f(a;), 

ou  bien  s’obtiendra  en  mettant  a; -t-  A au  lieu  de  x,  dans  2f(a:); 
et  il  ne  faut  pas  manquer  d’ajouter  au  résultat  une  constante 
arbitraire. 

Lorsqu’on  ne  demande  la  somme  de  la  suite  que  pour  des 
valeurs  entières  de  l’indice,  la  constante  arbitraire  étant  alors 
une  véritable  constante  (396),  se  détermine  comme  celle  des 
intégrales  aux  différentielles.  Si  l’on  fait  commencer  la  suite 
au  terme  correspondant  à l’indice  x = a,  et  que  l’on  ait  en  gé< 
nérai  , ' 

8f(a:)  = F(ar) -H  co/M/.,  ' ■ 

il  faut  que 

F(«)  + co/M/.  =f(a), 

d’où 

co/w/.  = f (a)  — F (a)  et  Sf(ar)  =3F(*)  — F(a)-t-f(«). 

Si  l’on  arrête  la  suite  au  terme  correspondant  à l’indice 
x=  a-\-  nh,  il  viendra 

f(a)-t-f(a-t“A)-t*f(aH-aA)...+  f^iH-  «A) 

= F ( a 4- nA)  — F (a) -(- f ( a ), 

ce  qui  se  réduit  à ' 

f(rt 4-  A)  4-  f (rt  4-  aA ) — 4-  f (fl  4-  nh]  = F(a  4-  nA)  — F(«),  - 

et  montre,  comme  on  devait  s’y  attendre,  que  le  terme  f ( a)  ne 
feit  point  partie  de  la  somme  Sf(x),  prise  entre  les  limites 
x = a et  X = a + nh,  mais  que  si  l’on  veut  englober  ce 
terme,  il  faut  prendre  la  somme  depuis  j;  = a — A jusqu’à 
x=.a+  nh  ('). 


(*)  Dans  le  texte,  je  nie  suis  confurmé  à la  notation  adoptée  par  Euler. 

( Voy.  InilUùtioms  Galculi diffirentialii,  vol.  I,<ap.  a,  $§  53  et  5g.)  Il  donne  ii  S , 
le  nom  de  lei-rna  sommaloire,  et  ne  comprend  point  dans  la  quantité  qu’il  a dési- 
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409.  Venons  maintenant  aux  applications.  On  déduira  des 
formules  du  n"  398, 


S.T  (æ:  + A)  (æ:  + aA) [a;  + (m  — i)A] 

_ X [x  -h  h)  x{x  ^h) [x-^  mh) 

(/n-f-i)A 

S I 

x{x-lr  h)  h(x  -f-  A) [a;  (/;t  _ 4] 


const.j 


■(/»— ijA(x+A)(^:-t-2A)....[xH-(TO— i)A 


• const.. 


expressions'  au  moyen  desquelles  on  obtiendra  les  sommes 
des  séries  directes  et  inverses  des  nombres  figurés  (*). 

Pour  les  premières,  dont  les  termes  généraux  sont 

X x(x+i)  x(x-hi)[x-\-2)  ' - ■ 

7’  — 7— — > , '»  etc., 

_ . , I I .a  1 .2.3 

on  fait  A = I,  et  successivement  m = 1 , /w  = a,  etc.;  il  vient 

■ ' 0^  x{x-i-l)  - ■ . 

b - = — -+■  const., 

■ I , 1.2 

a:{27+ i)(a?  + 2) 

S = — i. i-i-5 ■+■  const., 

1.2  1.2.3  . . 

i)(x  + 2)  x{x  + i)(x  + z)[x  + 3) 

\ Q ^ ^ n O / const» 

i.a.3  1.2. 3. 4 

etc,,  • . - ' 


0nce  par  2 (oap.  i,  § 96)  la  dilférence  dont  elle  s^accrolt.  Suivant  cette  convenu 
tioD,  la  funcUon  est  celle  qui  s'accroît  de  u,  quand  x se  change  en  r + Ax; 
mais  Laplace,  dans  sa  Mécanique  céleste  y ayant  fait  un  usage  continuel  de  la 
lettre  2 pour  indiquer  la  somme  complète,  il  a été  suivi  par  les  autres  géomè* 
très  j et  si  l’on  fait  a nli  = è,  la  somme 

b 

sera  représentée  par  2f(x). 

a 

(*)  yojret  pour  ces  séries  le  Compl.  dcsÊlém.  d' Algèbre,  Il  est  bon  de  remar- 
quer qu’elles  sont  identiques  avec  les  coefficients  des  puissances  de  dans  le 
développement  de  (i 

' . 4.  . . 
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OÙ  l’on  peut  supprimer  les  constantes,  parce  que  toutes  ces 
expressions  s’évanouissent  quand  ar=o. 

Passant  aux  séries  inverses,  dont  les  termes  généraux  sont 

I 1.2  I .2.3 

* î i 1 5 ^ etc. , 

- • X Æ‘(a:-4-i)  ar(x-l- 1)  (ar  + a)  , - - 

on  trouve  la  seconde  formule  en  défaut  pour  la  première 
série,  à cause  du  diviseur  i — i ; mais  pour  les  autres,  on  « 


1 .aS 

I .a.3S 
etc. 


a-(x+i)  x+i 

I 


+ const., 
3 


a;(ar-l- i)  (o:+2)  (ar-f-i)(a:  + 2) 


+ const.. 


En  déterminant  les  constantes  pour  que  les  sommes  par- 
tent du  premier  terme,  qui  est  l’unité  dans  chaque  série,  on 
trouve  les  expressions 


5 etc.. 


I x+i  a (x-t- i^(a:4-2) 

,23 

qui,  se  réduisant  à y’  etc.,  lorsque  x est  inflni,  donnent 
les  limites  des  séries 


■ I t I 
I + ■Ç  -h  7;  H 

3 b lo 

I I I 

> -l-  7 H 1 

4 lO  20 

etc. 


I .a 


x{x+l) 

1 .a. 3 


i-  etc.. 


X (ar4-  i)(x-h2) 


etc.. 


410.  En  mettant  x + h au  lieu  de  x,  dans  l’expression 
de  2ic"  (4011,  on  obtiendra  de  même  Sa:",  c’est-à-dire  la 
somme  des  séries  - % 

I,  2",  3-,...,  a:"...- 

Si  l’on  développe  en  particulier  Sx»,  et  qu’on  fasse  /«  = i , il 
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viendra,  après  les  réductions,  ' - . 

+ X 

. Sx’  = TT. ? 

J O 

pour  la  somme  de  ia  suite  des  carrés  i,  4,  9,  • • • , x’. 
411.  On  conclura  des  n®‘  403,  404,  que  < 


-Sa*  = 


«*—  1 


■ const. 


cos  l X 4-  - h j 

sin  a:  = ^ — J - 

* 2 sin  - h 

.2 

in(x  + i)i) 


•t-  const.. 


S cos  X = 


const. 


2 sin  - A 
2 


Pour  obtenir,  par  exemple,  la  somme  de  la  série  , 

sin  a,  sin(a4-A),..  , sin(a4-nA), 

il  faudra  prendre  S sin  depuis  x = a — A jusqu’à  x = a-|-»A 

(408),  et  il  viendra  - ' . • ' 


cos 


^A^ — cos^a+nA+^Ay  sin  ^«4-^nAyin  ^(/H-i)A 


2 sin  - A 
2 


sin  - A 
2 


L’expression  générale  de  2«  flu  n®  405,  donne  pour  S«  la 
formule  générale  f, 

c » Ada  A*d’« 

a«  = T /Md2T4--M  H --i— :+  etc.  4-  const., 

h"'  2 i2da:  72oda;’  ' 

dont  on  trouvera  plus  loin  (435)  une  application  remar- 
quable (*).  . ,, 

U. 

(*)  On  tire  aussi  de Ih 

. , , . I \ i*du  *•  d*<i  . • . - 

\ a / ladx  750  dx* 

sdrie  qui  peut  remplacer  airanta|;eusement  la  formule  ( III  ) du  n"  855,  et  dont 
on  calculera  la  valeur  entre  les  limites  assignées  à l’intégrale  fuir. 

SI  l’on  fait  usage  des  signes  Indiqués  dans  la  note  du  n®  a3  j,  u sera  rem- 
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De  l’intégration  des  équations  aux  différences  à deux  variables. 

412.  Jusqu’ici  j’ai  supposé  que  la  différence  de  la  fonction 
cherchée  était  donnée  explicitement  par  la  variable  indépen- 
dante; je  vais  maintenant  m’occuper  des  cas  où  l’on  a seule- 
ment une  équation  contenant  cette  fonction,  ses  différences, 
la  variable  indépendante  et  son  acccoissement.  Si  la  fonction  y 
dépend  d’une  variable  x dont  l’accroissement  soit  constant, 
l’équation  proposée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

F (^.  r>  ^7.  etc.)  = 0, 

Il  est  à propos  d’observer  que  l’on  peut  en  faire  disparaître 

placé  par  désignant  les  limites  del’intégralechercliéc,A^ïf(x)-l-^f(x)J 

deviendra,  par  le  n»  594  , 

h |f(a)  + f(a-t-A) 

oe  qui  n’est  autre  chose  que  la  première  ligne  de  la  formule  (IH),  n®*  a33 
et  237,  à quoi  il  faudra  ajouter  les  termes 

“ 7^  — f'f")]  + ^ — f"(o)]—  etc.  -t- coiMf. 

L’expression  de  S b est  due  k Euler,  comme  celles  des  n®*  930-K55  ( Voy./iutf 
iutiones  Calculé  dij/errntialis,  pars  U,  cap.  V,  § 109,  et  fnst.  CalcuU  integraliSf 
vol.  1,  sect.  I,  cap.  VU)  ; celle  de  /udxse  transforme  utilement  quand  on  y sub- 
stituer au  lieu  des  coefficients  différentiels,  leurs  Taleurs  en  différences  (592). 
Le  résultat)  comme  ceux  du  n®  589»  peut  s’appliquer  aux  foocUons  dont  on 
na  pas  l'expression  analytique,  mais  seulement  une  suite  de  valeurs  numéri- 
ques. (Fer-  le  Traité  in-40,  t.  III,  p.  iSaetsuiv.) 

On  voit  encore  dans  cette  formule,  comme  k la  fin  du  n®  401,  que  plus  la  dif- 
férence h est  petite)  plus  en  général  A 2 et  approche  d’èlre  égale  à 
sorte  que  cette  dernière  est  la  limite  de  Vautre  ; mais  tcla  suppose  que  le  terme 
suivant  — -uh  u’est  pas  comparable  au  premier.  ( fox»  la  Nouvelle  Théorie  de 

faction  capillaire,  par  M.  Poisson,  p.  aSi,  ou  le  ao®  cahier  du  Journal  de  l'École 
Polxtechniifue,  p.  ! j.) 

M.  Gauss,  dans  le  t,  III,  de%  Commentationcs  Socîetatis  Gottingensis  reeentiores, 
ann.  1814-1816)  a traité  avec  beaucoup  d’étendue  le  même  sujet,  sur  lequel 
M.  Poisson  est  revenu  dans  le  t.  VI  des  Nouveaux  Uémoires  de  VAcadémie  des 
Scicttces% 
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les  différences  ay,  à‘y,  etc.,  en  les  remplaçant  par  les  valeurs 
consécutives  de  y,  puisqu’on  a 

i^y=yi—y,  etc.  (377); 

et  le  résultat  prendra  la  forme 

F {x,y,y„yu  etc.)  = o, 

dans  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  différences  fait 
connaître  la  valeur  de  la  fonction  cherchée,  par  le  moyen  d’un 
certain  nombre  de  valeurs  antécédentes. 

Si  l’équation  était  du  premier  ordre,  par  exemple,  on 
aurait  J,,  par  le  moyen  de  j;  si  elle  était  du  second,  on  en  tire- 
rait y„  exprimé  par  y,  et  par  y,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  s’apercevoir  qu’une  équation  quelconque 
aux  différences  équivaut  à une  série,  dans  laquelle  on  obtient 
chaque  terme  par  le  moyen  de  sa  relation  avec  ceux  qui  le 
précèdent  et  avec  l’indice  qui  marque  le  rang  qu’il  occupe.  En 
effet,  lorsqu’on  a,  par  exemple,  y,:^[{ar,  y,  y,),  on  en  déduit  ‘ 
y,  = f(x-t-A,  y„y,),y4=  f(»'4-aA,  y„y,),  etc.,  A désignant 
l’accroissement  de  x,  et  l’on  forme  ainsi  la  série 

r.  X»  r»  etc., 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  suffît  pour  montrer  que  dans  la  série  ré- 
sultante d'une  équation  quelconque  aux  différences,  il  y aura 
toujours  autant  de  termes  arbitraires  qu’il  y a d’unités  dans 
t exposant  de  tordre  de  cette  équation.  '■ 

413.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences  en  une 
équation  différentielle  d’un  ordre  infini,  en  substituant,  au  lieu 
de  Ay,  A’y,  etc.,  leurs  développements  d’après  le  n“  391  ; et  il 
n’est  pas  moins  évident  que  l’on  convertirait  aussi  toute  équa- 
tion différentielle  en  une  équation  aux  différences  d’un  ordre 
infini,  en  remplaçant  les  coefficients  différentiels  par  leurs 
développements  tirés  de  la  formule  du  n“  3^. 

11  ne  parait  pas  que  ces  transformations,  qui  ont  l’inconvé- 
nient d’introduire  un  nombre  infini  de  termes,  puissent  être, 
en  général,  fort  utiles  pour  l’intégration  des  équations;  mais 
elles  sont  très-nropres  à faire  sentir  ce  qui  distingue  le  Calcul 
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différentiel  du  Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que,  par 
la  nature  de  ce  dernier,  les  différences  de  la  variable  indépen- 
dante doivent  être  nécessairement  déterminées;  car  si  l’on 
avait  une  équation  entre 

ri 

dans  laquelle  l’accroissement  demeurât  indéterminé,  qu’on 
la  développât  suivant  les  puissances  de  ^x,  A’j,  etc.,  ce 
qui  lui  donnerait  la  forme 
kàx  + BAr 

4- C Ax’ + D Ax  A_)' -t- Ea  + F A’/ 

-f-  etc. 

on  y pourrait  substituer,  au  lieu  de  Aj,  A’j,  etc.,  leurs  déve- 
loppements; et  comme  Ax  y resterait  encore  indéterminé,  il 
faudrait  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cet  ac- 
croissement s’évanouissent  d’eux-mêmes.  On  obtiendrait  ainsi, 
entre  les  variables  x,  y et  leurs  différentielles,  un  nombre 
infini  d’équations  qui  devraient  s’accorder  entre  elles,  pour 
que  la  proposée  signifiât  quelque  chose;  et,  dans  ce  cas,  elle 
ne  serait  équivalente  qu’à  la  première  de  ces  équations,  dont 
les  autres  deviendraient  les  différentielles  successives. 

En  ne  supposant  l’équation  aux  différences  que  du  premier 
ordre,  ce  qui  la  réduit  à - 

Aax-(-Ba^-+- Cax’  -h  D axa_7' 4-  Ea^j'-’  4-  etc.  = o, 
et  prenant 


_<fjAx  d\>*Ax’  d’/  Ax^ 


il  vient 


dx 


dx/ 
A 


dx’  1 .2  dx’  1.2.3 


^*'dx’ 


etc.. 


dx 


Ax 


Ax’  4-  etc.  = o. 


_5_ 

1.2  d x’ , 
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d’où  l’on  tire 


«dr  . r.  dr'  r.dr  „ B d’y 

B -i-  A — O,  E — • -f-  D -J — + C H . ' = O,  etc 

Ax  dj;’  dx  1,2  dj:’ 

et  si  celle  suite  d’équations  ne  peut  avoir  lieu,  la  proposée  ne 
pourra  se  vérifier  qu’en  assignant  à Ax  une  valeur  particu- 
lière. 

414.  Ces  préliminaires  posés,  j’entre  en  matière  par  l’inté- 
gration de  l’équation  générale  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre.  Je  suppose  que  la  différence  de  la  variable  x,  ou  \x, 
étant  I,  on  ait  l’équation  d7'-|-P7'=Q,  analogue  à l’équatiôn 
différentielle  traitée  dans  le  n“  285;  un  procédé  semblable  à 
celui  du  numéro  cité  conduit  à l’intégrale  de  la  première. 

Si  l’on  fait  j=  uz,  il  viendra 

■ ' UAZ  + ZAu -h  AUAZ,  ' 

ce  qui  changera  l’équation  proposée  en 

mAz -t- -H  -H  Pi«  = Q; 

et  posant  séparément 

zAu  + Vuz  = 0,  ou  a«-hPm  = o, 

il  restera  - , 

• mAz  4- amAz  = Q, 

d’où  l’on  tirera 

Q Q . 


AZ  = 


et  Z = 2 


U -h  Au  « 4-  Am 

la  question  se  réduit  donc  à intégrer  l’équation 
AM  4-  Pm  = O, 

dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables,  en  lui  donnant  la 
forme  ~ = — puisque  P est  supposé  ne  contenir  que  x. 
Soit  M = e';  il  en  résultera 


Aa  = e'(e*‘— i)  et  — =e^‘  — i = — P, 

' M 
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e^‘=ri— P,  at  = i(i— P)  et  / = 2l(i-p). 

Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  i — P répond  au 
produit  continuel  des  valeurs  successives  que  reçoit  i — P 
entre  les  limites  de  l’intégrale,  c’est-à-dire  à 

(I  - P._,)  (i  - P._0  (i  - P._0. . .{I-  P„)  (394)  ; 

S 

si  l’on  désigne  ce  produit  par[i — P»-i],  l’exposant  a:  mar- 
quant le  nombre  des  facteurs,  on  aura 

f=l[i-P^,]. 

d’où  l’on  conclura 

M = e'  = [i  — P,_,]; 

et  si  l’on  fait  attention  que  « -f-  Au  = «, , on  obtiendra 

Jr-w  Q 

M-f-A«z=[i — p^]  et  z=:i 

[i-P,] 

ce  qui  donnera  enfin 

' O 

j=[.-P,_.]s— 

[•-P*] 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  l'intégrale  indi- 
quée. 

C’est  à peu  près  ainsi  que  Lagrange,  qui  le  premier  fit  voir 
l’analogie  que  les  équations  aux  différences  du  premier  degré 
ont  avec  les  équations  différentielles  du  même  degré,  a inté- 
gré, en  1761,  l'équation  traitée  ci-dessus;  il  applique  en- 
suite son  résultat  à l’équation  Ji=R/-hQ,  qui  revient 
à r-+- Rj-t- Q.  En  comparant  cette  dernière  avec 
Pj=  Q,  on  a P = I — R,  i — P = R,  et  par  conséquent 

r=[iu,]î-§^. 

[P*] 

Quoique  le  développement  du  produit  [ 1 — Pi_,]  semble 
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supposer  que  la  différence  de  x soit  égale  à l’unité,  on  peut 
néanmoins  conserver  l’expression  précédente,  lorsque  ^x  — ^, 
en  concevant  qu’elle  répond  à 

(i  — P,^)  (i  — P,_rf)  (1  — P,_,i)  etc., 

ou  bien  transformer  l’équation  proposée  en  une  autre,  en  fai- 
sant x=  hx',  ce  qui  donnerait  ^x  = h&x'  et  i. 

Lorsque  le  coefficient  R est  constant,  on  a 


et  s’il  en  est  de  même  de  Q,  l’intégration  indiquée  s’effectue 
facilement  ; on  obtient  dans  ce  cas 


I 


_Q_ 

Hr+I 


= Q2R-^‘ 


et 


Q 

R^(i  — R) 


(W3), 


En  général,  la  valeur  de  j pourra  être  délivrée  du  signe  d’in- 
tégration toutes  les  fois  que  Q sera  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  x. 


415.  C’est  la  méthode  donnée  par  d’Alembert,  pour  les 
équations  différentielles  du  premier  degré,  et  dont  j’ai  fait 
co'nnaltre  l’esprit  (320),  que  Lagrange  a d’abord  appliquée 
aux  équations  de  ce  degré  et  d’un  ordre  quelconque  aux  diffé- 
rences; mais  j’emploierai  ici  le  procédé  par  lequel  il  est  revenu 
sur  ce  sujet  en  1775,  et  que  j’ai  déjà  exposé,  d’après  lui,  pour 
les  équations  différentielles. 

Premièrement,  la  valeur  complète  dej'*  satisfaisant  à l’équa- 
tion 

(A)  + P*  rx+»-<  . -f-  üx  r* = O» 


d’un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport  à la 
fonction  7x,  s’obtient  comme  celle  de  jdans  le  n“  309,  lors- 
qu’on en  connaît  un  nombre  n de  raleurs  particulières  ; car  il 
est  clair  que  si 

yj  yJ!  yje 

J*>  J Xt  J tf'  . , 
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sont  des  fonctions  de  x qui  satisfassent  séparément  à l’équa- 
tion (A),  l’expression 

y. = cy.  + ÇTf,  4-  cy",  -h  etc. 
y satisfera  pareillement,  sans  détermination  des  constantes  C', 
C",  C*,  etc.  ; et  quand  le  nombre  de  ses  termes,  supposés  ab- 
solument irréductibles  entre  eux,  sera  n,  elle  sera  l’intégrale 
complète  de  cette  équation,  puisqu’elle  renfermera  n con- 
stantes arbitraires.  . ' . 

Secondement,  l’équation  ' ' 

f®)  1 4“  Q*yv+«— 1 ...  4*  ü,  y»  — V* , 

qui  a,  de  plus  que  la  précédente,  un  second  membre  dépen- 
dant de  X seul,  s’y  ramène  de  même  que  dans  le  n*  314,  en 
regardant  les  constantes  C',  C",  C",  etc.  comme  des  fonctions 
de  X.  Dans  cette  hypothèse,  l’expression 

y.  = C',  4-  C",  f.  4-  C-x  f.  -H  etc. 

conduit  d’aburd  à 

“ C’x-ny’ x+i  4“  C^x+iÿ” x-4-1 4*  C^x+i  y” x+i  4“  etc., 
résultat  qui  se  transforme  en 

yx+.  = C'xy'x+i  -H  C"x  y"x+i  C",  4-  etc. 

4-y'x+t AC'x4-y"x+iiiC'', 4-y"x+. aC*x 4- etc., 

en  mettant  pour  , C”x-i-i , etc.,  leurs  valeurs 
(j’x  4“  aC’x  , C”x  4*  aC”x  , etc. , 

et  se  réduit  à 

yx+,  = C'x  /x+i  4-  C"x/'x+.  4-  C"'x^''x+r  4-  etc.,  ■ 
lorsqu’on  pose 

( I ) /x+.  A C'x  + /'x+.  A C"x  4-  y'’x+.  A C"x  4-  etc . = O, 

de  même  que  si  les  quantités  C'x , C", , C'"x , etc.  fussent  de- 
meurées constantes.  En  faisant  de  nouveau  varier  a?,  on  obtien- 
dra 

C'x+i  X+-1  C"x^-i  y” x+j  4“  C^x-t-i  y'  x+î  -1“  etc. 

= Cx/x+i  + C"x.>y+,  4-  C"xy"x+,  4- etc. 

4-  A C'x  + y x+^  A C"x  4-  y"x4-.  A C"x  4-  etc . , 
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résultat  que  l’on  réduit  à " 

= C'* /r-t-,  H- C", /'x+. -4- C", -4- etc., 
par  la  supposition  de 

(a)  /x+,AC'x+j"x+iAC"x-Hy'x+>AC"x  + etc.  =o. 

Faisant  varier  x une  troisième  fois,  on  parvient  à ' , ‘ ' 

Jx+a  ==  C'x  Jx+i -4- C"x  7"x+s  + C"x  7”x+a -t- etc. , 

en  posant 

(3)  /x+>AC'x  + /'x4-aAC''x+/''x+aAC"'x  + elC.  = 0,  ^ • 

et  l’on  continue  ainsi  jusqu’aux  équations 

^x+n— I " C X x+n— I "H  C X y x+n—l  “H  j x+n~l  “ï” 

(n— i)  /x+n-iAC',+/'x+„_,  AC"x+/"xH._iAC'"x-+'etc.  = O. 

Maintenant,  si,  dans  la  valeur  de  jx+«-i , on  change  x en  x -ht, 
on  trouvera  ' 

Xx+„  = C'x /x+»  + C"x/'x+x  + C'”x/"x+n  + etc.  ' ; 

,+  7'x+xAC'i+/'x+„AC"x  + /"x+«AC'',+  etc.;  ; ' 

mettant  dans  l’équation  (B)  les  valeurs  de  ' > 

en  observant  que,  par  Thypothèse  et  d’après  Téqualion  (A), 

r'»-e»  + I*a:/x+»_l  -+-Qx/x+,,-a.  .+  Ux/x=0, 

r"x^,  + PxrV»-, +Qx/'x+,-a  . +Ux/'x  = o,  , ' ‘ 

+ Px/W.  + Ox/"x+x-a  . . + Ux/”x  = O,  • . ; 

etc.,  . 

il  restera 

(n)  /x+,AC'x-l-/'x+„AC''x+:rx+„AC"x  + etc.  =Vx 

On  conçoit  facilement  qu’avec  le  secours  des  équations  (i), 

(2),...(/i  — i),  (n),  on  déterminera  en  fonctions  de  x,  les  > 
différences  aC'x,  aC'x,  aC'"x,  etc. , ce  qui  réduira  la  recherche  \ 
des  quantités  G',  C".  C",  etc.,  à l’intégration  des  fonctions  d’une 
seule  variable. 
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^16.  On  ne  sait  pas  intégrer  en  générai  l'équation  (Â)  ; mais 
lorsque  ses  coefficients,  au  lieu  d’être  des  fonctions  de  x,  sont 
des  constantes,  que  l'on  a seulement 

(A')  ■+■  P.rx+«-<  + Qrx+.-.  4-  R ■ -H  U J,  = O, 

on  y satisfait  en  faisant  ==  m‘,  d’où  il  résulte 

rx+i  = /n"^',  = = 

car  elle  devient 

f A")  m"  4-  P/n"~'  4-  Qwi"-'  4-  Rm"*’. . .-f-  U = o, 

et  se  vérifie  si  l’on  prend  pour  l’indéterminée  m les  racines 
de  celte  dernière.  Si  donc  l’on  désigne  par  m',  m",  m",  etc.  ces 
diverses  racines,  on  aura  ( numéro  précédent) 

7,=  C'm'*4-C"/n"*4-C*/n*"4 

Celle  expression  présente,  par  rapport  aux  quantités  m', /n", 
m",  etc.,  les  mêmes  circonstances  que  l’intégrale  de  l’équa- 
tion différentielle 

d«j4.  Pdxd"~'_r  4-  Qda:’d"“*_f. . .-h  Ujdar"  = o. 

Il  peut  arriver  que  parmi  les  racines  de  l’équation  (A"),  il 
s’en  trouve  d’imaginaires  ou  d’égales  entre  elles.  Dans  le  pre- 
mier cas,  on  revient  aux  quantités  réelles  par  des  transforma- 
tions analogues  à celle  du  n°  310.  Dans  le  second  cas,  pour 
rendre  complète  l’intégrale  qui  a cessé  de  l’être,  dn  a recours 
à l’artifice  employé  dans  le  n”  311. 

M7.  L’équation  (A'),  pouvant  être  considérée  comme  expri- 
mant la  nature  d’une  série  dont  un  terme  quelconque,  repré-  ’ 
senté  par  dépend  des  n termes  qui  le  précèdent,  se  rap- 
porte aux  séries  récurrentes  [Complém.  des  Élém.  d -dlg.)  dont 
le  terme  général  esl  ^x,  et  dont  l’échelle  de  relation  est 

-P,  — Q.  ...  -U. 

L’intégration  de  cette  équation  répond  donc  à la  recherche  du 
terme  général  de  la  suite  proposée  ; mais  en  n’ayant  égard  qu’à 
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la  loi  de  sa  formation,  les  n premiers  termes  de  cette  suite 
sont  nécessairement  arbitraires  ; et  si  on  les  suppose  donnés, 
en  les  désignant  par 

j'oi  r»»  r— <* 

on  pourra  former  les  équations 


r.  = c' 

-+-C* 

-t-  etc.. 

y,  = G'  m' 

■+  C"m" 

+ etc., 

+ Cm"’ 

■+■  Cm'"’ 

-J-  etc.. 

-H  C''/n''' 

+ Cm'"’ 

-+7  etc.. 

+ C"  m"»-' 

' -+-  Cm'"’-' 

-f-  etc.. 

au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  constantes  C',  C', 
C*,. . . dont  le  nombre  est  aussi  égal  à n.  La  résolution  de  ces 
équations,  qui  ne  sont  d’ailleurs  que  du  premier  degré,  peut 
être  simplifiée  par  des  artifices  dont  l’exposition  ne  saurait 
entrer  dans  un  Traité  élémentaire  : je  me  bornerai  à faire  ob- 
server ici  que  cette  recherche  se  lie  avec  celle  des  lois  des 
phénomènes,  d’après  les  observations.  M.  Libri  a fait  aussi  aux 
équations  linéaires  aux  différences  l’application  de  la  méthode 
indiquée  plus  haut  pour  les  différentielles. 

Iil8.  Les  constantes  arbitraires  qui  complètent  les  intégrales  . 
aux  différences,  étant  des  fonctions  arbitraires  (395),  ne  peu- 
vent être  déterminées  en  assujettissant  ces  intégrales  à satis- 
faire à un  nombre  limité  de  valeurs  données;  car  il  est  visible 
que  toute  fonction  arbitraire  comprend  implicitement  un 
nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit  pour  exemple  l’équa- 
tion 

J,  = Xif(sin  27r  J?,  COS2JTX), 
de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeurs 
ro  = a,  r.  = a',  r.  = a",  etc. 

' Si  ces  valeurs  répondent  à 

x = o,  x=i,  x = 2,  etc., 

on  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu’à  la  première  des  condi- 
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lions  imposées  ; car  dès  qu’on  aura  assigné  pour 
^(sinawx,  cos27rar), 

une  première  valeur  déterminée,  de  laquelle  il  résulte  Xo—  <*» 
cette  valeur  devant  se  retrouver  la  même  pour  les  indices 
x=i,  x=2,  etc.,  il  s’ensuit  que  les  valeurs  de  relatives  à 
ces  indices,  sont  aussi  déterminées  : il  faut  donc  que  les  quan-' 
tités  données  a',  a",  etc.,  correspondent  à des  Indices  inter- 
médiaires. 

Si,  au  lieu  d’assigner  un  nombre  limité  de  valeurs  isolées, 
indépendantes  les  unes  des  autres,  on  suppose  que  dans  l’in- 
tervalle compris  entre  x = o et  x — i,  l’expression  doive 
fournir  les  mêmes  valeurs  qu’une  équation  donnée  — 
la  question  sera  déterminée.  En  effet,  s’il  s’agissait  de  trouver 
la  valeur  de  j qui  correspond  à un  indice  égal  à un  nombre 
entier  quelconque  ni,  plus  une  fraction  n,  soit  commensu- 
rable,  soit  incommensurable,  on  calculerait  la  valeur  de  , 
d’après  l’équation  /x=  f(^)  ; et  comparant  le  résultat  avec  celui 
que  donne  alors  l’équation 

r«  = X„  f (sin  2irn,  cos 27rn), 

on  aurait,  pour  ce  cas,  la  valeur  de 

ç(sin  2)rn,  cos2it/i), 

qui  doit  être  la  même  que  celle  de  ‘ - 

(p[sin2ir(m  + n),  cosaw(m -t-n)], 
m étant  un  nombre  entier  : l’équation 

^,  = X<p{sin  2»rar,  cosaira:) 

devenant  par  là 

^»+,  = X,^.,Ÿ(sin27rn,  cosa'itw), 
serait  tout  à fait  déterminée. 

La  seule  condition  à laquelle  soit  assujettie  l’équation 
Xm  = ((x),  c’est  qu’on  en  tire  pour  j»  et  pour^,  les  mêmes  va- 
leurs que  de  l’équation 

Xç  sin  2>rjc,  cos  2na:). 
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419.  Les  considérations  géométriques  éclaircissent  bien  ce 
qui  précède.  Voici  d’abord  comment  on  peut  représenter  par 
le  cours  d’une  ligne,  l’équation  très-simple  Aj  = o.  Si  l’on 
construit,  sur  la  droite  AR  menée  à une  distance  quel- 

conque de  l’axe  des  abscisses  OX,  parallèlement  à cet  axe,  et 
divisée  en  parties  AA',  A'A",  A"A",  etc.,  égales  à des  coui^ 
bes  telles  que 

ABA'B'A"B''A"'S,  ACA'C'A"C"A" T,  ADA'D'A"D"A'‘’Ü,  etc., 

passant  par  les  points  A;  A',  A",  A”,  et  composées,  entre  ces 
points,  départies  égales  et  semblables,  ces  courbes  satisfe- 
ront à l’équation  ^yz=.o.  Cela  est  d’abord  évident  pour  les 
points  A,  A',  A',  A",  etc.  ; et  l’on  voit  ensuite  que,  prenant 
AP  = x,  AP' = æ: -(- Aar,  les  arcs 

AL  et  A'L',  AM  et  A'\P,  AN  et  A' N',  etc., 

étant  égaux  et  semblables,  les  ordonnées 

LP  et  L'P',  MP  et  M'P',  NP  et  N'P',  etc., 

seront  aussi  respectivement  égales,  et  l’on  aura  par  conséquent 
pour  chaque  courbe,  o. 

La  condition  A^  = o n’entraînant  point  la  continuité  dans 
les  résultats,  les  courbes  AS,  AT,  AU,  etc;,  ne  seront  point 
assujetties  à cette  loi.  Le  polygone  EFE'F'E"F"E"V,  composé 
de  parties  semblables  EFE',  E'F' E",  etc.,  donne  également 
O,  aux  intervalles  marqués  par  Aj;  il  en  serait  de  même 
d’une  suite  d’arcs  égaux  et  semblables  d’une  courbe  quel- 
conque, assemblés  d’une  manière  discontinue,  comme  1e  sont 
les  arcs  GO,  G'H',  G''H",  etc. 

..  • , ...  . / . X 2»rx\  . 

Il  est  visible  que  1 equationy'  = çl  sin  cos  donne 
. lieu  à des  lignes  qui  satisfont  aux  conditions  ci-dessus. 

420.  Passons  maintenant  à l’équation  générale  du  premier 
ordre  aj=F(x,  j).  Ayant  choisi  arbitrairement,  ou  déterminé, 
suivant  les  conditions  de  là  question,  le  premier  point  B (^g'.66) 
de  la  courbe  cherchée,  comme  l’équation  proposée  n’apprend 
rien  sur  tous  les  points  correspondants  à la  portion  d’abscisse 
6»  éd.  II.  5 
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AA'  = Ax,  et  qu’elle  donne  seulement  l’ordonnée  A'B'=^*,, 
on  pourra  faire  passer  par  les  points  B et  B'  une  portion  d’une 
courbe  quelconque.  Cela  fait,  pour  obtenir  la  portion  corres- 
pondante à l’abscisse  A'A",  on  prendra  en  arrière  d’un  point 
quelconque  P'  de  celte  abscisse,  une  distance  PP'  = AA'  = Ax, 
et  élevani  l’ordonnée  P5I,  on  mènera  MD'  parallèle  à PP' ; ti- 
rant ensuite  de  l’équation  ^y=  F (x,  y)  la  valeur  de  &y  pouf 
l’abscisse  AP,  cette  valeur  donnera  la  droite  D'M'  qui,  jointe  à 
P' D'  = PM,  fera  connaître  le  point  M'.  On  trouvera  de  même 
tous  les  points  de  l’arc  B' B";  cet  arc,  employé  à son  tour 
comme  l’arc  BB',  donnera  ceux  du  troisième  arc  B'  B",  et  ainsi 
de  suite. 

11  est  évident  que  l’on  pourrait,  par  le  même  procédé,  con- 
tinuer la  courbe  en  arrière  du  point  A,  et  que  dans  tous  les 
cas  elle  satisfera  à l’équation  proposée,  puisque.les  différences 
Aj=D'M'  auront  des  valeurs  conclues  de  cette  équation  ; je 
laisse  au  lecteur  à faire  l’application  de  ce  procédé  aux  équa-  > 
lions  du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs.  ^ 

Uüi.  On  n’a  considéré  ici  les  équations  aux  différences 'que 
dans  l’hypothèse  de  Ax  = const.  ; mais  lorsqu’on  suppose  celte 
dernière  différence  variable,  le  sujet  prend-  beaucoup  d’éten- 
due, ainsi  qu’on  s’en  pourra  convaincre  par  la  question  sui>- 
vaiile  : 

Trouver  une  fonction  inconnue  if{x)de  x,  telle  que  si  l'on  y < 
change  \ en  f (x),  puis  en  F(x),  F et  l désignant  des  fonctions 
données,  les  expressions  correspondantes  ?[f(x)],  y[F(x)], 
aient  entre  elles  une  relation  donnée. 

Laplace  a,  par  un  procédé  fort  simple,  ramené  ce  genre  de 
problèmes  à des  équalions'aux  différences  où  la  variable  indé- 
pendante ne  reçoit  que  des  accroissements  constants.  Pour 
cela  il  pose  f(x)  = F(x)  = «.représentant  une  fonc-  , 
lion  inconnue  de  la  variable  z;ei, si  l’on  peut  résoudre,  , 
par  rapport  à x,  la  première  de  ces  équations,  on  en 
tirera  x = fj(«,),  valeur  qui  transformera  F(x)  = «.+,  en 
«,4-,  = F[f,(«.)] , équation  aux  différences  où  la  variable  z' 
croit  seulement  de  l’unité.  Lorsqu’on  saura  intégrer  celle 
équation,  on  aura  l’expression  de  u,  en  fonction  de  a ; on  ob- 
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tiendra  aussi  X en  fonction  de  z;  les  fonctions  r[F(x)]  et 
y[f(x)]  deviendront  respectivement  ?(««},  et  on 

pourra  les  représenter  par  , t*,  , ce  qui  changera  en  une 
équation  aux  différences  de  fa  forme 

la  relation  donnée  entre  les  deux  états  par  lesquels  doit  passer 
la  fonction  f.  ^ 

Je  prendrai  pour  exemple  l’équation 

" cp{x)»  = ?{2X)  4-  2,  ' 

pour  laquelle  X î=  M, , ax  = «,+,.  De  là,  on  conclut  aisément 
Un.,  = iu,,  équation  dont  l'intégrale  estM,  = C.2*  (4-14). 

Posant  ensuite  <p(x)=  J,,  ?(2x)  =7*,+,,  l’équation  proposée 
devient 

2, 

et  s’intégre  en  y faisant  d’abord 


ce  qui  conduit  à 


I 

Z=\y  r, 

a 


fl* 


r4=«*  + ^’ 


,«-*  I 

r.  = a’ 

a 

La  dernière  de  ces  valeurs  est  l’intégrale  complète,  puisqu’elle 
renferme  une  quantité  arbitraire  a;  et  l’équation  C.  2'  = x, 

X 

donnant  2*-'  = -7;  > on  aura 

2 Li 


y,  = ,f{x)  =a'’^  4-a 
résultat  qui  revient  à 

f{x)  = b*  + b~’, 


si  l’on  pose,  b = 
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11  faut  remarquer  que  les  constantes  n et  C sont  des  fonc- 
tions qui  ne  changent  pas  quand  z devient  z -h  i (395),  et  par 
conséquent  lorsque  x devient  aar.  • 


422.  Combinant  toujours  chaque  nouveau  point  de  vue  sous 
lequel  les  grandeurs  peuvent  être  envisagées,  avec  les  précé- 
dents, les  Analystes  considèrent  encore  des  relations  entre  les 
différences  et  les  coefficients  différentiels  des  fonctions  incon- 
nues ; et  de  là  naît  le  Calcul  aux  différences  mêlées. 

Les  équations 


dAv  dr  , 


dans  lesquelles  a,  b,  c désignent  des  constantes,  et  où  Aa:  = i , 
sont  les  plus  simples  de  ce  genre.  On  satisfait  à toutes  les  deux 
en  posant  y=-  Ce";  la  première  se  change  en 

m + a[d" — i)-t-è  = o, 

et  la  seconde  en 

y 

m ( e"  — I ) -I-  am  -t-6(e"— i)-t-e  = o. 

La  discussion  de  ces  transformées  et  l'examen  de  la  nature 
et  de  l’étendue  des  intégrales  qui  en  résultent,  sortent  des 
limites  que  j’ai  dû  me  prescrire  ; je  n’ai  voulu  seulement  que 
marquer  la  place  de  ces  nouvelles  recherches  (*). 


Application  du  calcul  intégral  à la  théorie  des  suites. 

423.  L’intégration  des  différentielles  à une  seule  variable 


(*)  On  trouvera  plus  de  détails  dans  ie  Traité  in-4",  tome  III,  cbap.  8. 
J'observerai  seulement  que  le  Calcul  aux  dilTérences  mêlées,  indiqué  d'abord  par 
Condorcet,  traité  ensuite  par  MM.  Laplace,  Paoli  et  Poisson,  répond  à des  ques- 
tions de  Géométrie  résolues  antérieurement  par  Euler,  qu’ensuite  M.  Rabbaco 
s'est  occupé  de  ces  questions  et  de  celles  qui  sont  comprises  dans  l'énoncé  du 
numéro  précédent,  en  les  présentant  comme  une  nouvelle  branche  d'analyse 
qu'il  nomme  Calcul  des  fonctions  ( vo/*.  les  Transact.  phil.,  anuccs  iSiS—i  6*^17, 
et  un  article  fort  étendu,  inséré  par  Augustus  do  Morgan  dans  VEncj’clopœdia 
èli  iropolitana).  Cet  écrit  de  M.  Augustus  do  Morgan  renferme  de  nombreux  rap- 
prochements entre  le  calcul  des  fonctions  et  les  hautes  branches  de  l'aualyse. 
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ayant  conduit  à des  séries,  on  en  a conclu  qu’on  pouvait  re- 
présenter une  série  par  une  intégrale  ; et  comme  on  a des 
méthodes  pour  calculer,  au  moins  par  approximation,  la  valeur 
d’une  intégrale  entre  des  limites  données  (*),  on  a cherché  à 
remonter  d’unp  série  à l’intégrale  dont  elle  est  un  des  rféve- 
loppements.  C’est  par  ces  considérations  qu’Eulera  créé,  pour 
la  sommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme  général, 
des  méthodes  très-ingénieuses  dont  voici  quelques  exemples. 

Soit  d’abord 


a-^b  + b 


x\ 


H a -f'  P 
na  b 


X"  -H  etc. 


la  série  proposée  ; on  multipliera  par  px'  les  deux  membres  de 
l’équation 


a-f-  S 2a  -t-  3 . Ma  -t-  6 

S = J X H J x’.  . . H — ^ x“, 

a -h  b la+b  na  + b 

et  passant  ensuite  aux  différentielles,  on  aura 


a-t-6  *'  na-\-  b * 

Le  facteur  na-hb  disparaîtra  du  dénominateur  du  terme  géné- 
ral, et  par  conséquent  de  tous  les  autres,  si,  quelle  que  soit  n, 
on  a p[n-\-r)'— na+ b : on  fera  donc  np  = na,  rp  = b, 
d’où 

b 

p = u,  r=-, 


ce  qui  donnera  l’équation 

l ^ i 


dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  dénominateurs. 
De  nouvelles  opérations,  semblables  à la  précédente,  feraient 
disparaître  les  facteurs  qui  resteraient,  si  le  dénominateur  en 
contenait  plus  d’un. 


( • ) \oy.  la  note  de  la  pape  55. 
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En  multipliant  la  même  équation  par/»x'dar,  et  prenant  en- 
suite l’intégrale  de  choque  terme,  il  viendra 


P^f- 


«'■d  : 


I-h-- 


pa{nx  + p) 


n-e  — -er 


. --f  —— ^ ï —X 

nn-f-  6 -H  ra 


a+ b + ra 

le  facteur  du  numérateur  disparaîtra  si  l’on  fait 
, npna=na,  ppa  = b-t-ra, 


d’où  il  suit 


I P b 

p = -,  r=- , 

' X a a 


t^n 


= <:“  { i + x + x».  j, 


et  par  conséquent 


On  tire  de  là 


' ax 

424.  Dans  la  série  que  j’ai  considérée  ci-dessus,  le  nombre 
des  facteurs,  soit  du  numérateur,  soit  du  dénominateur,  était 
le  môme  pour  chaque  terme  t mais  il  est  une  classe  de  séries 
qu’Euler  désigne  sous  le  nom  A’hypergéométriques,  dans 
laquelle  ce  nombre  augmente  d’un  terme  à l’autre  : la  série 


“ + I (“  + P)  I (»+  P)-  ••(»«+ 

a + b (a4-ù)(2a-i-ù)  [a-\- b) ..  .(ua-yb) 

est  de  celle  classe.  On  va  voir  que  leur  sommation  se  ramène 
à l’intégration  d’une  équation  différentielle. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l’équation  ci-dessus 
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par  px',  ei  prenant  leurs  différentielles,  on  obtiendra  ^ 

^ j>(i+r)  + J.,  • ‘ ■ ..■■•V  ■ 

Ax  [a  + b] 

' . P(«  + '-)(«  + P)---(«»  + p-)' 

(a-h  b),. . [na  + b) 

» V • 

On  fera  disparaître  le  facteur  na  + du  dénominateur,  en  po- 
sant ’ 

' , ' . np  + rp  = na  + b, 

d’où  ' ‘ / 

np  = na,  rp  = b, 
b. 

P— a, 


( -) 

nd\sx‘’  J 


r=z~'< 

a 


dar 


^(a  + pjo;'’ 


h ' » 

'a-t-P)(2a+P)  ' + ; 

(a  4-  P).  . • (na  + P) 


”h 


b 

„»i— l-H- 


(a  4-6). . .[  (n— i)  a 4-6] 

En  multipliant  ce  résultat  par /jo:'’,  et  prenant  l’intégrale  de 
chacun  des  membres,  on  trouvera  l’équation 


paf. 


ic'’d(«a:“)  = 


(»  + P) 

a4-64-ra 


l-t--+r 


X 


pg(«4-  P).  • P) "■ 

( nrt  4-  6 -f-  ra)  (a  4-  6) . . . [ ( n — I )a  4-  6 ] ^ 

et  le  facteur  na  4-  p disparaîtra  du  numérateur,  si 
npa  a -f- P = na  4- 6 4- ra. 


ou  SI 


I P 6 

pz=-,  r—  !- 

..  a « « 

Mettant  ensuite  à part,  dans  le  second  membre,  le  facteur 
commun  x°‘  , , il  viendra 

(g-f-p).:.[(n-i)«4-p]x«-  I 
• • . ' . -^(rt  + 6). + j” 
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La  série  comprise  entre  les  accolades  du  second  membre  de 
ce  résultat  n’est  autre  chose  que  la  proposée  dont  on  a ôté  le 
dernier  terme,  et  à laquelle  on  a ajouté  l’unité  : on  conclura 
donc  de  ce  qui. précède, 


\ 


I -t-i  — 


[a+P)...(na4-P)  I 
[a-i- b). . .{na~\~  b]  <)  - 


En  différentiant  cette  équation,  on  la  délivrera  de  l’intégra- 
tion indiquée  dans  le  premier  membre,  et  l’on  obtiendra 
l’équation  d’où  dépend  la  somme  cherchée. 

Cet  exemple  montre  comment  on  opérerait  sur  d’autres  cas 
plus  compliqués  de  la  classe  des  séries  dont  il  fait  partie,  en 
observant  que  chaque  différentiation  offre  le  moyen  de  faire 
disparaître  un  facteur  du  dénominateur,  et  chaque  intégration 
un  facteur  du  numérateur. 


425.  Si  l’on  faisait  abstraction  du  dernier  terme,  on  aurait,  au 
lieu  de  la  somme  particulière , la  limite  de  la  série  considérée 
à l’inflni,  ou  la  fonction  génératrice  de  cette  série  ; car  il  est 
visible  que  les  procédés  ci-dessus  sont  inverses  de  ceux  par 
lesquels  on  détermine  les  séries  qui  satisfont  à des  équations 
différentielles  données. 

S’il  s’agissait,  par  exemple,  de  trouver  la  limite  de  la  série 

4 = I X — 1 -f-  1 . 2.3.r'  — etc., 

on  pourrait  appliquer  à cette  détermination  la  première  trans- 
formation du  numéro  précédent,  en  faisant 

a = I , O,  . rt  = ü,  è = I ; 

mais  on  y parviendra  immédiatement  en  multipliant  par  x les 
deux  membres  de  l’équation  posée  plus  haut,  et  en  les  diffé- 
rentiant  ensuite.  On  obtiendra  de  cette  manière 

SX  = ix'  — 1 .20^’  I ,2.3x*  — etc., 
d(4x)  - „ , 

— i i = 1 .2ar—i  ,2.3a:’ -f- 1 .2.3. — etc.  ; 

il  'T'  * ’ 
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et  multipliant  la  dernière  équation  par  x,  elle  deviendra 

X 1.2a:’  — 1.2.3a:’ + 1.2.3.4a:*  — etc.  : 

da:  ^ ’ . 

dont  le  second  membre  est  évidemment  égal  à x — * ; ainsi 

l’on  aura 

a:d(*a:) 


X — s : 


da: 


ou 


. i(a:4-i)  , da: 


L’intégrale  de  cette  dernière  est 


i = ^ J' e *da: 


(285). 


Pour  que  l’expression  ci-dessus  réponde  à la  série  proposée, 
il  faut  que  l’intégrale  s’évanouisse  lorsque  a:  = o ; et  si  on  la 
prend  jusqu’à  a:=i,  on  aura  la  quantité  correspondante  à la 
série  divergente 

I — 1.2-1-  1.2.3 — 1.2.3.4-h  etc. 

426.  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le  moyen  de 
représenter  des  portions  de  la, série 

d « A d’ U A’ 

U -j — — I-  -j — : 

d a:  I d a:’  1.2 


etc., 


en  partant  d’un  terme  quelconque.  Voici  comment  d’Alembcrt 
y parvient,  et  démontre  en  même  temps  le  théorème  de  Taylor 
(Recherches  sur  différents  points  importants  du  système  du 
monde,  tome  1,  page  5o  ) ; 

Soit  u'  ce  que  devient  la  fonction  u,  lorsqu’on  y change  x en 
a:-i-A;  en  posant 

tt'  = M P, 


et  différentiant  par  rapport  à A,  qui  n’entre  pas  dans  «,  il  vient 


d«'  dP  . 
dÂ  = dÂ’ 
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_ . d*M'  d"«' . - d"a'  d*a  „ 

Ensuite  comme  -jp  = (89) , cl  que  = ^ + V, 

V désignant  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  h,  on  peut  faire 


du' d M ^ 


en  différentiant  de  nouveau  par  rapport  à A,  on  a 
d'u'  dQ  ^ JA 

dA^  = dl’  ^-JdF'**’ 

d«'  du  /"d’u' J , rdw'j.  du  A r Td’u  , , 

0-=d^+j-dÂ*'*'^’  JdÂ‘*^=d^T+jj  dF'^'*’' 
, du  A rr^’M'jA, 

“=“-^d^T+jjTF‘*'^' 


Posant  encore 


d’ u'  d’ H 


dA’ 


dx’ 


R. 


on  trouve 


d’u'  dR  ...  O 


d’u' d’ U rd>u'  . . 

. dA’~dx’’^J  dA*  *’ 

, du  A d’u  A’  rrrd’“'jA, 
dx  I dx’  1.2  J J J 

En  continuant  ainsi,  on  arriverait  à ' ' 


, d H A d’ U A* 

U — U H — j—  — I-  - — - . . . 

dx  I dx’  1.2 


* A*~‘  r"  d"u' 

X*-'  i.2...(n — ')  dA*  *’ 


d*-'  U 
d 


les  intégrales  étant  prises  de  manière  à s’évanouir  lorsque 
A =:  O,  parce  que  u'  redevient  u.  ■' 
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® = ~'.U-0  1 * - (n-t)A’-^  /H  Ad  A 


1.2.  .(n — 1) 

(n—t)  In — 2) A"-' 


1 .2 


- /II  A’  d A — etc.  ; 


et  il  est  facile  de  voir  qu’on  peut  substituer  à la  série  ci-dessus 
l’expression 


t .2, . . l/l — I 


/H(t  — A)"-'dA, 


prise  depuis  A = o,  pourvu  qu’on  change  après  l’intcgration  j 
en  A ; car  si  l’on  développe  cette  expression,  qu’on  passe  hors 
du  signe  / les  puissances  de  t qui  multiplient  les  différents 
lerrnes,  et  qu’on  fasse  ensuite  / = A,  on  retombera  sur  la  série 
proposée. 

. 11  suit  de  là  que 


du  A 
6x  I 


d’u  A’  d“~‘M  A"“' 

dx'  1 .2  ‘ da:*“‘  1.2. . (n  — 1) 


pourvu  qu'on  prenne  l’intégrale  de  manière  qu’elle  s’éva- 
nouisse lorsque  A = o,  et  qu’on  change  ensuite  t en  A. 


d*«' 

On  peut  dans  cette  formule  remplacer  par 


d’u’. 
dj:*  ’ 


et  si 


l’on  fait,  sous  le  signe  intégral,  t — A = zt,  ou  A = t(i  — z), 
on  aura  ‘ 


A)"~'dA  = 


d Z. 


Les  limites  de  l’intégrale  seront  alors  a = i , 2 = o ; on  la  ren- 
dra positive,  en  renversant  l’ordre  de  ces  limites,  c’est-à-dire 
en  la  prenant  depuis  a = o jusqu’à  2 = 1:  enfin,  sortant  <•  du 
signe  /,  et  écrivant  A au  lieu  de  t,  le  dernier  terme  de  lai 
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formule  ci-dessus  deviendra 

A"  /*d"M'  , 

1 1 — 2*-'d^. 

^ 1.2  — (n  — ijjdx" 

C*est  Lagrange  qui  a donné  ce  dernier  théorème,  mais  d’une 
autre  manière,  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques, 
2*  édit.,  n“  35  et  suivants. 

Il  s’en  sert  pour  prouver  qu’on  peut  toujours  rendre  la 
somme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor,  à partir  d’un 
terme  donné,  plus  petite  que  le  précédent.  Soient  M et  m la 

d"  u! 

plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  > dans 
l’intervalle  de  x à x -h  A ; on  aura 


/ 


d"«' 

dx" 


Z"-'  d 2 <[  M f 2"~'  dz  et 


>mfz"-^ûz. 


d" 

si  le  coefficient  différentiel  ne  change  point  de  signe  ou 

ne  devient  point  infini  dans  cet  intervalle  (234).  Entre  les 

limites  données,  les  deux  dernières  intégrales  sont  — et— : 

n H 

et  en  prenant  A d’une  petitesse  convenable,  on  rendra  la 
A* 

quantité  ^ ^ M aussi  petite  qu’on  voudra,  vis-à-vis  de 


A"-i  d"“'«  _ 

1.2. ..(re — i)  dx^‘ 


428.  C’est  de  cette  manière  que  les  intégrales  définies  ser- 
vent à évaluer  des  quantités  qu’on  obtiendrait  difficilement, 
par  d’autres  moyens  ; elles  prennent  souvent  des  valeurs  re- 
marquables. 

On  voit  à la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de  Tinté- 


— * (i  X 

■>  rapportés  dans  le  n“  197,  que  ces  expressions 

Vi— x' 

se  réduisent  à un  seul  terme,  lorsqu’on  les  prend  entre  les  li- 
mites x = o et  x = I ; et  Tare  A devenant  égal  au  quait  de  la 
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circonférence,  on  a les  deux  suites 


dx 

TT 

f'  xdx 

v/i  — x' 

2, 

J \/ 1 — 

x'‘dx 

I .TT 

r ar’dar 

2 

V^i  — ar’ 

J V^i-ar’ 

3’ 

ar^da: 

1 .3tc 

r ar’dar 

_ «-4 

V^i  — X- 

2.4.2^ 

J I — X’ 

3.5’ 

,x‘dx 

1.3.5>r 

r x’dx 

2.4.6 

^T—x’ 

2.4.6. 2 ' 

J V^‘— 

3.5.7’ 

ar'dar 

J 3.5.7W 

^ x’dx 

2. 4. 6. 8 

v/i  — ar’ 

2. 4. 6. 8. 2 * 

J 7'  — 

3.5  7.9* 

etc. 


desquelles  on  conclut,  en  général, 

■ I 


x^dx  i.3.5...(ar — i] 

2.4.6. . .2r 


I 


^1  — ar’ 
x^'+>dx 


— » 
2 


2.4.6. . .2r 


3.5.7. ..(2r-(-i) 
Le  produit  de  ces  résultats  donne  d’abord 


ax^'dx  ^ I TT 

)/l  ) \J  >/l—X‘ ) 2T+I2 

En  divisant,  au  contraire,  le  second  par  le  premier,  on 
trouve 


I 


x'''*''dx 


2. 2. 4. 4* 


V^i  — x^ 2 

x’'dx  ir  i.3.3.5.5...(2r  — i)  (ar  — i)(ar+i) 

'• 


Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  membre  de  cette 
équation,  lorsqu’on  pousse  le  nombre  des  facteurs  du  second 
Jusqu’à  l’infini,  ou  lorsqu’on  fait  r infinie,  je  prends  x"  — z; 
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les  limites  de  2 sont  les  mêmes  que  celles  de  a;;  mais  on  a 


Le  rapport  des  différentielles  étant  2^'',  approche  d’autant  plus 
de  a"  ou  de  i,  que  le  nombre  r augmente  ; et  en  passant  à la 
limite,  on  peut  regarder  ce  rapport  comme  égal  à i ; il -en  sera 
alors  de  même  de  celui  des  intégrales,  puisqu’elles  commen- 
cent et  finissent  en  même  temps  : on  conclura  donc  de  là 

2 2.2.4.4-8-8-8.8.  lo.io.etc.  ^ 

w 1 .3. 3. 5. 5. 7. 7. 9. 9. 1.1  etc, 
et  par  conséquent 


n a.a.4-4-8.6.8.8.10. 10. 12. etc. 

2 1 ,3.3.5.5.7 .7 .9.  9.  1 1 . 1 1 . etc. 


Cette  expression  remarquable  du  quart  de  la  circonférence  du 
cercle  est  due  à Wallis. 


429.  Une  transformation  de  l’équation 

/ r ar^da;  N / Ca:’'^'da;\  i ir  , 

[J  j [J  / ~~^f+  I 2 ' 


conduit  à la  valeur  de  l’intégrale  prise  entre  les  li- 

mites t = o,  t = infini,  qui  se  présente  dans  plusieurs  recher- 
ches très-eurieuses. 


Si  l’on  fait  x = e 


l’équation  précédente  se  change  en 
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posant  énsuite  q{2r+i)  = t,  et  mettant  dans  le  second 
membre  la  valeur  de  ar  + i,  tous  les  deux  deviennent  divisi- 
bles par  g ; puis  divisant  sous  les  radicaux  par  zg,  on  obtient 


et  comme  la  limite  de — » lorsqu’on  y fait  g =o,  est 

l’équation  précédente  se  réduit  alors  à 

2 j /e~'’d  / d’ou  /e~‘’d/  = ±i  v^- 

• / 

Mais  f est  infini  quand  x=so,  et  nul  quand  x=i:  les 
limites  de  cette  dernière  intégrale  sont  donc  l’infini  et  o ; et 
comme  la  fonction  e~‘‘  est  toujours  positive,  il  s’ensuit  que  le 
signe  supérieur  répond  aux  limites  o et  l’infini  positif,  et  que 
l’intégrale  se  double  quand  on  la  prend  depuis  / = — infini 
jusqu’à  / = -1-  infini  : sa  valeur  est  donc  alors  v^. 

r • 

i30.  Laplace, considérant  encore  l’expression  fe~^  /"d  la 

met  sous  la  forme  ft”~"  <**d  /,  pour  l’intégrer  par  parties, 

ce  qui  donne 

/e 


m-t-t  , f 


I 


/n-t-i 


je  ‘ t — («— m)/e  ' t d/j. 


Tant  que  l’exposant  « — m est  positif,  la  partie  délivrée  du 
signe  J s’évanouit  entre  les  limites  / = o et  ^ = infini  (99),  et 
il  reste 

/*d/= fe^  t di, 

la  seconde  intégrale  étant  prise  entre  les  mêmes  limites  que  la 
première.  ' , - . 

Si  l’on  fait  m ==  i,  on  aura  * ^ . ■< 


fe~‘  fdt. 


■ f e d /, 
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et  en  répétant  cette  réduction,  on  obtiendra 


fe  ‘ fdt  =-i ^ /e  /— "d r, 

résultat  qui  s’évanouit  par  son  coefficient  quand  « = 2 r — i ( * ) , 
et  qui,  lorsque  n = ar,  donne 

- . (2r— t)(2r — 1 

fe-‘  — ^ i-i i \fn. 

11  est  d’ailleurs  à propos  d’observer  aussi  qu’en  posant 
= JT,  on  a 


n — m 


Je- 


/"d/; 


/MH- 


t-.M'Ï) 


les  limites  de  x sont  alors  i et  o,  et  si  l’on  en  change  l’ordre, 
il  faudra  supprimer  le  signe  — . ... 

En  posant  m = I , n = O,  on  aura 


431.  Je  vais  encor»  rapporter  l’évaluation  de  quelques  autres 
intégrales  qui  présentent  des  conséquences  curieuses  ; je  com- 
mencerai parcelle  de  dx  cosrx,  entre  les  limites  a; =0 

et  a:  = infini,  due  à Laplace  et  remarquable  parle  procédé 
employé  pour  l’obtenir. 

En  posant 

d X cos  rx=  y, 

et  différentiant  par  rapport  à r (281),  on  en  tire 

xdxsinrx; 

d r ■'  ’ • 


(•)  L’inlégralo  prise  entre  les  limites  < = o,  «=oo  ne  peut  évidein> 

ment  jamais  être  nulle,  puisque  tous  ses  élémeots  sent  positifs:  Dans  le  cas 
de  le  facteur  numérique  de  l'expression  obtenue  par  Lacroix  se  ré- 
duit bien  à zéro,  mais  l'autre  facteur,  savoir  1"*^" di , devient  infini. 

J.  A.  S. 
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puis  en  intégrant  par  parties , relativement . au  facteur 
e~*'-'’ard  j:,  on  trouve 


y*  c ^ ^ t 11 

~ sin  rx ^ dx  cos  rx, 

dr  2 a*  't 


r 

2 fl’ 


ce  qui  revient  à 


î!Z=_  -Lr 

dr 


JL 

d r 


O, 


lorsqu’on  suppose  x infini  dans  la  partie  délivrée  du  signe  f. 

L’équation  ci-dessus,  entre  les  variables  j et  r,  a pour  inté- 
grale ■ 

r' 

j = Cr  '**’.(285), 

t ' 

C étant  une  constante  arbitraire  qu’on  détermine  par  la  valeur 
que  prend  y lorsque  r=  o,  savoir  : 


/e-'‘''’d«=^  (429).  . 

' Par  ce  moyen,  on  trouve  • • ' . 

_ r* 

r — e ^ yÇ  ' ' 

•'  ia'^, 

■ N 

Ici  se  montre  un  nouvel  artifice  d’analyse,  qui  consiste  à 
former,  entre  les  intégrales  et  quelques-unes  des  constantes 
qu’elles  contiennent,  des  équations  différentielles  que  l’on 
puisse  intégrer.  Ce  procédé,  et  des  transformations  très-variées 
et  très-ingénieuses,  ont  considérablement  multiplié,  dans  les 
recherches  de  MM.  Laplace,  Legendre,  Poisson,  Georges  Bi-  ' 
done  et  Cauchy,  les  déterminations  des  intégrales  définies, 
dont  Euler  avait  déjà  montré  de  beaux  et  nombreux  exemples; 
mais  il  reste  encore  à désirer  une  méthode  uniforme  qui  réu-  ' 
nisse  en  un  seul  corps  toutes  ces  recherches,  au  progrès  des- 
quelles paraît  attaché  maintenant  celui  de  plusieurs  branches 
importantes  de  la  Physique  mathématique. 

432.  Si  l’on  fait  « = o,  dans  darcosrx  et  dans  sa 

G'  «I.  II.  ' • '■  6 
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' valeur,  en  observant  que  . 

^ 

vÇ 

%a  r* 

eM\a 

r' 

et  que  la  limite  de  e^“*2a  (99)  est  alors  l’infini,  ôn  obtient 
Jàx  cosrx  = o, 

entre  les  limites  ar  = o et  a:  = infini,  résultat  qu’il  aurait  été 
difficile  de  prévoir.  En  effet,  on  a,  en  général , 

f dar  cos  rx  = ^ sin  ix  -i-  consl.  (217)  ; 

à la  première  limite,  où  ;r=:o;  la  fonction  sinrar=^o;  mais 
que  devient-elle  lorsqu’on  suppose  l’arc  x infini,  doit-on  alors 
le  regarder  comme  exactement  égal  à un  nombre  entier  de  cir- 
conférences? C’est  ce  qu’on  ne  voit  pas.  Tout  ce  qu’il  est  per- 
mis d’affirmer,  c’est  qu’aucun  arc  assignable,  quelque  grand 
qu’il  soit,  ne  peut  tenir  la  place  de  x : sin  rx  est  donc,  dans  ce 
cas,  une  quantité  indéterminée.  11  n’en  est  pas  de  même  de  la 
valeur  de  fe~“^Axcosrx,  à cause  du  facteur  é7“'^ , qui 
diminue  toujours  à mesure  que  x augmente;  et  puisque  cette 
intégrale,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité,  a pour  limite 
/dxcosra:,  la  valeur  de  celle-ci  sera  la  limite  de  celle  de  la 
première. 

On  connaît  encore  d’autres  moyens  de  confirmer  ce  résul- 
tat , auquel  Euler  est  parvenu  en  considérant  l’intégrale 
f é~'‘^Ax  cos  rx,  k désignant  une  constante  quelconque.  Si  l’on 
intègre  par  parties,  en  commençant  par  le  facteur  da;  cos  r.r, 
on  aura 

cos  ro:  = **sin  rr'-h  - re~^^  Axsvcv  rx, 

J r r 

( . 

puis,  en  opérant  sur  Ax  sin  rx, 

fe~'^Axs\nrx  = — ^e~*'cosrr — ~ Je~*‘*Axcosrx, 


•'s  - 
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/ ff'\  r — *r  J > ■ tf  —kr 

(i-*-—  Ije  " dj?cosrx=-e  *^sin  rr  — — e cosrx, 
et  par  conséquent  ' 

( r sin  rr  — cos  rx) 


fe  dx  cosrx  — 


r’+  Ar’ 


Entre  les  limites  x = o ei  x = infini,  l’expression  qu’on  vient 

k ' . 

d’obtenir  se  réduit  à ^ quantité  qui  devient  nulle  lors- 
que If  s’évanouissant,  l’intégrale  proposée  se  change  en 
J'dx  cos  rx. 

En  reprenant  l’équation 

_/’«—** da:  sin  rx  — — ~ e~*^ cosrx  — ^ Je~'^dx  cos  rx, 

et  mettant  pour  l’intégrale  du  second  membre  sa  valeur  déjà 
trouvée,  on  arrive  à 

( r cos  (tr  -f-  A'  sin  rx) 


Je  **da:sinrx  = — 


r»4-Ar» 


valeur  qui  se  réduit  à - — r-  ? quand  on  la  prend  entre  les  li- 

c-  n n* 

mites  a:  = O et  a:  = infini. 

La  supposition  de  A"  = o donne  . „ 

yd X sip  ra:  = 

autre  résultat  remarquable,  qui  ne  parait  pas  suivre  immédia- 
tement dp  l’expression 


fdx  sin  rx=  — - cos  rx  + 


const. 


433.  La  transformation  des  quantités  réelles  en  imaginaires 
est  un  artifice  d’analyse  qui  a fait  découvrir  plusieurs  inté- 

fi. 
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grales  définies  remarquables.  Nous  emprunterons  ici  un  exem- 
ple à Fourier  (*). 

Lorsque  dans  l’inlégrale  /e~‘'d/=  (429),  on  fait 

/ 

_ x(i  i) 

' t/2  ’ • . 

on  en  lire 

I -t-  \j~\  _^.ucr;  pi 

-r-7= Je  •dÆ-=V’r; 

et  comme 

cos(2T>)  — v^— I sin(x’)  (187), 

on  obtient  ensuite 

' ' , ^ ^ j_/da;  cos  (ir’)  — I /da:  sin  (jr’)|  = \/jr.  ’ 

\0. 

En  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  de 
cette  équation,  on  en  déduit  deux  autres,  savoir  : , 


. ^ {/da:  cos(jr’) -t-  fdx  sin{x^)\=  \/it , \ 

/da?ros(it’)  — /dxsin(a:’)  = o, 

d’où 

fdxcos(x’)  = /dx  sin  (x’)  = ^ 

les  limites  de  x étant  — l’infini  et -4- l’infini  comme  celles  de,  t. 

Il  faut  observer  que  cet  artifice  a été  employé  surtout 
comme  moyen  de  recherche,  et  qu'on  s’est  attaché  à en  véri- 
fier les  résultats  : ceux  que  je  viens  de  rapporter  sont  connus 
d’ailleurs.  , ’ 

434.  La  continuité  qui  existe  entre  les  diverses  valeurs  que 
prend  une  intégrale,  en  raison  de  celles  qu’on  assigne  aux 
quantités  dont  elle  dépend,  a donné  lieu  d-’appliquer  les  inté- 
grales définies  à l’interpolation  des  suites  (388). 


( ■ ) Théorie  de  la  €haleury,p,  53’3.' 
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Lorsqu’on  fait  m = O,  dans  le  développement  de  J’Æ^dx(lj:)" 
(208),  et  qu’on  prend  cette  intégrale  entre  les  limites  = o 
et  j;  = i,  pour  lesquelles  la  partie  délivrée  du  signe  f,  com- 
posée de  termes  de  la  forme  a; (la;)'’,  s’anéantit,  parce  que  r est 
positif  comme  n (99),  il  ne  reste  que  le  dernier  terme,  et 
l’on  a • 

ydx(la:)"  = ±i..2.3. . .w, 

-f- quand'»  est  pair  et — dans  le  cas  contraire.  On  évite  cette 
distinction  en  donnant  le  signe  — à la:,  ce  qui  change  l’équa- 
tion ci-dessus  en 

< y do?( — \xY=  y do:  = 1 .2.3.  . 

résultat  qui  s’obtient  tout  de  suite,  en  observant  que 

et  qu’entre  les  limites  a:  = o,  a:  = i , on  a seulement 

yd.r(|i)’'=nydo:(l^)". 

On  pourra  donc  regarder  l’intégrale  fdx  ^1  comme  expri- 
mant le  terme  général  de  la  série  des  produits 

I,  I,  1.2,  1.2.3,...,  1.2.3,...,  rt,  etc., 

correspondant  aux  indices  ' 


, «,  etc.; 


et  en  effet  elle  en  a toutes  les  propriétés  connues  pour  les  va- 
leurs entières  de  n (*).  En  donnant  donc  à cet  exposant  des 
valeurs  fractionnaires  ou  même  irrationnelles,  on  introduirait 
dans  la  série,  des  termes  intermédiaires  assujettis  à la  même 
loi  que  les  autres. 

) Pour  voir  comment  le  premier  terme  de  la  suite  supérieure  correspond  à 
zéro  dons  la  suite  inférieure,  il  faut  faire  n = o dans/d  x .qui  devient 

alors /d  X = X =3  I , dans  les  limites  prescrites.  ' 
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Le  cas  où  n = - est  des  plus  remarquables  ; car 

. I I * 

’ = i»«  («). 

Vandermonde  et  Kramp  avaient  proposé,  il  y a longtemps, 
d’introduire  dans  l’analyse  la  fonction  qui  représente  le  terme 
général  de  la  série  ci-dessus,  comme  exprimant  un  nouveau 
genre  de  quantités  transcendantes,  douées  de  propriétés  re- 
marquables par  leur  analogie  avec  celles  des  puissances^  et 
depuis,  Legendre,  s’attachant  à leur  expression  en  intégrales 
définies,  en  a déduit  beaucoüp  de  relations  très-utiles,  en  a, 
calculé  des  tables  numériques  fort  étendues,  et  les  a dési- 
gnées par  la  caractéristique  r,  en  posant  pour  définition 


en  sorte  que 


r («  H-  i)  = ht  (n), 


435.  L’expression  de  - trouvée  dans  le  n“  428,  entre  dans 

une  formule  donnée  par  Stirling,  pour  calculer  la  somme  d’une 
suite  de  logarithmes  appartenant  à des  nombres  en  progres- 
sion par  différence,  et  à laquelle  on  peut  parvenir  comme  il 
suit. 

Par  le  n°  411,  on  a . , 


,,  I , I h du  /P  d'M 

= 7-  J udx-h-  « -I 7 ^ 

2 12  dx  720  dx‘ 


H-  etc.  -h  const.’. 


etsi  l’on  fait«=larctA=i,  enobservantque  fdx\x—x\x—x 
(208),  on  obtiendra  • ' 

I I 


Sla:=:arlÆ;  — x — Ijch ^ — - ■ 

2 Ï1X  _ aooaP 


etc.-t-coHi/. 


On  ne  saurait  déterminer  la  constante  en  faisant  t = i, 
parce  que  la  suite  des  coefficients  numériques  finit  par  être 

'(  ■ ) Vo/.  le  Trailr  in- ,®,  t.  III,  p.  41 1,  481.  ' - 
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divergente  : on  a recours  à l’expression  de  tt  du  n"  428.  En 
passant  aux  logarithmes,  et  s'arrêtant  au  nombre  pair  2x  dans 
le  numérateur,  on  obtient 

' 2l2+2l4+2l6+2l8-4-2llO...-t-2l(2Ær— 2)H-l2X  • 

* * I — Il  —213 215— 2I7— 2 I9... 2l(2X  — 3)  — 21(22:— i); 

et  en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x infini,  on 
trouve,  par  le  moyen  de  l’expression  précédente  de  Six, 

I1+I2+I3  + I4.  --t-lx  = CO/M/.  + ^ X -t- I X — X, 

Il  +12  + 13-I-14.  • .+l2x  = const.  -H  ^2X4-  I2X  — 2x, 

l24-14+16”-  + l2X  = Slx+xl2ï=  co/wl.  4-  ^ x4-^^  Ix 

4-  Xl2  — X. 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde,  il  vient 
Il  4-134-154-l7...4-l(2X— i)  = xlx  4-  ^x  4-  I2  — x, 
d’où  l’on  conclut  , ’ 

2I24-  2I4  4-2I6.  . .4-  2l(2X 2)4-l2X 

— all  2I3 2I5..  . 2I  (2X  — 3)  — 2l(2X  — 1) 

= 2 const.  +2  ^X4-  1x4-  2xl2—  2X-^l2X 

- 2x1  X — 2 ^X-H  l2-t-2X  ; 

cl  comme  le  premier  membre  de  celle  équation  est  égal  a 
Ijt  — I2,  on  obtient,  après  la  réduction  du  second. 


d’où 


1 TT  — 1 2 = 2 const.  — 2 1 2, 


I I -- 

const.  = - ( lir  + 1 2)  = - 1 2t:  = 1 \J}.v  , 


f 
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résultat  bien  remarquable,  et  d’après  lequel  on  a 


Slar  = -l2»r-t-arlx  — a:-|--lÆ:H ^ — - 

2 2 - I2X  3oox’ 


■etc., 


On  rendra  cette  équation  propre  à un  système  quelconque  de 
logarithmes,  en  multipliant  par  le  module  les  termes  dans  les- 
quels il  n’entre  point  de  logarithmes  (*). 

Pour  en  donner  une  application,  je  rapporterai  le  calcul 
qu’Euler  a fait  de  la  somme  des  logarithmes  des  looo  premiers 
nombres  des  tables,  c’est-à-dire  de  la  valeur  de 

Il -f  I2  4- 13. . . .-4- 1 1000. 

La  caractéristique  1 désignant  des  logarithmes  ordinaires,  le 
module  sera,  pour  abréger,  représenté  par  M ; et  si  l’on  fait 
j:  = looo,  on  trouvera  ’ 

xlx  ==  3ooo,ooooooooooooo 
1 ,5oooooooooooo 


4-  - l:c  = 
2 


■ — Ï2V  = 
2 

Mx  = 

M _ 

I2X 

M 


O >399089934 1790 

434 , 29448  « 9o3a5 1 8 
0,0000361912068 


3602:’ 


=■  — O , oooooqooooo 1 2 


résultat 2.567,6046442221328 

(*}  Lorsqu’on  passe  des  logarithmes  aux  nombres»  cette  équation  donne 

-'.es  . ■ * . 


jf-f-- 

1.1.3  ,x  =:^27r  . -r 


en  repFéeeotani»  pour  abréger»  par  i ta  série 


et  comme 


— i-+-etc.; 

I2X  3(>OJC 


t*î=H h -ri — (27), 

I 2 1.5.3  ^ ' 
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mais,  suivant  la  notation  du  n®  414,  . 

Il  + 12  + 13. . .^liooo  = Il  .2,3. . . 1000  = l[iooo]'*”; 
on  aura  donc 

1 [1000]'”’  = 2667 ,6046442221328. 

On  apprend  par  là  que  le  nombre  [looo]'»”,  dont  le  calcul  est 
presque  impraticable,  doit  avoir  2568  chiffres,  et  que  les  sept 
premiers  chiffres  sur  la  gauche  sont  4023872,  en  sorte  qu’il 
est  compris  entre  les  nombres  qui  résultent  de  4028872  et  de 
4023853,  suivis  chacun  de  256i  zéros.  Cette  connaissance  suf- 
fît dans  beaucoup  de  recherches  où  l’on  ne  demande  que  les 
rapports  des  produits  de  grands  nombres  ; et  dans  ce  cas,  la 
‘ valeur  approchée  de  ces  rapports  devient  précieuse  par  l’im- 
possibilité où  l’on  est  d’effectuer  les  calculs  nécessaires  pour 
' arriver  à la  valeur  exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  présente 
alors  un  obstacle  aussi  insurmontable  que  la  diflîculté  d’ex- 
primer rigoureusement  une  fonction  transcendante.  Laplace  a 
beaucoup  étendu  cette  recherche,  dont  les  applications  sont 
très-fréquentes  dans  le  Calcul  des  probabilités. 

436.  Les  intégrales  définies,  donnant,  comme  on  vient  de  le 
voir,  des  sommes  de  séries,  ont  été  employées  avec  succès 
par  MM.  Laplace,  Parceval,  Fourier,  Poisson  et  Cauchy,  pour 
exprimer  les  intégrales  des  équations  différentielles  partielles, 
telles  que  celle  du  n°  352,  qui  ne  peut  pas  s’intégrer  en  termes 
finis. 

Laplace  a reconnu  que  la  série 

« = ?(^)  "l- î"(^)  7 W + etc.,. 


81  Ton  développe  les  puissanees  de  t suivant  celles  de  x,  on  trouvera 

/•  / 

. . I I i3q 

, , • iix  5i8/|Ox*  * 

résultat  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  la  page  13g  de  la  Theorie  analfti^ue  des 
probabilités^  par  I.nplace.  ' 


^ Digilized  by  Google 


go  des  différences 

obtenue  dans  le  n°  353,  n’était  que  le  développement  de  l’in- 
tégrale • - - 

prise  par  rapport  à t,  entre  les  limites'i  = — infini  et  / =-|-in-' 
fini,  la  fonction  f étant  arbitraire.  C’est  ce  dont  il  est  facile  de 
s’assurer  comme  il  suit. 

En  développant  <f{x  par  le  théorème  de  Taylor, 

on  a premièrement 


— if[x)Je~'‘'dt-h^^  f' (x]fe  ‘".2/df 


3 ' 


H 7 ÿ"(^)  à i6  -i- etc.,  ' 

Secondement,  les  intégrales  qui  reslonl  dans  le  développe- 
ment, s’évanouissent  pour  tous  les  exposants  impairs,  et  dans  ■ 
le  cas  contraire,  sont  égales  à ‘ 

^ '■  s'^  (430),  . > 


à cause  qu’elles  sont  prises  entre  les  limites  — infini  et  -t-  in- 
fini. En  substituant  ces  valeurs,  et  renfermant  dans  la  fonction 
arbitraire  y (or)  le  facteur  constant  v'ïr,  on  trouve  précisément 
la  série  proposée  : l’équation 

d’3 âz 

- Ax'~  Ay^  . ..  ' ’ 

I 

a donc  pour  intégrale  - - '■ 

Z ~ fe~‘' Alif{x -yît^y). 
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■ Cette  intégrale  se  vérifie  aisément.  On  obtient  par  la  diffé- 
rentiation sous  le  signe  (281), 

^ d / <p"  ( a:  + 2 / v(r  ) ’ 


Az 

dj 


-^/e  ‘’td/f'(j:-i-2fv(r) 


— + v^)-(-/e  '*d  <<(."  (a:+ 2<  V'r)» 

2 VT 


en  Intégrant  par  parties,  relativement  au  facteur  d / ; et  si 
l’on  suppose  la  fonction  ■2.t\Jÿ)  telle  que  son  produit 

par  e“‘’  demeure  nul  lorsque  t = infini,  ^ prendra  la  même 


1 d*z 

valeur  que 


437.,  Lorsqu’on  a intégré  l’équation  différentielle  partielle 
d’un  problème,  il  reste  encore  à déterminer  les  fonctions  ar- 
bitraires introduites  par  cette  opération,  ce  qui  présente  sou- 
vent de  grandes  difficultés.  Fourier  les  a d’abord  évitées,  dans 
ses  recherches  sur  la  chaleur,  en  employant,  au  lieu  des  inté- 
grales avec  des  fonctions  arbitraires , des  développements 
comme  ceux  que  j’ai  indiqués  dans  le  n“  352,  qui  sont  formés 
d’un  nombre  indéfini  de  termes  contenant  des  coefficients  et 
des  exposants  arbitraires  {*).  La  détermination  de  ces  quanti- 
tés, d’après  des  conditions  données,  l’a  conduit  à des  transfor- 
mations qui  paraissent  acquérir  beaucoup  d’importance  pour 
la  solution  des  questions  physico-mathématiques,  et  dont,  par 
cette  raison,  je  vais  donner  une  idée. 


(*)  L*cquation  dont  Fourier  s'occupe  on  premier  lieu,  revient  à 
d*  c d*  s 

'ÏÏ7-  + ,Ï7’  = '’’ 

et  par  le  n»  SitI  > on  trouve  pour  son  iiité^le  complète 

, r = P (r  — ij-t-itir-t-xl/— i). 
{Thcoiicde  la  Chaleur^  p.  iGi  et  ao^.) 
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Je  prendrai  pour  exemple  l’équation 

' d*  2 d Z ; • 

dar’  d/ 

" I “ 

déjà  traitée  (352  et  436).  En  posant  z = Xe””'  sin  nx,  on  la  ré- 
duit aisément  à — n^  = m,  ce  qui  donne  l’expression  indéfinie 

Z = sin  nx -f-  Aie~"‘^sin  n,x  etc.  (*). 

Cela  posé,  si  la  valeur  de  z devait  en  outre,  lorsque  y = o, 
se  réduire  à une  fonction  donnée  f(Æ’),  cette  condition  exige- 
rait une  détermination  des  coefficients  n et  A,  telle  que 

f(x)  = A sin  nx  -(-  A,  sin  n,a:-|-  A, sin  n,x  + etc., 

ce  qui  revient  à transformer  la  fonction  f(x)  dans  une  série  * 
ordonnée  suivant  les  sinus  des  multiples  de  l'arc  x. 

On  trouvera  sans  peine  que  l’équation  différentielle  proposée  ' 
admet  encore  le  développement  indéfini 

z = A cos /w: -t- A,  cos /iiX -t- etç. 

et  la  condition  à remplir  serait,  dans  ce  cas, 

f(j-)  =r  A cos  n.r -H  Al  cos  «I  .r -H  A,cos  -r  etc.', 

c’est-à-dire  la  transformation  de  f(:r)  en  série  ordonnée  sui- - 
vant  les  cosinus  des  multiples  de  l’arc  x. 


(*)  Ce  déTeloppcment  est  implicitement  compris  dans  eelni  que  j’ai  donné 
11°  5i>8.  Pour  l'on  Taire  sortir,  il  sufSt  de  changer  h l’endroit  cité  n en  — n’,  ou 

^ en  ±n^—  i , puis  A en  ± — ^ , ce  qui  donne  pour;  les  deux  expressions 

— «‘/-Knxv/—  I — — «jV— I 

A e A c 

<ioiik  la  somme  ' - ' 


Il  en  est  de  même  pour  tous  les  autrc>  termes. 


sirtnr  (IftT). 
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On  connaissait  déjà  plusieurs  développements  de  cette  es- 
pèce : Euler  avait  remarqué  que 


a:  = sina: sin  2X -i- ^ sin  3a:  — etc.  (*) 

2 3 ' ' 


(IVovi  Comment.  Jcad.  Petrop.,  t.  V,  p.  2o4),  formule  qui  ré- 
sout le  problème,  lorsque  f(a:)  =x,  puisqu’on  en  déduit 

' ‘ ■ a • O 

a:=asina: sin  ax -h  ■=  sin  3a: — etc. 

2 3 

= Asin  nx  -H  AiSin  n,a:-t- A,  sin  n,x  -f-  etc.  ^ 


(*)  Cettè  série  est  rapportée  dons  ie  Traité  in-4°,  t.  I®'',  p.  g'j  ; et  Yoiei  lo 
moyen  employé  pour  y parvenir.  La  formule 

ma  . H tt*  «•  U*  . _ _ , 

1(1-+-“)=  7 — - -t- 3 - -t-otc.  (20).  - , 

\ 

lorsqu’on  y change»  en  donne 
et  par  la  soustraction,  on  en  déduit 

i(n-«)-i  i + ii-')  = i r;  = '“ 

• . I -T-  U 


M — U * II*  — II*  — U 


'6tC. 


"*1  a 3 

Faisant  alors  « = e* , d’où  il  soit  lu  = x>J — 1 , 

a’"  - U-”  = c“  - c-"“ = a /rr  sin  mx, 


on  aura,  par  la  substitution  de  ces  valeurs. 

sin  1 JT  sin  3ar 


. * . . /sin  A’  $ 

et  par  conséquent 


i3»  \ 

î — “*•)> 


-jf=:sini sin  3x -(--sin  3x  — etc. 

2 2 3 

De  plus,  comme  x’=a  /xdx,  x*  = 3 / x’dx,  etc.,  on  remonterait  sans 
'peine  aux  puissancca  supérieures  de  x,  ainsi  que  Daniel  Bernoulli  l’a  fait,  mais 
pour  un  but  différent,  dans  les  Novi  Commrnt.  Acad.  Petropolitana,  ann. 
page  9.  < ' 
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Je  prendrai  pour  exemple  l’équation 

t • 

. ' d’ 2 d Z ; • 

da:’  d/’ 

déjà  traitée  (352  et  436).  En  posant  z = A.e"”'  sin  nx,  on  la  ré- 
duit aisément  à — n‘  = m,  ce  qui  donne  l’expression  indéfinie 

Z = Ae~"’-’'sin  7ir-f- Aie~"‘-’'sin  n,ar -t- etc.  (*). 

Cela  posé,  si  la  valeur  de  z devait  en  outre,  lorsque  y=^o, 
se  réduire  à une  fonction  donnée  f(a;),  cette  condition  exige- 
rait une  détermination  des  coefficients  n et  A,  telle  que 

f(x)  = A sin/M;-l-  A,  sin  n,a:-i-  A,sin  n,x  + etc., 

ce  qui  revient  à transformer  la  fonction  f(a:)  dans  une  série 
. . ordonnée  suivant  les  sinus  des  multiples  de  l’arc  x. 

On  trouvera  sans  peine  que  l’équation  différentielle  proposée 
admet  encore  le  développement  indéfini 

z = A*~"’-^ cosna: Are”"'-’’ cos  «la;  H- etç. 
et  la  condition  à remplir  serait,  dans  ce  cas, 

f(a-)  A cos  na- + Al  cos  «1  a:  + k,cosniX  -r  etc.’, 

c’est-à-dire  la  transformation  de  f (a:)  en  série  ordonnée  sui-  - 
, vant  les  cosinus  des  multiples  de  l’arc  x. 


(*)  Ce  déTeloppcment  est  iroplicUement  compris  dans  celai  que  j'ai  donné 
II®  5i>2.  Pour  l’en  faire  sortir,  il  sutlU  de  changer  à Pcndroit  cité  n en  ~ n',  ou 

yfn  en  ±n\^—  i , puis  A en  ± t ce  qui  donne  pour  5 les  deuJt  expressions 

’v-* 

— Il*/  -4-  nxyj—  1 — «*/  — 1 

A e A e 


dont  la  somme 


-'■vie  ’ _e  ^ ) —n'r 

^s=Ae  sirinr  (187). 

av'-» 


Il  en  est  de  même  pour  tous  les  autre'  termes. 
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l • ^ N 

On  connaissait  déjà  plusieurs  développements  de  cette  es- 
pèce : Euler  avait  remarqué  que 

-a:=sina:  — - sin  ajc -h  4 sin  3 a?  — etc.  (*) 

2 2 O 

{Novi  Comment.  Acad.  Petrop.,  t.  V,  p.ao4),  formule  qui  ré- 
sout le  problème,  lorsque  t{x)=x,  puisqu’on  en  déduit 

a:=2sinx  — - sin  aar  + | sin  3a: — etc. 

2 3 

= A sin  na: -(- At  sin  n,  a: -h  A,  sin  n,  a: -t- etc. , 


( * ) C«ttè  série  est  rapportée  dans  le  Traite  in-4®>  t.  p.  gj  ; et  voici  le 
pioyen  employé  pour  y parvenir*  La  formule 

lC,  + o)=2-^’-l-|-^‘  + e.c.  (20).  - ,< 

lorsqu'on  y change  u en  u donne 

, , \ u“"'  u~^ 

l(.,  + u-')  = — - — + -J ^-Ketc.; 

t ' 

et  par  la  soustraction,  on  en  déduit 

l(H-u)-l(n-ii“‘)  =1 

. ■ ^ etc.  ^ 

I a 3 

Faisant  alors  « = c*  j d’où  il  suit  1 u =■  x )/ — i y 

ü”  — u“”=  = a Biu  OTX, 

r , • 

on  aura,  par  la  substitution  de  ces  valeurs. 


(sin  X sinax  sin 

— r 


ins3x  \ , 

_^etc.j, 


et  par  conséquent 


ix  = sin  X — -sin  ar -+--îsin  3x  — etc. 
a 2 i 

De  plus,  comme  x*  = a _/"xdx.  x*=3  J" x*dx,  etc.,  on  remonterait  sans 
'peine  aux  puissances  supérieures  de  x,  ainsi  que  Daniel  Bernoulli  l’a  fait,  mais 
'pour  un  but  différent,  dans  les  Novi  Commrnt.  Acad.  Pelropolilana,  ann.  177a, 
page  9.  ^ ‘ • -- 
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d’où  il  jésuite; 

fi  ™—  I*  fit  fl-l  3,  0tC*|  • 

A=-<-»  A,=— Aî  = -5»  etc., 

I 2 3 

s = 2 ^c”^’sinar—  i e~^’sin  2a:  + i e~9’^’  sinSa:  — etc.^ 

438.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  autres  cas  particuliers; 
nous  passerons  au  problème  plus  général:  exprimer  une  fonc- 
tion quelconque,  par  une  série  formée  de  sinus  ou  de  cosinus 
des  multiples  d'un  arc.  Les  recherches  sur  le  système  du 
monde  avaient  conduit  Euler,  dès  1748,  à s’occuper  de  ce  pro- 
blème; puis  Clairaut  l’énonça  d’une  manière  fort  étendue 
[Mém.  de  V Acad,  des  Sciences,  année  1784,  p.  545),  et  en 
donna  une  solution  très-ingénieuse  {*)-  Fourier  y fut  conduit 
aussi  dans  sa  Théorie  de  la  Chaleur;  mais  le  procédé  qu’il  em- 
ploie pour  opérer  ces  développements,  et  que  nous  allons, 
suivre,  se  trouvait  déjà  à la  p.  1 15,  'du  t.  XI,  des  Nova  acta  . 
Acad.  Petrop.  (imprimé  en  1798),  comme  l’a  remarqué M.  Ja- 
cobi.  Euler  n’applique  ce  procédé  que  sous  la  condition  qu’on  ' 
s’est  assuré  a priori  que  la  fonction  est  développable  dans  la,  - 
forme  assignée,  et  nous  ferons  la  même  hypothèse. 

Soit  premièrement  ; . -- 

f (x)  = a,  sinx-f- fl, sin  ax-f-Oj sin  3a: -1- etc.,  , 

où  les  multiplicateurs  de  l’arc  x sont  la  suite  des  nombres  na- 
turels. 

En  changeant  X en  t dans  cette  équation,  multipliant  ensuite 
les  deux  membres  pard/sin  nt,  et  prenant  les  intégrales  depuis 
/ = O jusqu’à  désignant  la  demi-circonférence,  on  aura 

/f(<)d<sin  nf  = a,/df  sin  nt sinn/-)-rt,/d/  sin  2f  sin  nt. . ..  X \ 
-i- ««/dt  sin /nt  sin  nt etc.  - , ‘ 


(*)  Voy.  aus»i  le  Traite  t.  H,  p.  i3i. 
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Or 


/dtsinmi  sin  ni  = ^/d  t cos  (m  — n)t — ^ /dt  cos  (m  + n]t- 

_sin  {m  — n)t  sin  {m -h  n)t 
2(/n  — n)  2(»i  + /i)  ' 

•’  I 

expression  que  les  limites  o et  w rendent  nulle,  tant  que  n, 
supposé  toujours  un  nombre  entier,  diffère  de  m.  Ainsi,  pour 
chaque  valeur  assignée  à n,  tous  les  termes  de  la  série  précé- 
dente disparaîtront,  excepté  celui  dont  l’indice  est  égal  à cette 
valeur.  Sa  seconde  partie  disparaît  encore,  mais  la  première, 

qui  se  présente,  alors  sous  la  forme  a pour  vraie  valeur'^  et 
devient  ->  entre  les  limites  de  l’intégration  ; on  aura  donc 


T 


f(<)  d<  sin  ml  = o™  -» 


et  par  conséquent 


2 

a„  = ^ I f(t)dtsm  m/. 

^ «/O 


De  cette  manière,  chacun  des  coefficients  a,,  etc.,  est  ex- 
primé par  une  intégrale  définie  prise  entre  les  limites  o et  w, 
et  rôn  a,  pour  le  développement  cherché,  . 


(A) 


f (x)  = - j sin  ar/f { < ) d t sin  /,-t-  sin  2 x/f  (f  ) d t sln 2 1 . . . 

TT  * ■ 


-t-sin  mx /f(t)dtsin  ml  -H  etc. 
Quand  f{x)=x,  il  vient 


/f{/)dtsin  mi  = //d/sin  ml 
: t cos  mt  . 


m ' ni 
t cos  mt  - ■ sin  mt 


fdl  cos  mt  , 


m- 


nv 
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et  entre  les  limites  o et  w,  cela  se  réduit  à 


cos  mv 


”(—«)* 


m 


Donnant  ensuite  à m les  valeurs  i,  2,  3,  etc.,  et  supprimant  n, 
qui  est  facteur  commun  des  deux  membres,  on  trouve  le  dé- 
veloppement particulier 


X = 2 { sin  X — - si 
\ 2 


sin  2x  -i-  - sin  3x 


— etc. 


rapporté  dans  le  numéro  précédent. 
439.  Soit  encore 


f (jr)  = «,  cos  ox  4-  a,  cosx  4-«i  COS  2x  H-  etc.; 

remplaçons  X par  t;  multiplions  par  d/  cos  nt,  et  prenons  les 
intégrales,  depuis  I = o jusqu’à  / = jr;  nous  aurons 

/f  (<)d/cos  ni=a,  fdtcosot  cosnt  +a,  /d/  cos  t cos  ni... 
4-a«/d < cos /n<  cos  -t- etc., 

puis 

fàt  cos  ml  cos  ni  = - /d<  cos(m — n)  r -t-  - /df  cos  (»n4-n)< 
2 2.  ^ 

sin  (m  — n)t  sin(m-l-«)/ 


2(m—  n) 


2(ui  4-«) 


expression  que  les  limites  o et  ir  font  évanouir,  à moins  que 
n = m.  Pour ‘ce  cas,  la  vraie  valeur  de  son  premier  terme 


étant  -TT,  il  s’ensuit 
. 2 


d I cos  ml. 


11  faut  cependant  excepter  de  ce  résultat  le  premier  terme 
de  la  série  ci-dessus,  pour  lequel  « = o donne  seulement 

Ç f{l)dl=a,  f d<=fl,îr,’ 

•'o  Jo  ' < , 
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Il  résulte  de  là  que 


(B) 


2 rcos.r/f(<)d<cos/  + cos2a;/f(t)d/cos2/. . ."l 
L , -»-cosm:p/f(t)d<cosmf+ etc.J  ’ 

les  intégrations  étant  effectuées  entre  les  limites  o et  n. 

440.  Ces  expressions  sont  susceptibles  de  discussions  très- 
délicates,  relativement  à leur  étendue.  Ce  n’est  pas  ici  le  lieu 
de  s'arrêter  sur  ces  détails,  mais  je  les  ferai  au  moins  pres- 
sentir, en  indiquant  la  marche  des  valeurs  des  deux  membres 
de  l’équation 

• « . I . „ 

- 2T  = sin  a? sin  2 a:  -i-  ^ sin  3 JC  — etc. 

2 2 3 

Ils  s’anéantissent  quand  ar  = o ; et  si  l’on  fait  x = - on  en 

2 

tire 

I III 

,■  , , 7 n — I — K h etc., 

4 357-’ 

valeur  bien  connue  (38).  Mais  lorsqu’on  suppose  jr  = ir,  ce  qui 

donne  pour  le  premier  membre,  le  second  s’évanouit:  il 

en  est  de  même  pour  la  valeur  a?  = — w,  en  sorte  que  le  déve- 
loppement n’est  exact  qu’entre  les  limites  x exclusive- 

{ 

ment,  c’est-à-dire  que  les  valeurs  de  ^ et  de  — ^ n’y  sont  pas 
comprises. 

Si  l’on  fait  ensuite  ' 


a:  = jr  -t-,r, 


le  développement,  devenant 

• . I . .. 

— siny — - sin  27  — ^ sm  37- — etc., 
6«oü.  H. 
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ne  rt'pond  plus  au  premier  membre,  qui  est  ^ +^')»  mais 

si  l’on  cliange  x en  w — y,  il  viendra 

- (r  — >■)=  sin_7--h  -sin  ar+  ^ 3/-1-  etc., 

ce  qui  montre  que  le  premier  développement  en  y donne  la 
valeur  de  l’arc  négatif  (^’  — c),  en  exceptant  toutefois  le  cas 
oùj=o. 

11  faut  encore  observer  que  le  développement  de  ^ a:  donne 

immédiatement  celui  de  la  fonction  ax  + h,  qui  exprime  l’or- 
donnée d’une  droite  quelconque;  mais  tandis  que  la  fonction 
représente  la  droite  dans  toute  son  étendue,  le  développement 
en  sinus  ne  répond  qu’à  la  portion  comprise  entre  les  ab- 
scisses -+-  et  — ir,  exclusivement.  On  peut,  en  changeant  de 
variable,  comme  on  le  verra  plus  loin  (442),  passer  à d’autres 
limites,  mais  on  iVobliendra  jamais  qu’une  portion  de  ligne 
droite. 

441.  Les  développements  (A)  et  (B)  paraissent  devoir  repré- 
senter respectivement  deux  espèces  de  fonctions.  Le  premier, 
dont  tous  les  termes  changent  de  signe  avec  l’arc  x , répond 
aux  cas  dans  lesquels  f(:c)est  une  fonction  qui  jouit  de  la- 
même  propriété,  et  que  l’on  nomma  Jonclion  impaire,  à cause 
que  si  elle  était  développée  suivant  les  puissances  de  x,  elle 
n’en  contiendrait  que  d’impaires. 

Le  second  développement,  ayant  la  propriété  contraire,  celle  ' 
de  conserverie  même  signe,  quoique  celui  de  x change,  serait 
particulièrement  applicable  aux  fondions  paires  ;-mais  l’un  et 
l’autre  ne  sont  encore  que  des  séries  qu’on  peut  remplacer,  . 
comme  on  va  le  voir,  par  une  nouvelle  intégration  définie. 

Pour  cela,  commençons  par  les  réunir,  en  observant  qu’une 
fonction  quelconque  F [x)  peut  être  décomposée  en  deux  par- 
ties, l’une  paire,  c’est-à-dire  telle,  que  si  on  la  représente 
par  JP  {x),  on  ait  f{x)=:if  (—  x),  l’autre  impaire,  ou  telle,  qu’en 
la  désignant  par  ^(x),  il  vienne  '|<  [x]  = — ^i]({ — x).  En  cxpri-7 
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manl  la  première  par  la  série  (B),  la  seconde  par  la  série  (A), 
et  prenant  leur  somme,  on  aura 

+ (^)  = F(-J^)  = ^/T(0d/ 

^ 2 r cosÆr/î(<)d/cosi-i-cos2a: /<y(/)d/C0S2/-f-etc.1 
n L-t-sin:r/^(/)d<sin  t 4- sin  nx /^Ht)  d<  sin  2<  + etc.  J ’ 

les  limites  de  ces  intégrales  étant  encore  o et  w. 

On  peut  les  étendre  de  — ir  à -l-ir,  pourvu  que  l’on  double 
' le  premier  membre,  parce  que  la  fonction  ç{/)  étant  paire,  pas- 
sera de  O à — jr,  par  les  mêmes  valeurs  que  de  o à ir,  ainsi  que 
les  cosinus.  A la  vérité,  la  fonction  4<(/)  aura,  dans  ces  inter- 
valles, des  signes  différents;  mais  comme  elle  est  toujours 
multipliée  par  un  sinus  qui  change  de  signe  en  même  temps, 
le  produit  conservera  le  même  : le  résultat  total  sera  donc 
doublé  ; ainsi,  en  prenant  les  intégrales  de  — * à -+-w,  on 
écrira 

2F(.r)  = i/?(0dr 

2 r cosx  J'f(t)dtcosi  4-  cos  2xf<f  (r)  d < cos  al  etc.'j 
jr  l_-f- sin  jr  /iKljdl sin  t -+- sin  2j? dl  sin  2I  4-  etc. J’ 

11  faut  maintenant  introduire  la  fonction  proposée  F (x)  à 
la  place  des  fonctions  <]>  et  r{(,  ce  qui  se  fait  aisément,  quand 
on  observe  que  , 

i»  ff  rn 

I \I<  (l)d<  cosml,  j ç (I)  dl  sin  «Ils' 

sont  toujours  nulles,  parce  que  la  différentielle  à intégrer  est 
le  produit  de  deux  facteurs  dont  un  seul  change  de  signe 
avec  I,  savoir;  ^|l  (/)  dans  la  première,  et  sin  mt  dans  la  se- 
conde. Par  là  on  peut,  sans  troubler  le  dernier  développement, 
y ajouter  les  termes  que  fournissent  les  expressions 

cos  mx  {t]dt  cos  mt,  sin  mx /if  (l)  d<  sin  ml  : 

alors,  en  multipliant  les  deux  membres  de  l’équation  par  n,  et 

7* 
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les  divisant  par  2,  on  obtiendra  ■ . 

-rW  = ^/[T(0  + 'H0]d<  ■ 

-t- cos  ar/[ip  (r)  4- ^ll  (/)]d<  cos  etc. 

' 4- sin  2:/[f  (<) +.^|- (/)]d<  sin  < + etc.  ... 

et  par  conséquent 

.F(ar')  = i/F(r)dr  ' - ’ 

+ cos  X /F(t)dr  cos  t + cos  2x/F(/)d/  cos  it  4-  etc. 

-i-  sin  X /F(<)d/  sin  t 4-  sin  2jt /F(<)dt  sin  -it  4-  etc. 

Le  signe  f ne  se  rapportant  qu’à  ia  variable  t,  on  peut  faire 
passer  dessous  les  facteurs  en  ar  ; et  comme 

cos  X cos  t + sin  a:  sin  < = cos  (a;  — /), 

cos  2ar  cos  2t  + sin  2a:  sin  2<  = cos  2 (a:  — <) , 

etc., 

l’équation  précédente  peut  être  réduite  5 

7rF(a:)=y''  F(/)d/  + COs(a:—  t)-HC0S2(a:—  r)4-etc.|- 

On  l’abrège  encore  en  écrivant 

KF(ar)=  y F(/)d/  |^4-Scosm(a:-o|’ 

ia  somme  S éunt  prise  depuis  m=i  jusqu’à  wi=infini,  et 
comprenant  les  deux  valeurs  extrêmes  {*). 

4it2.  On  peut  donner  à l’intégrale,  des  limites  quelconques, 

•JZX*  Ttt* 

au  lieu  de  w;  il  suffit  pour  cela  de  changer  a:  et  / en  — et  — ; 

faisant  alors  = — ir,  — = + ’’’>  limites  de  t seront  n 
a O. 


(*)  C’est  conformcnicnt  à la  distinction, établie  dans  le  n®  400,  d'après  Euler 
( Insl.  Cale,  différ.i  P.  1°,  cap.  11,  § 5g),  que  je  mets  ici  le  signe  S au  lieu  de  1 
qu’on  Iroiire  ailleurs.  • 
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Cl  -H  fl,  dt  deviendra  ; on  aura 
a 


"''(=?)= i£  f (t)  [; (*■  -n} 

Puis  en  supprimant  le  facteur  commun  ir,  ainsi  que  l’accent 
affecté  aux  lettres  x et  t,  qui  n’est  plus  nécessaire,  et  en  écri- 
vant f (a;),  f ( r),  pour  F » F > H viendra 

fH=£^f(r)dr[^-+-sicos^îL"|^_,)]. 

443.  Dans  cette  dernière  formule,  la  quantité  a n’étant  sou- 
mise à aucune  restriction,  on  peut  la  supposer  infinie,  cl  l’on 
obtient  pour  F (a:)  une  expression  où  la  somme  S est  rempla- 
cée par  une  intégrale  aux  différentielles.  On  pose  d’abord 


= q. 


[IH  I ]n 

a 


d’où  il  suit 


n I \q 

-—.àn,  - = -ï, 

U a TC 


{{x)=J^  f(/)d/[^-4-iSA7COS//(a-— />j.  : 

Maintenant,  plus  a augmente,  plus  ^q  diminue,  plus  la  somme 
S approche  d’une  intégrale  aux  différentielles  (232)  ; et  pour 
passer  à cette  limite,  il  ne  faut  que  changer  \q  en  dq,  en  ob- 
servant que  la  variable  q prendra  toutes  les  valeurs  possibles, 
depuis  O jusqu’à  l’infini  ; on  aura  donc 

t[x] f({l]dl  fdq  cos  q(x — /),  " , 

TT  ' . 

J 

formule  due  à Fourier,  dans  laquelle  l’intégration  relative  à q 
s’étend  de  o à l’infini,  et  l’intégration  relative  à t,  de  — infini  à 
-+-  infini. 

Ce  dernier  résultat  se  décompose  en  deux  autres,  quand  on 
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sépare  les  fonctions  paires  des  fonctions  impaires.  On  substitue 
alors  à cos  q[x — /)  sa  valeur  cos  qx  cos qt  + sin  qx  sin  qt,  et 
changeant  l’ordre  des  intégrations,  il  vient 

f(a:)  = cos  qxf([l)âi  cos  qt  /dçsin  9T/f(^)d/sing/; 

remplaçant  ensuite  la  fonction  quelconque  f(a:)  par  une  fonc- 
tion paire  (a:),  puis  par  une  impaire  '}-  (.r),  en  observant  que 


Xa  P a 

<p(  f)dtsin  ç/ = O,  I ^j<(/)d^cosç/==o, 

•a  «/  — a 


d'après  la  remarque  faite  dans  le  n®  kki,  on  obtiendra  les  deux 
expressions 

; 

<f(x]  = -/dq  cosqxf^(t)dt  cosqt,  . - 

TT  . . ' , 

^(x)  = -/dq  sin  qx/^li{t]d  tsinqt, 

TT 

les  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  o et  infini  pour  la 
variable  q,  — infini  et  + infini  pour  la  variable  t. 

444.  MM.  Poisson,  Cauchy  et  Liouville  ont  étendu  les  for- 
mules précédentes  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  et  y 
sont  parvenus  par  divers  moyens.  Je  renverrai  à leurs  écrits  le 
lecteur  qui  voudra  connaître  les  points  de  vue  sous  lesquels  ils 
ont  envisagé  cette  théorie  (*). 

Je  rapporterai  seulement  une  des  manières  dont  M.  Poisson 
a vérifié  a posteriori  la  formulé  principale 

f(j;)  = ^J'f{t]dtfdq  cosq(x  — t), 

Xiiif. 

dçr  cosç(jr — /),  comme  la  limite  vers  laquelle 

tend  l’intégrale  dq  cos  q{x — t),  à mesure  que  la  quan- 

tité fl  décroît. 


{*)  Voy.  la  Théorie  de  la  Chaleur ^ les  Erercices  tPanalysc  et  le  Journal  de 
Mathcnialiqucs pures  et  appliquées. 


\ 
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Celte  dernière  formule  rentre  dans  celle  du  n“  431,  où  il 
suffira  de  changer  r en  a:  — < et  a;  en  pour  obtenir 

(■^-0*  _ 

r -a\' A r ® 

fe  1 àqcos{x-t)q= — > 


et  par  conséquent 


.>-/)« 


Cela  posé,  le  facteur  e décroît  en  même  temps  que  n 

et  tend  à devenir  nul,  à moins  que  le  numérateur  — <)*de 
son  exposant  ne  soit  d’une  petitesse  comparable  à celle  de  a, 
ce  qui  aura  lieu  lorsque  la  valeur  de  la  variable  t différera  peu 
de  celle  de  x : c’est  donc  seulement  dans  ce  cas  que  l’intégrale 
indiquée  pourra  prendre  une  valeur  assignable.  Pour  la  décou- 
vrir, il  faut  faire  l = x + z,  et  supposer  que  la  valeur  de  z de- 
meure dans  des  limites  si  resserrées*  que  l’on  puisse  la  regarder 
toujours  comme  infiniment  petite,  et  qu’il  soit  permis,  en  con- 
séquence, de  réduire  f (x  -4-  z)  à f (ar)  ; il  vient  alors 


Or,  puisque  l’intégrale  comprise  dans  le  dernier  membre 
s'anéantit  aussitôt  que  z a une  valeur  assignable,  on  ne  change 
pas  celle  de  cette  intégrale  en  étendant  z jusqu’à  l’infini  même; 
mais  entre  ces  limites. 


ce  qui  fait  disparaître  a dans  l’expression  de  f(.*'),  cl  rend  iden- 
tiques les  deux  membres  de  l’équation. 

On  ne  saurait  disconvenir  qu’appuyé  seulement  sur  la  valeur 
d’une  intégrale  définie  à laquelle  on  n’atlrihuc,  à proprement 
parler,  qu’un  seul  élément,  le  procédé  que  je  viens  d’exposer 
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ne  doive  parallre  au  moins  irès-délical  ; mais  ce  qui  le  fortifie, 
c’est  qu’en  l’appliquant  encore  à d’autres  intégrales,  en  parti- 
culier à l’une  de  celles  du  n“  432,  on  en  tire  toujours  le  même 
résultat,  obtenu  d’ailleurs  a priori  par  des  considérations  très- 
différentes.  ■ 

Pour  se  faire  une  idée  bien  nette  de  ce  passage  d’une  limite, 
finie  à une  limite  infinie,  il  n’est  peut-être  pas  inutile  d’exa- 
miner la  marche  des  valeurs  d’une  intégrale  analogue  à la  pré-  - 
cédenie.  Telle  est  dont  on  trouve  une  table  à la  fin  de 

Y Analyse  des  réfractions  astronomiques,  par  Kramp.  On  voit 
que  cette  intégrale,  dont  \Jv  = 0,88622692  est  la  valeur  entre 
les  limites  zéro  et  l’infini,  ne  diffère  de  cette  valeur,  quand/ est 
seulement  égal  à 3,  que  de  0,00001968.  L’approximation  doit 
être  encore  bien  plus  rapide,  quand  l’exposant  — /’  est  divisé 
par  le  carré  d’un  nombre  très-petit,  ainsi  que  dans  la  formule 
traitée  ci-dessus;  et  lorsqu’on  suppose  infiniment  petit  cet  ex- 
posant, c’est  une  limite  rigoureuse  que  l’on  cherche  et  que  l’on 
obtient.  . 
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NOTE  A,  indiquée  sur  les  pages  i et  70,  (Tome  I".) 

I.  Considéré  dans  les  procédés  qui  le  constituent,  le  Calcul  différentiel 
est  plus  simple  que  les  parties  supérieures  de  l’Algèbre.  Sa  difficulté  ne 
tient  guère  qu’à  celle  d’apercevoir  d’abord  quel  est  son  but,  et  de  conce- 
voir le  sens  de  quelques  nouveaux  termes  dont  il  a nécessité  l’intro- 
duction. 

C’est  un  problème  do  Géométrie  (celui  de  Pappus]  résolu  seulement 
dans  quelques  cas  particuliers,  par  les  anciens-,  qui  a conduit  Descartes  à 
inventer  l’application  de  l’algèbre  à l’expression  des  lignes  courbes;  c’est 
aussi  un  problème  (celui  des  tangentes)  qui  a fait  découvrir  le  Calcul 
différentiel. 

Dès  le  temps  d'Euclide,  on  a pu  remarquer  que  les  tangentes  jouis- 
saient des  propriétés  des  sécantes,  en  modifiant  ces  propriétés  comme 
l’exige  la  réunion  des  deux  points  d’intersection  en  un  seul,  qui  est  alors 
le  point  de  contact,  (fo/cz  le  n”  128  des  Eléments  de  Géométrie.)  C’est 
aussi  sur  ce  principe  que  reposent,  soit  explicitement,  soit  implicitement, 
toutes  les  méthodes  qu’on  a fondées  sur  le  Calcul,  pour  mener  les  tan- 
gentes aux  courbes.  Parmi  ces  méthodes,  je  choisis  celle  de  Barrow,  qui 
n’est  pas  encore  le  Calcul  différentiel,  mais  qui  s’en  rapproche  le  plus. 

Soit,  par  exemple,  la  parabole  ordinaire,  donnée  par  l’équation  y*  ; 
en  prenant  sur  cette  courbe  deux  points  M et  M'  (fig.  1)  pour  mener  une  ' 
sécante,  posant 

AP  = x,  PP'=A,  kV-x-k-h,  . 

PM=^;  M'Q  = /,  P'M' =/-!-/, 

comparant  les  triangles  semblables  M'QMet  MPS,  on  aura 

M'Q:MQ=PM;PS,  d’où  PS  = /^i  ' 

et  puisque  le  point  M’  appartient  à la  courbe,  on  a aussi 

/ 

développant  cette  équation,  pour  en  retrancher  membre  à membre, 
jd  = px,  il  restera 

•Àvk Id  z=  ph,  , . 
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■ly  4-  k h 


PS  = r 


a,r+  h 


Mais  si  l’on  fait  coïncider  le  point  M'  avec  le  point  M,  h et  k s'éva- 
nouissent, PS  devient  PT,  et  la  valeur  de  la  première  de  ces  lignes  se 

réduit  à 

P P 

üne  première  remarque  s’offre  ici,  c’est  que,  malgré  l’évanouissement 
des  quantités  h et  k,  la  fraction  qui  exprimait  leur  rapport  cèntinue 

d’exister,  ou  d’avoir  une  valeur  appréciable,  puisqu’elle  se  réduit  à 

valeur  dont  la  quantité  approche  à mesure  que  k diminue,  et  dont 

elle  peut  différer  d’aussi  peu  qu’on  voudra,  en  prenant  k assez  petit. 

Celte  fraction  est  donc  la  limite  de  — , ou  celle  du  rap-  - 

P P 

, MO  PT  ,,  , , PS  . 

port  comme  ^ lest  de 

PS  PT 

Pour  s’assurer  que  peut  approcher  aussi  près  qu’on  voudra  do 

il  suffit  de  considérer  que  si  le  point  M'  passait  au-dessous  du  point  M, 
en  M,  (fg-  69))  point  S tomberait  en  S„  de  l’autre  côté  du  point  T; 
eu  sorte  que  ce  dernier  sépare  les  sous-sécantes  qui  correspondent  aux 
points  supérieurs  à M de  celles  qui  correspondent  aux  points  inférieurs, 
lignes  dont  la  différence  peut  être  conçue  aussi  petite  qu’on  voudra,  par 
le  rapprochement  des  points  M' et  M,.  ; _ ' 


II.  A cet  exemple,  tiré  de  la  Géométrie,  joignons-en  un  autre  tiré  de 
la  Mécanique. 

Les  corps  tombent  vers  la  surface  de  la  terre,  en  vertu  d’une  force  qui 
agit  constamment,  et  en  conséquence  de  laquelle  leurs  mouvements  s’ac- 
célèrent, c’est-à-dire  que  ces  corps  parcourent  des  espaces  de  plus  en 
plus  grands  dans  des  intervalles  de  temps  égaux,  lorsqu’on  prendces  inter- 
valles de  plus  en  plus  loin  de  l’origine  du  mouvement. 

Quand  on  re|>résento  par  i l’espace  parcouru  dans  la  première  seconde, 
dans  la  deuxième  on  a 3,  dans  la  troisième  5,  et  ainsi  do  suite  : ce  sont 
là  des  données  d’expérience  qui  ont  fait  découvrir  à Galilée  que  la  force 
dont  il  s’agit,  ou  la  pesanteur,  est  constante,  c’est-à-dire  quelle  engendre 
toujours  la  mémo  vitesse  dans  le  môme  temps.  Par  vitesse,  il  faut  en- 


tendre FcsjMirc  que  te  corps  parcourrait  dans  Punité  de  temps,  si 


NOTES.  Ip7 

avait  cessé  tPagir  sur  lui  au  commencement  de  cette  unité.  Cela  posé, 
voyons  comment  on  peut  calculer  les  effets  d’une  pareille  force. 

Au  lieu  de  supposer  qu’elle  agit  constamment,  concevons  que  ses 
actions,  toujours  égales,  soient  instantanées  comme  celle  de  l'impulsion, 

et  qu’elles  se  répètent  à des  intervalles  marqués  par  une  fraction  -^de  la 

seconde  prise  pour  unité  de  temps,  ün  corps  recevra  donc  pendant 
l’unité  de  temps  un  nombre  m de  ces  actions  dont  les  effels,  s’ajoutant 
les  uns  aux  autres,  lui  imprimeront,  au  bout  do  ce  temps,  une  vitesse 
totale  que  je  représenterai  par  p.  La  vitesse  qui  résulterait  d’une  seule 

action  serait  donc  toujours  pour  l’unité  de  temps;  ainsi,  pendant  fa 

fraction  > le  corps  ne  parcourrait  que  l’espace  En  considérant  les 
intervalles  consécutifs  indiqués  cMessous, 


I 

m ' 


2 

m' 


2^ 
m ’ 


« 

m 


on  aura,  i°  pour  les  vitesses  résultantes  des  actions  exercées  par  la  force, 
au  commencement  de  chacun  de  ces  intervalles, 


m 


ip 
J 

m 


3p  ip 

— -1  — 


m ' 


m m 

2°  pour  les  espaces  parcourus  à la  fin  des  mêmes  intervalles, 


m’’ 


wi'  ’ m’  ’ 


...J’ 


la  somme  de  tous  ces  espaces  dont  le  nombre  est  n,  sera  par  la  formule 
relative  aux  progressions  par  différence  (Élém.  tPAlg.,  229), 

\ot’  m’/ 2 %\m*  né  J 

Maintenant,  si  l'on  observe  qu’un  nombre  quelconque  de  secondes,  dési- 

1 ** 

gné  par  t,  contient  un  nombre  mt  d’intervalles  égaux  à— i et  qu’on 
fasse  n = mt,  l’expression  précédente  deviendra 


imt 
1 

néé\ 

* ’ 

1 * 

} 

'-2  V 

Or,  on  voit  que  plus  le  nombre  m augmente,  plus  les  actions  de  la  force 
se  rapprochent,  moins  la  quantité  + diffère  de  t,  et  que  même 
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elle  subsiste  lorsqu’on  annule  la  fraction  —i  ce  qui  anéantit  l’intervalle 

supposé  entre  les  actions  successives  de  la  force.  Cet  état  de  choses  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  sans  cesse  la  suite  des  mouvemenic  considérés 
plus  haut;  et  par  conséquent,  dans  l’action  continue  de  la  force,  l’espace 

parcouru  est  égal  à ^ 

’•  En  mettant  la  valeur  de  n dans  l’expression  ^ de  la  vitesse  acquise 

après  les  « premières  actions,  il  viendra  = pt,  quantité  indépen- 
dante de  m,  et  par  conséquent  la  même,  quelque  petit  que  soit  l’inter- 
valle -î- 
m 

Maintenant,  si  l’on  fait  successivement  t = o,  = i,  =a,  etc.,  on  aura 
les  espaces  ' 

do  t les  différences  sont  ■ ’ ■ , 


(^0’ 


c’est-à-dire,  i fois,  3 fois,  5 fois,  etc.,  l’espace  parcouru  pendant  la  pre-' 
inière  seconde. 

Dans  l’exemple  de  pure  Géométrie,  on  a supposé  d’abord  des  points 
distincts,  deux  intersections  au  lien  d’un  contact;  maison  passantàla  limite, 
on  a établi  la  coïncidence  des  points,  et  les  intersections  se  sont  changées, 
en  contact. 

Dans  l’exemple  de  Mécanique,  au  lieu  d’un  mouvement  accéléré  d'une 
manière  continue,  on  a considéré  une  suite  de  mouvements  uniformes, 
ou  égaux,  pendant  un  certain  intervalle  de  temps,  et  dont  la  rapidité 
croissait  seulement  dans  le  passage  de  l’un  à l’autre;  mais  en  prenant  la 
limite,  on  a anéanti  l’intervalle  supposé  entre  les  actions  de  la  force,  on 
a changé  une  suite  d’actions  isolées  en  une  action  continue,  et  l’ensemble 
des  mouvements  uniformes  supposés  est  devenu  le  mouvement  uniformé- 
ment accéléré,  tel  qu’il  a lieu  dans  la  nature.  . , 

Ces  deux  exemples  suffisent  pour  montrer  l’importance  de  la  considé- 
ration des  états  successifs  par  lesquels  passent  des  quantités  variables, 
comme  les  ordonnées  des  courbes,  les  espaces  parcourus  par  l’effet  des 
forces  qui  changent,  et  de  chercher,  non  les  changements  en  eux-mêmes, 
mais  les  limites  "vers  lesquelles  tendent  leurs  rapports. 
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111.  Cette  considération,  qui  est  aujourd'hui  la  meilleure  base  que  l’on 
puisse  donner  au  Calcul  différentiel,  se  retrouve  implicitement  dans  la 
Géométrie  élémentaire,  toutes  les  fois  qu’il  faut  comparer  les  lignes 
courbes  aux  lignes  droites,  les  aires  circulaires  à celles  des  polygones,  les 
corps  ronds  aux  polyèdres  ; car  on  ne  mesure  immédiatement  que  des 
lignes  droites,  des  polygones  et  des  polyèdres. 

En  effet,  si  l’on  désigne  par  w l’angle  AOH  67)  qui  est  la  moitié  de 
l’angle  au  centre  du  polygone  régulier  quelconque  ABC,  circonscrit  au 
cercle  dont  le  rayon  OH  = r,  et  qu’on  prenne  l’unité  pour  le  rayon  des 
tables  trigonométriques,  on  aura 


d’où 


I : tango)  = r : AH,  ” ■ 

AH  = r tango)  et  AB  = ar tango). 

Mais  le  côté  AB  est  contenu  autant  de  fois  dans  le  contour  du  polygone 
régulier  que  l’arc  qui  mesure  l’angle  AOB  est  contenu  dans  la  circonfé- 
rence : soit  donc  2 7r  celle  qui  est  décrite  avec  le  rayon  i,  et  à laquelle  se 

27T 

rapporte  l’arc  o>;  le  nombre  des  côtés  du  polygone  sera  — ; ainsi  son 
contour  sera 

tango) 


Or,  plus  le  nombre  des  côtés  du  polygone  augmentera,  plus  l’angle  o)  dimi- 

nuera,  et  plus  le  rapport  — approchera  de  l’unité  qui  est  sa  limite 

(Tome  I“,  page  35).  Si  l’on  passe  à celte  limite,  le  polygone  se  changera 
en  cercle,  et  sa  circonférence  deviendra  2jrr,  comme  le  donne  la  Géomé- 
trie élémentaire. 

Rien  n’est  plus  aisé  maintenant  que  d’obtenir  la  surface  du  cercle.  Celle 
du  polygone  ABC  étant  égâleàsoncontourairrî:5i^>  multiplié  par^OH 

ou  revient  à rrr* et  en  passant  à la  limite  on  a Tir’,  comme 

par  la  Géométrie  élémentaire.  ' 

On  appliquerait  bien  aisément  ces  calculs  aux  corps  ronds;  mais  nous 
ne  nous  y arrêterons  point  : nous  nous  bornerons  seulement  à faire 
observer  qu’ici  la  /imite  se  montre,  non  pas  c/nnme  un  mode  arbitraire 
d’exposition,  mais  bien  comme  tenant  au  fond  des  choses. 

La  considération  des  limites  n’est  pas  non  plus  étrangère  aux  Élé- 
ments d’ Algèbre.  J’en  ai  donné  un  exemple  sur  la  fraction 
dont  les  deu}^  termes  s’évanouissent  quand  a=b,  et  dont  la  valeur  est 


. I 
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alors  2rt,  et  j’en  ai  fait  usage  pour  expliquer  un  cas  singulier  du  problème  * 
dos  deux  lumières.  [Élém.  dAlg.^  70,  120,)  • 

En  effet,  c’est  toujours  à cette  considération  qu’il  faut  aroir  recours 
pour  expliquer  les  difficultés  qui  peuvent  naître  des  indications  de  quan- 
tités infinies  ou  infiniment  petites,  dont  les  mathématiques  n’ont  pas 
besoin  de  supposer  l'existence  actuelle,  et  qui  d’ailleurs  n’offrent  aucune 
prise  à 1 esprit.  Il  n est  donc  pas  étonnant  que  lorsqu’on  analyse  avec  soin 
les  diverses  théories  proposées  pour  l’établissement  des  principes  du  ' 
Calcul  différentiel,  on  y retrouve  toujours  des  idées  de  limites. 


r\'.  Quelquefois  on  a employé  des  locutions  vicieuses  : c’est  ainsi  qu’on 
a désigné  longtemps  la  méthode  des  limites  sous  le  nom  de  méthmle  (les 
premières  et  dernières  misons;  mais  ce  langage  n’est  pas  exact.  Quand, 

MQ 

P 


plus  haut,  nous  avons  considéré  le  rapport  des  lignes  ( p.  106), 

ti  M Q ^ 


nous  n avons  pas  dù  dire  que  la  limite  — était  la  dernière  raison  de  ces 

lignes,  car  lorsque  sc  change  en  par  l’anéantissement  de  X-, 

les  deux  points  M’  et  M coïncident,  les  lignes  M'Q  et  MQ  n’existant  plus, 
n ont  plus  de  rapport.  C'est  donc  comme  existant  à part,  c’est  comme 


quantité  generis,  qu’il  faut  envisager  et  ce  qui  lie  cette  fraction 

aux  quantités  h et  k,  ou  MQ  et  M'Q,  c’est  seulement  qu’on  peut  l’en  faire 
dériver,  comme  exprimant,  non  pas  leur  rapport,  mais  sa  limite.  C’est  ce 
que  Newton  lui-méme  a très-bien  exprimé  dans  ce  passage  de  son  livre 
des  Principes  : 

« Les  dernières  raisons  qu’ont  entre  elles  les  quantités  qui  s’éva- 
» nouissent  ne  sont  pas,  dans  le  vrai,  les  raisons  des  dernières  quan- 
» tités,  mais  les  limites  dont  les  raisons  des  quantités  qui  décroissent  à 
» l’infini  approchent  sans  cesse,  et  de  manière  à n-’en  différer  qu’aussi 
» peu  qu’on  voudra  ( * ).  » 

Si  l’on  supposait  que  le  point  M',  d’abord  réuni  au  point  M s’en  éloi- 
gnât, alors  les  lignes  MQ  et  M'Q  naîtraient  au  lieu  do  s’évanouir,  et  c’est 

dans  ce  sens  qu’on  nommait  — leur  première  raison. 


(*)  Vliim»e  rotiomrs  iUœ  quthuscum  quanlitalcs  c^anescunt,  révéra  non  sunira* 
tiones  quantUalum  uUimnrum,  srd  linutes  ad  quos  quanlitatum  sine  Ümile  decres- 
c^ntium  rationcs  semper  appt  opinquant  ; et  quas  propiùs  assequi passant  quant  pro 
data  quavis  differenlia,  (Fhilosopbisc  naturalls  prlndpia  maibcmaUca,  hb,  t 
scci.  1,  lem,  Xtf  scliolium,  ) 
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V.  Il  me  semble  que  pour  bien  \uir  Ja  naissance  des  limites,  dans  le 
passage  des  lignes  droites  aux  courbes,  il  suffit  de  remarquer  que  la  dif- 
férence caractéristique  entre  une  courbe  et  un  polygone  consiste  en  ce 
que  l’on  peut  toujours  inscrire  dans  la  courbe  un  angle  aussi  approchant 
de  deux  droits  qu’on  voudra,  ce  qui  ne  peut  se  faire  dans  un  polygone, 
où  l’angle  à la  circonférence  est  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  peuvent 
être  placés  entre  deux  côtés  consécutifs. 

Il  suit  immédiatement  de  cette  condition,  que  dans  une  courbe  quel- 
conque,  la  limite  du  rapport  de  Parc  à sa  corde  est  üunité;  car  si  l'on 
prend  de  chaque  côté  du  point  A [fig.  68),  des  cordes  de  plus  on  plus 
petites  AB  = AC,  AB' = AC',  etc.,  qu’on  tire  les  droites  BC,  B'C,  etc., 
qu'on  abaisse  sur  ces  droites  les  perpendiculaires  AD,  AD',  etc.,  les  tri- 
angles rectangles  BAD,  B' AD',  etc.,  donneront 


BC  BD  'p.p  -B'C'  ■ B'D' 
AB-^AC~  AB“  AU'-t-AC'“  AB' 


sin  - B'AC',  etc.  ; 


mais  les  angles  - BAC,  - B'AC',  etc.,  tendant  sans  cesse  à devenir  droits, 
2 2 

leurs  sinus  approchent  de  plus  en  plus  d’être  égaux  à l’unité  : il  en  est 
de  même  des  rapports  des  lignes  brisées  aux  droites  qui  joignent  leurs 
extrémités,  assemblages  de  lignes  qui  s’approchent  aussi  de  plus  en  plus 
de  l’arc  et  de  sa  corde. 

Il  faut  bien  observer  que  ce  n’est  pas  simplement  parce  que  l’arc  et  sa 
corde  diminuant,  leur  différence  diminue,  que  leur  rapport  tend  vers 
l’unité.  Les  eôlés  d’un  triangle  rectiligne,  par  exemple,  conservent  tou- 
jours leur  rapport,  à quelque  degré  de  petitesse  qu’on  les  réduise,  tant  que 
les  nouveaux  triangles  demeurent  semblables  au  premier,  et  les  différences 
de  ces  côtés  décroissent  aussi  dans  le  même  rapport  ; mais  il  n’en  est  pas 
ainsi  pour  les  arcs  : ils  s’aplatissent  parce  que  l’angle  inscrit  s’ouvre  à 
mesure  qu’ils  décroissent,  et  que  les  flèches  AD,  AD',  etc.,  décroissent 
plus  rapidement  que  les  cordes  BC,  B'C',  etc.  Dans  le  cercle,  par  exemple, 
la  flèche  diminue  comme  le  carré  de  la  corde  (Geo/w.,  i34).  Il  résulte  de 
là  que  l’excès  des  arcs  sur  leurs  cordes  décroît  aussi  plus  rapidement  que 
ces  droites.  En  effet,  si  l’on  compare  deux  grandeurs  A et  a,  qui  diminuent 
indéfiniment,  et  que  l’on  pose  A = «-+-iî,  on  verra  que  le  rapport 
A (I  I ^ ^ 

— = = 1 4-  - no  peut  tendre  sans  cesse  vers  l’unité  qu’autant  que  S 

a a a 

décroît  plus  rapidement  que  a. 

On  peut  encore  rattacher  aux  considérations  précédentes  sur  les  angles 
inscrits  dans  les  segments  des  courbe.s,  la  propriété  qu’a  le  rapport  de 
l'ordonnée  à la  sous-tangonte,  d’être  la  limite  do  celui  des  accroissements 
do  l’ordonnée  et  de  l’abscisse.  En  effet,  trois  points  M^,  M,  M'  (/%•.  69), 
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sur  une  courbe  quelconque,  détermineront  deux  rapports  et 

M,0,  MO 

respectivement  égaux  aux  tangentes  des  angles  M'MQ  que  les 

cordes  M,M  et  MM'  forment  avec  l'axe  des  abscisses  P, P';  et  désignant 
ces  angles  par  A et  B,  on  aura 

Cela  posé,  on  sait  que  , 

unelA-BI  = 


d’où 


tang  A — tang  B = ( I + tang  A tang  B ) tang  ( A — B ) ; 


et  si  l’on  prolonge  M.M  au  delà  du  point  M,  on  formera  l’angle  RMM',  qui 
sera  la  diflérence  des  angles  SfM,Q,  et  M'MQ,  ou  A — B,  et  en  même 
temps  le  supplément  de  l’angle  M,MM'.  Plus  ce  dernier  approchera 
de  deux  droits,  plus  le  premier  diminuera,  et  avec  lui  la  différence 

tang  A — tang  B des  rapports  mais  l’un  de  ces  rapports  étant 

PM 

moindre  que  tandis  que  l’autre  est  plus  grand,  ils  se  rapprocheront 

d’autant  plus  de  cet  intermédiaire,  qu’ils  différeront  moins  l’un  de  l’autre  : 
ce  sera  donc  leur  limite  commune. 


NOTE  B,  indiquée  sur  les  pages  i33,  226  et  232.  (Tome  I".  ) 


I.  L’équation 
devenant 


Z 


= l(cosz  + \/—  I sinz), 

— I = 1 1, 


lorsque  l’on  prend  z = imif,  fait  reconnaître  que  l’unité  a une  infinité  de 
logarithmes  différents.  On  ne  trouve  zéro  qu’en  posant  ni  = o ; mais  pour 
toute  autre  valeur  entière,  soit  positive,  soit  négative  de  m,  on  obtient 
une  expression  imaginaire  qui  doit  être  regardée  comme  un  logarithme 
de  l’unité. 

Cette  proposition,  qui  semble  un  paradoxe,  quand  on  n’assigne  aux  lo- 
garithmes qu’une  origine  arithmétique,  en  les  déduisant  de  la  comparaison 
des  progressions (Pjilg.,%^^),  devient  naturelle  quand  on  les  tire 
de  l’équation  y=e‘.  En  effet,  si  l’on  désigne  par  a l’exposant  numérique 
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do  la  puissance  ù laquelle  il  faut  élever  e,  poui'  produire  la  valeur  assi- 
gnée à^‘,  el  qu’on  fasse  æ;  ar  a-|-2,  il  vient 


'e*"*"*  = J , qui'se  réduit  à c*  = i , 


à cause  de  c“=_r.  Mais  l’équation  e*=  i,  étant  développée  par  la  for- 
mule du  n"  27,  conduit  à 


-+ 


1 1.2  1.2.3 

qui  se  décompose  dans  les  facteurs 


-t-  etc.  = O, 


Z z’ 

î=o,  iH 1 --l-etc.  = o; 

2 2.3 


le  premier  est  la  détermination  arithmétique  du  logarithme  de  l’unité,  et 
le  second  contient  les  déterminations  algébriques  : ceci  est  à la  théorie 
des  logarithmes  ce  qu’est  la  considération  des  racines  imaginaires  de 
l’unité  à la  théorie  des  puissances  {Èlém.  (fjlg.,  iSg). 

Les  valeurs  z = ■xm-rt  i sont  les  racines  du  second  facteur  de  l’équa- 
tion <?•=  I,  et  celles  de  l’équation sont  a-(-2/«jrv/ — i,  en  sorte 
que  l/=a-t-27«zry/^  I. 


II.  Pour  déterminer  ces  racines,  Euler,  qui  les  a découvertes  le  pre- 
mier, a employé  un  artifice  d’analyse  très-ingénieux,  et  qui  repose  sur  la 
proposition  démontrée  dans  le  n°  188,  d’après  laquelle  les  racines  do 
l’équation 


aWTT  /• . 2Wfr 

r"— 1=0  sont  r=cos hv*^>sin — — • 

/ /I  w 

Il  faut  d’abord  observer  que 

.•  A 

{ zN"  Z «— iz’  {«— i)(n  — 2)z’ 

\ n)  I 1.2  /J  1.2.3  n 

i., , 


= I “1 — -f- 

» I .2 


a pour  limite,  lorsque  n devient  infinie. 


Z Z*  Z-” 

I H h h 


1.2.3  , 


-etc.  = c‘. 


z’ -l-etc. 


.2  1.2.3 

Cela  posé,  l’équation  c*  — i = o pourra  être  remplacée  par  la  limite  de 
'6'  <d.  11.  '8 
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cède, 


et  substituant  i + - à /,  on  aura,  par  ce  qui  pré- 


z ^nfK 
I + - = cos h 


•xm-n  , 

I sin : 

n 


puis  prenant  les  limites  relatives  à la  supposition  de  n inBnie,  suivant 
laquelle  cos  et  sin  — ^ deviennent  respectivement  i et  ^ ’ t'n  con- 
cevant toutefois  que  ///  demeure  finie,  on  aura,  comme  ci-dessus, 

! Z==  2W7T  ^ — I. 

"xtiiTt  xniT^ 

Aûn  de  bien  voir  celle  limite,  il  faut  mettre  pour  cos  — — et  sin 1- 

• ' n ,n- 

leur  développement  (37);  et  après  les  simplifications,  il  vient 

Ani'v'  , , f 81/i^iz^  \ 

Z— t-etc.-t-,/—  I ( 2/«jr 5 — .4-etC.), 

.•  2/2  2. 3.//’  y 

ce  qui  se  réduit  à z=  anrry'—  1,  lorsque  /t  est  infinie.  ) 

» 

III.  Il  peut  aussi  n’être  pas  inutile  de  faire  observer  que  la  décompo- 
sition dcy“—  I en  facteurs,  sur  laquelle  ce  qui  précède  est  fondé,  s'ob- 
tient indépendamment  des  considérations  du  n“  187  : voici  comment 
Lagrange  y est  parvenu.  " ^ • 

Les  équations 

cos  ( 22-1-  I )z  = cos 3 cos  22:  — sin  Z sin  223, 
cos(/2  — 1 )3=  cos3Cos/23-l-sin3sin/2z, 
étant  ajoutées,  donnent 

cos(/2-t- i)z-t-cos(/2 — I )z  = acoszcoswz, 

.d’où  l’on  lire 

2C0S(/2-t-  I )z=  2C0S3.2C0S 223  — 2 cos (/2  — I )s. 

Posant  ensuite 

. . ^ 2CbS3=/-|-;|-,)  ■ /. 

et  mettant  les  nombres  i,  2,  3,  etc.,  k la  place  de  n,  il  viendra  , 
2COS23=  73* 

2cos3z= 

2C0S4S=  • ■ 
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J ’ - / 

d’où  l’on  conclura  d’abord,  par  analogie,  que 
a cos  «Z  = >•”-)- 

)■"  J 

Pour  s’en  assurer  tout  à fait,  il  sufiSt  de  voir  que  si  la  loi  remarquée  a 
lieu  pour  les  nombres  /j  — i et  n,  elle  aura  pareillement  lieu  pour  le 
nombre  /»+ 1.  Or,  si  l’on  fait 

acos(/i— i)z=y-'4--^j  arosnz?=/‘4-4:>  • . . 

, ■ - ^ ^ t ^ y 

il  en  résultera 

y 

acos(«+i)z=  (r  + 7)  (^"■'"7)  ~ (•^'‘■'"3^)  + 

ce  qui  est  encore  la  loi  supposée,  et  prouve  qu’en  partant  des  valeurs 
n = I et  /I  = 2,  elle  s’étendra  à tous  les  nombres  entiers.  • 

11  suit  de  là  que  les  équations 

2C0SZ=>-H-i  2C0S«Z= 

■'  y ■'y'  • . 

qui  reviennent  à - ' 

ajcosz-i- 1 = O,  y’‘"  — a_r“  cos  nz  + i = o,  ^ 
ont  lieu  en  même  temps,  qu'elles  ont  par  conséquent  une  racine  com- 
mune. Mais  si  on  la  désigne  par  a,  qu’on  fasse  ensuite  / = et  qu’on  ré- 

' duise  tous  les  termes  do  chaque  équation  au  môme  dénominateur,  on 
trouvera  qu’elles  sont  vérifiées  en  môme  temps  par  cette  nouvelle  valeur; 
et  comme  la  première  équation  n’est  que  du  deuxième  degré,  il  en  résulte 
qu’elle  est  un  des  facteurs  de  la  seconde.  ' . , 

Maintenant,  si  l’on  prend  ■' 

- «Z  = -Xm-K  Jf-  rj,_  -, 

il  viendra  . ' 

, a/«7r-t-^ 

cosnz  — coso,  z= , 


et  par  conséquent  l’équation 


aura  pour  facteur 


r — avcos- 


• 2 y”  cos  rî  + I = O 
2/iirr-t-S 


quel  que  soit  le  nombre  entier  qu’on  substitue  à m : voilà  donc  la  for- 
mule du  n°  191.  , 

.8. 
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Pour  en  déduire  celles  du  u"  190,  il  sulTil  de  faire  J =r  o et  J ^ n-.  Dans 
le  premier  cas,  on  aura  • . - - 


puis 


COSiî=l,  = — I )’, 


>■*  — I = O,  jr  — 2 >'ccs 1-1=0. 


Dans  le  second  cas, 

cos5=  — 1,  I = (/"-)- 1 )’, 


puis 


. •.  (a/H-l-ilir 

^4-1  = 0,  2_>cos — ■ — h<  = o, 


comme  dans  le  numéro  cité. 

IV.  Au  moyen  de  l’espression 


Z = inrr  i , 

des  racines  imaginaires  de  l’équation  c*  — i = o,  oti  explique  plusieurs 
difficultés  qu’offre  l’application  des  logarithmes  aux  nombres  négatifs, 
entre  autres  celle-ci  ; puisque  ( — «)’  = (4-a)’  = on  doit  en  con- 
clure que 

1(— «)’=!«’,  2l(— <7)  = 2l{-|-fl),  d’où  1 (— «)  = 1 (-l-rt); 

mais  la  dèrnicre  de  ces  conséquences  ne  s’accorde  point  avec  l’équation 
j ; jamais  aucune  valeur  réelle  de  x ne  saurait  rendre  j négatif  ; 
ainsi  les  nombres  négatifs  no  peuvent  avoir  des  logarithmes  réels. 

Cela  est  confirmé  aussi  par  l’équation 

1 = l(cosz-l-/—  I sim), 

dans  laquelle  il  faut  faire ï=  i )cr  pour  obtenir  cos  s = — i,  d'où 

il  résulte 

1( — i);=  (ani  -i-  I 

et  en  désignant  par  a le  logarithme  réel  do  -+-rt,  il  vient  - . 

‘ ' f- 

■ ■ 1(  — «)  = »4-l(— i)  = a 4- ( 2/11 -t-  i^irV  — i , 

formule  qui  ne  donne  aucune  valeur  réelle,  puisque  m doit  toujours  être 
un  nombre  entier  (188).  , ' ^ 

Cependant  il  est  vrai  que  les  expressions  2l(4-n)  et  2 1(— a)  font  partie 
de  celles  de  l/d,  mais  sans  pour  cela  être  égales  entre  elles.  En  effet,  a 
étant  le  logarithme  réel  de  n,  celui  de  sera  22,  et  tous  les  loga- 
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rithmcs(tant  réels  qu'imaginaires]  de  d-  seront  compris  dans  l’expression 
aa-|-  anjjr  V^,  m pouvant  être  paire  ou  impaire.  Dans  le  premier  cas, 
2/«  sera  un  nombre  doublement  pair,  et  par  conséquent  l’expression- ci- 
dessus  s’accordera  avec  . , 

■>  ’ ^ a I ( -4-n)  = aa -î- a.awTT p'— J ; ' . ' 

dans  le  second  cas,  le  nombre  im  étant  simplement  pair,  l’expression  de 
I d s’accordera  avec 

al(  — «)  = aa-l-2(aw-i-i)7r  v/— i; 
mais  les  expressions  ■ ' 

aa  + a.awTTp'— I,  aa-|-  2 (a/«-t-i)w/—  1,' 

ne  sauraient  s’accorder  entre  elles , puisque  les  nombres  indiqués  sont 
doublement  pairs  dans  la  première,  et  simplement  pairs  dans  la  seconde. 


' NOTE  C,  indiquée  sur  la  page  265.  (Tome  P’.)  -, 

- N’ayant  considéré  dans  les  n°*  2PJ  et  220  que  le  cas  où  l’exposant  « 
est  entier  et  positif,  je  vais  montrer  'ici  ce  qui  arrive  dans  les  autres  cas,  > 

à l’égard  desquels  on  a été  longtemps  dans  une  erreur  que  M.  Poisson  a 
relevée  le  premier  ; mais  comme  il  restait  encore  sur  ce  sujet  quelques 
difficultés  à éclaircir  (uiy  cileTr.  ité  in-4",  t.  III,  p.  6o5  et  616),  il  donna 
lieu  à beaucoup  d’écrits,  ([u’il  serait  trop  long  maintenant  de  citer  en  dé- 
tail. [Voyez  les  Annales  de  Mathcmatupies , par  M.  Gergonne;  le  Bnl- 
letin  des  Sciences . tnalliénialiqnes,  par  M.  de  Férussac;  le  Journal  de 
M.  Crelle,  etc.)  Je  ne  mentionnerai  spécialement  ici  que  les  premières 
remarques  faites  en  1812,  par  M.  Poisson  [Correspondance  sur  F École 
Polytechnique,  t.  H,  p.  12),  les  Recherches  sur  F Analyse  des  sections  an- 
gulaires, par  M.  Poinsot,  publiées  en  1825,  et  les  articles  insérés  par 
M.  Poisson  dans  le  t.  IV  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  ijo 
et  344.  , . 

I.  Si  l’on  changeait  l’ordre  des  termes  dans  l’expression  do  cos  z,  d’où 
il  résulterait  2"cosz”=  -l-e''^^'',  et  qu'on  développât  suivant  cet 

ordre  le  second  membre  do  l’équation  ci-dessus,  on  trouverait 

2"  cosz“  = 

1 1.2 
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g-ou  v'-i  = COS  «lï  — I sin  mz,  _ ■ 

il  viendrait  - - 

» . " / V " ( « 1 ) < , V 

2"  cosz"  = C08//Z  4-  - C08  ( « — 2 ) Z -I COS  ( « — 4 ) S 

I ' ' 1.2  : 


1 .2.3 


- cos  ( /?  — 6 ) 2 -I-  etc. 


— I sin «3 -f-- sin  (/t—  2)2+- 


sin  ( /ï  — 4 ) ^ 


/^(/^—  i)(ff  — 2);. 


1 .2.3 


sin'(/î  — 6)  r 4- etc. 


ce  qui  ne  diffère  du  développement  écrit  sur  la  page  261  (Tome  P'^)  qiie 
par  le  signe  de  ^ — i,  en  sorte  qu’on  a la  double  expression 

( A ) 2"  cos  z"  = Z ± Z V—  ' ! 

dans  laquelle 

™ n , - — ■ ) , 

Z = cos«z4--cos(«  — 2)z4 — — ^cos(«  — 4)z4-etc.,  ^ 

” Z'=  8in«z4--sin(«  — 2)z4- — ^sin («  — 4)^4- etc. 


Quand  le  nombre  n est  entier,  cosz"  n’a  qu’une  soûle  valeur  qui  est  réelle: 
en  égalant  donc  les  deux  précédentes,  on  forme  l’équation 

Z 4- Z’>/^  - Z — Z’v/^, 

qui  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  Z'=  o,  circonstance  vérifiée  en  effet 
dans  lo  n°219,  et  il  s’ensuit  que  2“cosz"  = Z. 

Mais  quand  n est  un  nombre  fractionnaire,  la  quantité  2"cosz’‘  a des 
racines  imaginaires,  comme  toute  expression  radicale,  et  il  n’arrive  pas 
toujours  que  ses  racines  réelles  coïncident  avec  Z,  si  ce  n’est  dans  quel- 
ques cas  particuliers  où  Z'  = o : c’est  ce  que  M.  Poisson  a montré  i>our  le 

cas  où  « = ^ et  Z = w,  7:  désignant  la  demi-circonférence. 


Alors 


Ki-O 


2 ‘ , 3 />  \ , 3 \3  ; /i  \ 

Z = coS|7T  4-yCos  ( jt:  — 2B  j-l — - cos  I - 7:  — 4^^  ) 

3 ^ 3(3-'  ) ^ 3(3  “ ')  (5  “ 


•etc. 


^COSjTT  , + 74 


1.2.3 


1 — — I I " 

= cos  5 77 ( I 4- 1 )^  = 2’  cos-  77  = - J/a, 


NOTES. 


à cause  que  cos 1 7r=  i.  Or  ce  résultat  n’est  pas  exact,  car  cos  n étant 

— I,  on  a a^(cosw)*  = — J'â.  . ^ ' 

D’un  autre  côté , si  l’on  prend  la  délermination  arithmétique  do 

i £ ' . 

2“(cosjt)“  , savoir  (/—a,  et  qu’on  la  multiplie  par  les  trois  racines  cubi- 
ques de  l’unité 


_ — 'l  + t/ — 3 — I — \/ — 3 

I,  , ^ — _j — . 


(Algèbre,  i5<)), 


il  vient 

O T / f*riB  x»*  ^r~  ( * — — 3)  ^a  * (*  “1“  — 3)  i^a 

a »(  cos  «■)■>  = — i/a  ) ou  ^ ou 

2 ■ a , ' 

» V . * 

t ' 

et  l’on  voit  que  le  nombre  - ^2,  obtenu  plus  haut,  pour  Z , n’est  que  la 
demi-somme  des  valeurs  imaginaires. 

Dans  cet  exemple,  les  expressions  Z±’L'\f^\  donnent  immédiatement 
les  deux  racines  imaginaires,  comme  on  peut  le  vérifier  on  observant  que 

sin  -n  mais  de  plus,  chacune  de  ces  expressions  peut  donner 

lia 

successivement  les  trois  racines  de  a^  (cos  tt)’,  en  y changeant  jr  en  3fi- 
et  en  5 n,  arcs  ayant  môme  cosinus. 

Enfin  1a  fonction  toute  réelle  Z devient  elle-même  la  valeur  réelle  —^2 
quand  on  y fait  a = 37t.  ^ _ 

II.  Passons  à l’examen  du  cas  général  ^ 

( a cos  2)"  = Z ± Z V—  > ; 

observons  d’abord  qu’il  y a deux  manières  d’arriver  aux  diverses  valeurs, 
soit  réelles,  soit  imaginaires,  que  comporte  le  premier  membre.  On  peut, 
dans  les  séries  Z et  Z',  changer 

2 en  2 -H ar,  z htt , ■ . 

ou  bien  prendre  l’une  quelconque  des  expressions  Z±  et  la  mul- 

tiplier successivement  par  chacune  des  valeurs  do  (i)“  ; les  résultats  seront, 
les  mêmes,  mais  l’ordre  pourra  être  différent. 

Pour  appKquer  le  premier  moyen,  il  faut  chercher  ce  que  deviennent 
tes  séries  Z et  Z',  lorsqu’on  y change  2 en  2 + 2 rrr.  On  a,  dans  un  terme 
quelconque,  , . . 

(n  — 2/«)  (2 -j-acTr)  = («  — 2w)  2 4-a«/'n  — 2 «i.arrr  ; 
et  comme  les  nombres  m cl  r sont  entiers,  on  peut  laisser  de  côté  la  [wrlic  ’ 
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' im.%rn,  qui  exprime  un  nombre  complet  de  circonférences  ; il  restera 
seulement  l’arc  («  — aw)z  , dont  le  cosinus  et  le  sinus  seront,' 

par  les  formules  connues, 

cos  ( « — 2/n  ) Z cos  2 /îCTt  — sin  ( /2  — 2to)  zsin  2 «rrr, 
sin(/t  — 2/m)  zcos2/ir7r  + cos(/?  — 2 /m  ) z sin  2 nr  jr. 

La  première  de  ces  valeurs  donne,  pour  chaque  terme  de  Z,  une  expres- 
sion de  la  forme  ,1 

M cos  (n  — 2///  )zcos2MrïT  — M sin  (//  — 2/M)zsin2//r7r, 
et  la  seconde,  mise  dans  Z',  produit 

t 

M sin  (n  — im  )z  008  2/j/"7r  -t-M  cos  ( n — 2mj)z  sin  inrit. 

Cela  posé,  les  facteurs  cos  mrtz  et  sin  inri:  conservant  la  même  valeur 
dans  tous  les  termes,  on  verra  sans  peine  que  Z se  change  en 

Z cos  2//rw  — Z'  sin  2 «/•//, 

Z'  en 

Z' cos 2 «/■"m  -t-  Z sin  2 M/-M, 

et  Z + l'  <J—i  on 

Z CCS  2///-1T  — Z' sin  2//r-  -t-(Z'cos2/î/-ir  4-  Z sin  inrit)  t/=T  , . 
= (Z  + Z'v/^)  cos  iLiirit  -1-  (Z  v/~i  — Z')  sin  mm, 

= ,{7,  -t-  Z'/ — 1)  ( cos  2 //rîT -I- v'^ — isin2«r?r), 
à cause  que  Z\/— I — Z'=  (Z-i-Z'v/— 1).  . 

_ Si  l’on  écrit  au  lieu  de  /i,  .on  aura  l’équation 

(B)  ^/2^‘  cos  z'*  = ( Z 4-  Z'  y/- , ) (^cos  4-  sin 


dont  le  second  membre  fournira  v valeurs  du  premier,  en  prenant  succes- 
sivement pour  r les  nombres  o,  i,  2, . . . , v — i . 

Pour  avoir  une  idée  plus  précise  de  l’équation  ci-dessus,  posons  z = o j ' 
alors 

cos  z=  I,  sin  z = o, 

d’où 

t IL  fl  _ 

Z =:  (i -4- i)"  = 2'’ , Z' = o,  cl  (i)‘'  = cos-^~^“  4-v^— I sin  , 

comme  il  résulte  des  formules  du  n°  188. 

On  voit  donc  par  là  que  l'équalion  (A)  conduit  immédiatement  au  ré- 
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suHat  que  l’on  déduirait  do  la  considération  des  racines  de  l’unité  élevée 
à la  puissance  --  ' ■ ' . , 


in.  Lorsque  parmi  les  valeurs  de  la  fonction  7^^  cos  s'*  / il  y en  a une 
réelle  P,  dont  on  veut  déduire  toutes  les  autres,  on  pose 

(C)  cos  = P (cos  ^ + v/37  sin  ; 

‘ et  comme  ces  valeurs  se  tirent  aussi  de  l’équation  (B),  il  faut  que  parmi 
les  nombres  assignés  pour  r et  r\  il  s’en  trouve  qui  rendent  identiques  en 
môme  temps  (B)  et  (C).  Dans  ce  cas 

„ 'Xrii.Tt  . 2/*fJt7T  ir'uTT 

Z cos  — !- Z'  sm  — !—  = P cos  tLUL , 

V V 

L C03  — -}-  Z sin  — = P sin  — 

V V V 

Si  ! on  élimine  alternativement  Z et  Z'  de  ces  équations,  et  qu’on  change 
en  sinus  et  cosinus  de  la  différence  des  arcs,  les  produits  de  leurs  sinus 
et  de  leurs  cosinus,  on  trouvera 

(D)  Z = Pcosl(^'--^'^f^^,  Z’^Psin'ii:!-.:)/^",  . . 


d’où  Pon  déduira 


2(r'  — r)u7z^ 

cos  — i ^ 

V 

. . air'  — r ) pir  ’ 
Qin  I U— 


relations  'dont  la  dernière,  étant  indépendante  de  z,  résout  une  difficulté 
que  j’ai  indiquée  dans  le  Traité  in-4°,  t.  III,  p.  6i6. 

Néanmoins,  quoiqu’il  ne  contienne  pas  z,  ce  rapport  n’est  pas  constant; 
mais  il  varie  par  intervalles,  comme  on  va  le  voir  en  assignant  des  va- 
leurs particulières  à l’arc  z. 

Soit  i°z  = o;  alors  Z'  = o,  Z = P,  puisque  Z est  la  valeur  réelle  de 
la  fonction  radicale.  Dans  ce  cas,  la  première  équation  (D)  donne 
air'  — r)un  . . 

I = cos  — ' — ■■■  > ce  qui  exige  que  /•'  = r,  et  vérifie  la  seconde. 

a“  En  posant  z = tt,  et  prenant  pour  v un  nombre  impair,  afin  que 

V' a''^ros  TT  (_,)'* 

ne  soit  pas  imaginaire,  la  valeur  de  cotte  expression  sera  4-Va'“  ou 
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— selon  que  /x  sera  pair  ou  impair.  Dans  la  même  hypothèse,  les 


arcs 


y”’  (7-»)’'.  (^-4)’^'  ^ ■ 

ayant  les  mêmes  sinus  et  les  mêmes  cosin\is,  les  fonctions  Z et  Z'  re- 
viennent à ■> 


ft  t 

7 ptîT  7 • 

a cos— ) a sini — j 


et  en  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (D),  on  arrive  à 

V.T  ai/’'  — r)u.Tz  .un  . a(r'  — rluTt 

cos— = cos— i — ) sin  — =sin— ^ 

V * V V V 

équations  auxquelles  on  ne  satisfait  qu’en  posant 
I— a(r'  — r)  ou  r'  — 

a • . 


Le  développement  de  sin  z”  donnerait  lieu  à de  semblables  observa- 
tions; mais  il  est  inutile  de  s’y  arrêter,  parce  qu’on  l’obtient  aussi  par 

la  substitution  de  - — z.au  lieu  de  z,  dans  celui  de  cos  z". 
a 

<2e  qui  précède  montre  suflisamment  l’origine  des  diverses  valeurs  que 
prennent,  suivant  la  nature  de  leur  exposant,  les  fonctions  cos  z"  et  sin  z"; 
mais  la  variété  des  formes  données  aux  développements  des  fonctions 
circulaires  et  des  méthodes  employées  pour  y parvenir,  ne  permet  («s 
d’en  insérer  le  détail  dans  une  simple  Note  : je  renvoie  pour  cela  aux 
ouvrages  que  j’ai  cités,  et  je  me  bornerai  à indiquer  deux  développements 
qui  sont  inverses  de  ceux  des  fonctions  sin  z"  et  cos  z". 

IV.  Les  formules  du  n"  187  donnent  aussi  des  expressions  simples  et 
élégantes  des  sinus  et  des  cosinus  des  arcs  multiples.  On  a _ 

. . cos  I sin  nz  = (cos  z -|-v/—  i sin  z)"î  ’ 

cos  nz  — <J — I sin  nz  = (cos  z — — » sin  z)”  ; 
en  prenant  la  somme  de  ces  équations,  on  en  conclut 

{cosz-l-i/— I sin  z)"  + (cos  z — t/— i sin  z)" 

cos  nz  = ^ — — — y 

2 


et  si  l’on  retranche  la  deuxième  de  la  première,  il  vient 

(cos  z-h\/ — I sin  z)" — (cos  z V^— I sin  z)* 
sin  nz  = z ^ ' ï — 

— I 
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1 a3 

expressions  qui,  quoique  affectées  d’imaginaires,  n’en  sont  pas  moins 
réelles,  parce  que  ces  signes  disparaissent  tous  par  le  développement 
des  puissances  indiquées.  En  effet,  on  a > 

(cos  Z 4-/—  t sin  s)"  = cos  otts  z""'  sin  z 


//(«-  i) 


cos  z""’  sin  z’  — etc., 


(cos  Z — ^/^l  sin  z)"  = cos  z"  — -v^—  I cos  z’~'  sin  : 


■cosz""’  sin  z’-)-etc.. 


et  substituant  ces  séries  dans  les  valeurs  ci-dessus,  on  arrive  ù 


cos/iz  =cosz 


- cos  z""’  sittz’ 


« ( « — I ) ( « — î ) ( n — 3 ) 
1.2. 3. 4 


cos  z"“'  sin  z‘  — etc., 


« „ , . « « — i)(rt  — 2)  ...  , 

sin  «z  = -cosz"“' sm  z tcosz’^’ sin  z* 

^.1  1.2.3 

H 1 — - — — — cos  z“-‘  Sin  z'  — etc. 

1.2. 3. 4. 5 


NOTE  D,  indiquée  sur  la  page  271.  (Tome  1".) 

I.  Après  les  différentielles  de  la  forme 

Xd.r 

-,  ' ••  ■ 

y A “H  -t“  (...c* 

dont  les  intégrales,  dépendant  des  arcs  de  cercle  ou  des  logarithmes, 
peuvent  se  calculer  numériquement  au  moyen  dos  tables  trigonomé- 
triques,  on  a considéré  les  différentielles  suivantes  : '■ 

^ Xd£ 

y/A + bx" E 

dans  lesquelles  le  radmal  n’est  encore  que  du  second  degré,  mais  contient 
jusqu’à  la  quatrième  puissance  de  la  variable.  Comme  dans  le  n°  183,  ce 
radical  peut  être  rais  au  numérateur  ou  au  dénominateur,  X désignant 
toujours  une  fonction  rationnelle  de  x.  En  raison  de  la  variété  des  formes 
qu’on  |>eut  donner  à X,  la  différentielle  proposée  est  susceptible  d’une 
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infinité  de  cas  différents  ; mais  on  peut  les  ramener  à un  petit  nombre 
des  plus  simples. 

Pour  le  faire  plus  facilement,  il  convient  d’appliquer  au  radical  une 
transformation  qui  fait  disparaître  les  termes  de  degré  impair.  Bar  et  Dx*. 
On  arrive  à ce  point  de  plusieurs  manières,  le  Traité  in-4°,  t.  II, 

p.  48.)La  plus  simple  est  d’abord  déposer  x = ; et  d’égaler  à zéro 

les  coefficients  de  .r  et  de  ^ sous  le  radical,  qui  par  ce  moyen  prendra'  la 
forme 


on  aura  ainsi  deux  équations  pour  déterminer  les  quantités  p cl  '/.  Alors 
la  différentielle  proposée  sera 

‘ ' Ydr  ' ■ 


Y désignant  une  fonction  rationnelle  et  paire  de  7,  et  l’on  démontre 
(dans  l’endroit  cité)  que  si,  pour  abréger,  on  représente  le  radical  par  R, 

/Vdr 

— pourra  être  ramonée  à 

Il  La  quantité  « + py  + 7.)',  soumise  au  radical,  pouvant  être  dé- 
composée en  deux  facteurs  réels  de  la  forme  c+fy  et  n + iy,  revient  à 


ri  si  l’on  fait  - = 
c 


: - — /y®,  oîi  n'aura  plus  à traiter  que  la  ilifférenlielle 


Ydr 


v/(i -4-yy)  (>+'/y 


(|ui  pourra  être  convertie  en  série  convergente,  lorsque  les  deux  con- 
stantes P et  (J  seront  très-inégales,  ou  lorsqu’elles  différeront  [leu. 

On  a déjà  vu  un  exemple  du  premier  cas,  dans  lo  n”  200,  sur  la  for- 
d.r  v^i 


mule  • 


■ c’.r’ 


y'i  — x’ 


qui  devient 


(1  -cLc^jd-r 

V/(I  -x’)(i  -e’x’) 


lorsqu'on  multi- 


plie ses  doux  termes  par  Vi  — c’x%  et  donne  lieu  à une  série  d’autant 
plus  convergente  que  c est  une  plus  petite  fraction. 


î 


NOTES. 


(A 

Kt»  général,  soit  f/’.)-*  = -^-5-:  la  différentielle  en  _»■  se  changera  en 


Nd« 


y/(. 4- 


et  on  développera  le  facteur 


suivant  les  puissances  de  la 


fraction 

P 

Quand  les  valeurs  de  p et  de  q seront  presque  égales,  la  différentielle 
proposée  s’écrira  ainsi  ; ' . _ 


Ydr 


Ydr 


pi 


en  posant 


\/(?+-”ïïF^ 


p'i 


■^=:P+S,  . 

P >j 

et  alors  on  développera  le  radical  suivant  les  puissances  de  S;  le  résultat 
sera  d’autant  plus  convergent  que  S sera  petit  par  rapport  à r’-t-j’.  Il 
y aurait  à la  vérité  quelques  cas  d’exception;  par  exemple,  si  l’on  avait 
P— y au  lieu  de  et  si  la.-valeur  de  y était  peu  différente  de 

celle  de  r;  mais  ces  détails  ne  sauraient  trouver  place  ici. 

11  suit  de  ce  qui  précède,  que  l’on  faciliterait  beaucoup  l’approxima- 
tion de  l’intégrale  cherchée,  si  on  la  préparait  do  manière  à augmenter 
l'inégalité  des  coefficients  p et  7,  ou  de  manière  à diminuer  sans  cesse 
leur  différence  : c'est  ce  qu’a  fait  Lagrange  par  uno  méthode,  la  plus  élé- 
gante peut-être  qui  soit  sortie  de  la  plume  des  analystes.  Ne  pouvant  l’ex- 
poser ici  {voyez  le  Traité  in-4°,  t.II,p.  77),  nousdirons  seulement  qu’en 


posant 


‘ys/: 


g+h 

Ldu  -t- 


Lagrange  obtient  une  transformée 
ül  d» 


y/(  I ± ;>’«’)  ( I ±7*n’) 


dans  laquelle  L et  M sont  des  fonctions  rationnelles  de  et  p > 7,  iné- 
galité qu’augmentera  la  répétition  des  mêmes  procédés.  Ainsi,  dans  ce  qui 
précède  il  y a strictement  tout  ce  qu’il  fout  pour  calculer  les  intégrales 
proposées,  lesquelles,  comprenant  comme  cas  particulier  l’arc  de  l’el- 
lipse (262),  ont  été  nommées  iranscead.intes  elliptiques  y arc  de  l’hyper- 
bole en  fait  partie  {264),  tandis  que  celui  de  la  parabole  ordinaire  ne  dé- 
pend que  des  logarithmes  (260). 
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m.  Quoique  les  transcendantes  elliptiques  n’aient  pu  jusqu’à  présent 
être  exprimées  par  des  fonctions  primitives  algébriques,  ou  logarith- 
miques, ou  circulaires,  on  leur  a néanmoins  découvert  des  propriétés 
remarquables,  analogues  à celles  qui  établissent  la  relation  des  sinus  ét 
des  cosinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs  de  cercle,  et 
qui  mènent  à la  division  de  ces  arcs  : tel  est  l’objet  d’une  branche  d’a- 
nalyse portant  sur  la  comparaison  des  transcendantes-,  et  pour  en  mar- 
quer l’origine,  je  partirai  des  fonctions  logarithmiques.  ~ ' ' 

-*  - a (IjC 

Si  l’on  ne  connaissait  pas  la  fonction  qui  est  l’intégrale  de  — » on  pour- 
rait en  découvrir  les  propriétés  comme  il  suit.  ■ •' 

On  poserait  d’abord 

dx  dx  , /*dx  ,,  . ràx  ■ 

- + J-  = f(.r),  - 

f étant  la  caractéristique  d’une  fonction  inconnue  ; et  en  indiquant  l’inté- 
grale des  termes  de  l'équation  différentielle  dont  les  variables  Sont  sé- 
parées, on  obtiendrait 

(A) ’  ' ' . f(x)-l-ft^>  = «,' 

a étant  une  constante  arbitraire.  Mais  quand  on  fait  disparaître  les  déno- 
minateurs de  cette  même  équation  différentielle,  il  vient  jdx-i-xdjr=o, 
dont  l’intégrale  est  ' ' 

(B)  •rr=f>.  . 

Si,  pour  déterminer  les  constantes  a et  p,  on  faisait /=  i,  l’équation  (B) 
donneraitx  = p et  l'équation  (A)  deviendrait  f(P)-hf(i)  = “i  d’où 
f('^)-+^f(r)=/(P)4-f(i),  et  enOiÿ  ' 

. f(^)4-f(/)  :=f(.r,i)-)-f(').  . ; 

en  remettant  pour  p sa  valeur  x/.  ' ’ 

Pour  savoir  ce  que  c’est  que  f(i),  il  suffit  de  poser  x = i +«,  d’où 


, /*  drt- 

j TT7,- 


f(^)  = f(.-^ 


le  développement  de  cette  intégrale  s’anéantissant  quand  u — o,  montre 
que  l’on  peut  supposer  f(i)  = o,  et  qu’alors 

f(x)4-f(r)  = f(-V)r  ‘ , 

"y 

équation  qui  comprend  toute  la  théorie  des  logarithmes.  , - 
Passons  aux  fonctions  circulaires;  soit  l’équation  différentielle 
dx  dr  - , 

rrr  -+-  — r-  = O • 

' ■ . V'^l  — x’  /l  — v’ 
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représentons  par  r(.r)  et  f(7)  les  intégrales  f ■ ■ — et  C —=7=; 

J /i— r*  J 


il  viendra  d’nbord 

(A)- 


f(.r)  + f(/)  = a. 


Or,  de  même  que  ci-dessus,  il  existe,  entre  les  variables  x et  j,  une  équa-, 
tion  algébrique  qu'EqIer  a trouvée  le  premier  pour  un  cas  plus  général, 
et  qui  se  r^uità  ■ f ' 


(B) 


V'— + ,r’=  P, 


pour  celui' qui  nous  occupe.  Ne  pouvant  entrer  ici  dans  lo  détail  du  calcul 
qui  se  rapporte  à cette  équation,  je  donnerai  seulement  la  manière  de  la 
vérifier  par  la  différentiation.  On  aura  en  premier  lieu 


ày  Vi- 
ce qui  revient  à 


-dxv/7=y  _ 


1/ 1 — ar^ 


= 0, 


i-r 


+ -7^=')  (v/i-.r’-v/l-y-.rj)  =0,  , ' 

et  donne  par  conséquent  l’équaiion  proposée , quand  on  sup|)rimo  le  se- 
cond facteur  qui  ne  contient  point  de  différentielles. 

Cela  posé,  quand  on  fait^=  o,  on  a,  par  l’équation  (B),  x=  p,  et  par 
l’équation  (A), 

f(f)  = *-f(o);  ^ . . .. 

/d  V ■ 

^ ^ reconnaît  tout  de  suite  la  ' 

possibilité  de  supposer  f(o)  = o.  Il  suit  de  là  f(P)  = «;  et  par  conséquent 

; f(.r).-4-f(r)  = f(/v^r^’4-a;v^ 

Si  l’on  fait  f (ai)  = r,  f(/)=  et  qu’on  désigne  par  f,la  fonction  inverse 
de  celle  que  représente  f,  eu  sorte  que  x=.  f,(r),  7=  f,(«),  l’équation  pré- 
cédente deviendra 


' r + a=f[f,(K)  v/i-f,(0'  + f,(')/'-r, (“)’]’ 


puis 


f,(t  + «)=.f,(«)v'i-f,(<)’  + f,(0v^‘-f,(")’i 

ce  qui  est  évidemment  la  môme  chose  que  ■ 

sin(<-l-«)=  sinr  cosH-l-sinKCOsr. 
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sin{r  — «)  = sin/cos«  — sinacosr,  - . 

en  partant  de  l'équation  différentielle  ■ • , 

dj;  Ay  _ ‘ ■ 

V^i— -c’  \/'—y 

Ces  formules,  qui  sont  la  base  de  toute  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires , conduisent  aux  expressions  des  sinus  et  des  cosinus  des  arcs  mul- 
tiples d’un  arc  donné,  lesquelles,  par  un  simple  renversement  d’incon- 
nues, fournissent  l’équation  d'où  dépend  la  division  de  cet  arc  en  parties 
égales.  On  en  peut  voir  un  exemple  dans  le  n®  171  de  la  Trigonométrie, 
et  il  suffira , pour  faire  concevoir  comment  la  résolution  de  certaines 
classes  d’équations  se  lie  avec  la  division  d’un  arc  en  parties  égales. 

Euler  ayant  trouvé  aussi  une  équation  algébrique  qui  satisfait  à l’équa- 
tion différentielle  , 


dr 


= O, 


/ 


d^ 


JdyV'i 


\/ 1 — c’  siny'* 

r dy 

J (i +nsin(f’)  \/  I — c’siny’ 


smiy  J 


v/À  4-  B j;  4-  Cx’  -t-  4-  Ex‘  v^Â  + Bj-l- C/’-I-Dt^’-I-E^* 

a jeté  les  fondements  de  la  comparaison  des  transcendantes  elliptiques,  à 
laquelle  Legendre  s’est  appliqué  avec  un  grand  succès,  dans  une  longue 
suite  de  recherches. 

D’abord  il  en  simplifia  la  forme,  que  Lagrange  avait  déjà  ramenée  à 
a q- x’ 7 X* 

et  montra  que  ces  différentielles  pouvaient  toujours  être  exprimées  par' 

Qdy 

v/i  — c’siny'  • ' 

an  moyen  de  la  transformation  indiquée  dans  le  n°  263  : il  prouva  ensuite 
qu’en  les  prenant  dans  l’état  le  plus  général,’ on  n’en  tirait  que  les  trois 
formules 


irréductibles  entre  clics,  et  constituant  trois  espèces  distinctes,  la  seconde 
étant  l’arc  d’une  ellipse  dont  le  grand  axe  ==  1 , et  l’excentricité  = c. 

Dans  ce  cas,  le  procédé  de  Lagrange  qui  opère  la  diminution  continuelle 
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de  c,  fait  passer  do  l'ellipse  proiiosée  à d’autres  dont  l’oxcentriciid  de- 
vient do  plus  en  plus  petite,  et  qui  s’approchent  sans  cesse  du  cercle 
décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  (Voyez  le  Traité  in-4“,  t.  Il, 
p.  176.)  ‘ 

L augmentation  successive  du  coefficient  e mènerait,  au  contraire,  à des 
ellipses  de  pfus  en  plus  aplaties  et  s’approchant  sans  cesse  de  la  ligne 
droite.  ^ 

Pour  la  première  espèce  de  transcendante,  à l’équation  différentielle 

d»-  , d'i 

— . - H — = O, 

V>~c’siu^“  / 1 — c’sinJ/’ 

répondent  les  équations  primitives 

(A)  f(y}-)-f(|)  = a, 

(B)  cosf  cos'l'  — sinysiniji  v'^i  — c’sinp’=  co8(t, 

a et  (t  étant  les  constantes  arbitraires;  la  seconde  équation,  qui  est  algé- 
brique, détermine  entre  f et  des  relations  analogues  à celles  des  varia- 
bles X y relatives  au  cercle  (p.  127). 

Nous  ferons  observer  que  la  fonction  f de  l’équation  (A)  ne  dépend  que  . 
de  deux  quantités,  savoir  : c qu’on  nomme  le  module,  et  l’arc  de  cercle  (p, 
qui  désigne  l’étendue  ou  XamplUude  de  la  fonction. 

La  suite  des  valeurs  correspondantes  de  c forme  ce  que  l’on  appelle  une 
échelle  de  modules.  La  première  qu’on  ait  connue  est  celle  qui  résulte  de 
la  transformation  employée  par  Lagrange  (p.  laS).  Legendre  en  a trouvé 
une  seconde,  et  M.  Jacobi  ( de  Kœnigsberg)  a montré  qu’il  y en  avait  une  infi- 
nité d’autres,  dans  lesquelles  pourtant  la  première  n’était  pas  comprise. 

Sous  ce  point  de  vue,  l’intégrale  Ç -7====  qui  exprime  la  trans- 

J y/i  — c’sin^p’ 

cendante  de  première  espèce,  est  désignée  par  F (c,  ç). 

C’est  de  l’équation 

..  dy  (id'l< 

' j/i  — / ’sin  Ÿ 1 — /l’ fin 

que  part  M.  Jacobi,  dans  scs  recherches.  Lorsqu’on  intègre  séparément 
chaque  membre  entre  les  mêmes  limites,  pt  étant  un  nombre  constant, 
on  a 

F(J,  y)==f.F(/i,4-), 

ce  qui  établit  le  rapport  u entre  deux  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce , mais  différentes  par  le  module  et  l’amplitude.  On  peut  remplir 
cette  condition , on  prenant  pour  le  sinus  de  l’une  des  amplitudes  une 
G*  êd.  II.  Q 
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fonction  rationnelle  du  sinus  de  l’autre,  et  dans  les  coefficients  de  laquelle 
est  introduit  un  nombre  qui,  par  les  diverses  valeurs  qu’on  peut  lui  assi- 
gner, donne  les  différentes  échelles  de  modules  : tel  est  le  théorème  prin- 
cipal découvert  par  M.  Jacobi. 

Pondant  qu’il  enrichissait  de  formules  nouvelles  la  comparaison  des 
transcendantes  elliptiques,  un  géomètre  suédois,  Abel  (de  Christiania), 
qu’une  mort  prématurée  a enlevé  au  milieu  des  plus  grands  succès , s’oc- 
cupant aussi  du  môme  sujet,  trouvait  de  son  côté  les  résultats  énoncés 
plus  haut,  et  d’autres  qui  lui  appartenaient  exclusivement. 

Il  change  l’ordre  des  quantités,  en  regardant  l’amplitude  comme  fonc-  ' 
tion  do  l’intégrale,  c’est-à-dire  que  désignant  par  u l’intégrale 


/; 


d<j) 


\/ 1 — c^sinij 


au  lieu  de 


K = F(c,  sin o),  il  pose  y = A«, 


étant  la  caractéristique  de  la  fonction  inverse  de  celle  que  représente  F, 
et  l’on  a sin  Ÿ = sinAtt.  * 

Pour  bien  concevoir  en  quoi  consiste  ce  changement,  il  suffit  de  se  rap- 
peler l’échange  fait  plus  haut  (p.  127)  entre  l’arc  de  cercle  et  son  sinus. 
D'abord,  les  arcs  sont  exprimés  par  leurs  sinus,  et  ensuite  c’est  le  sinus 
qu’on  indique  par  son  arc. 

Les  Mémoires  d’Abel  ont  été  insérés  dans  le  Journal  de  Mathématir 
ques  de  M.  Crelle;  M.  Jacobi  a tiré  des  siens  un  ouvrage  publié  à part, 
en  1829,  intitulé  : Fumlamcnta  nova  Theoriæ  fiinctionum  ellipticarum, 
sur  lequel  M.-  Poisson  a fait,  à l’Académie  dos  Sciences,  un  rapport  enrichi 
de  notes  savantes,  et  dont  elle  a ordonné  l’impression.  [Fnyez  le  t.  X de  1 
ses  Nouveaux  Mémoires,  p.  78.)  ' 

IV.  Outre  les  transcendantes  elliptiques , il  y en  a encore  deux  genres 
auxquels  Euler  a donné  une  attention  particulière,  et  qui  sont  entrés  dans 
les  recherches  de  Legendie  : ce  sont  les  formules 


P 

n 


et 


fàxx  (ly, 


qu’il  a nommées  Intégrales  Euléricnncs  [voyez  le  Traité  in  4",  t.  111, 
p.  421,  473).  On  a indiqué,  dans  le  n°  43i,  la  propriété  fondamentale  de 

l’intégrale  J" dxl  entre  les  limites  zéro  et  l’infini,  et  le  cas  singu- 

lier où 

•I  . 
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Ajoutons  ici  que  le  Traité  des  fonctions  elliptif/iws,  par  LegomJro,  con- 
tient des  tables  trôs-complôles  pour  calculer  les  valeurs  numériques  de 
ces  fonctions. 

Le  rapprochement  de  tout  ce  qui  précède  doit  faire  connaître  les  points 
principaux  des  recherches  auxquelles  donne  lieu  le  classement  des  di- 
verses transcendantes,  et  comment  des  intégrales  dont  l’expression  indé- 
finie ne  saurait  être  obtenue  dans  l’état  actuel  de  l’analyse,  prennent  des 
valeurs  assignables  entre  certaines  limites,  et  manifestent  des  relations 
plus  ou  moins  simples  lorsqu’on  assujettit  à des  progressions  particulières 
les  valeurs  successives  de  leur  variable. 


NOTE  E,  indiquée  sur  les  pages  3i3  et  Sîtj.  (Tome  I"'.  ) 


I.  On  a vu,  dans  le  n“  271,  que  le  résultat  des  intégrations  successives, 
par  rapport  à deux  variables,  ne  dépendait  pas,  en  général,  de  l’ordre  dans 
lequel  ces  deux  intégrations  étaient  effectuées  r on  peut  aussi  so  rendre 
compte  do  cette -circonstance,  en  considérant  les  intégrales  commodes 
sommes  d’éléments,  au  moyen  de  l’expression  donnée  dans  la  note  de  la 
page  277  du  tome  I".  En  effet,  soitl’intégrale  double  //zdard/oùz  = f(a?,/), 
et  ayant  pour  limites  a et  n'  par  rapport  à j,  bel  b'  par  rapporté/; 
commençons  par  l’intégration  relative  à x,  et  posons  n'  = a -)-  « a;  mais,  pour 
abréger,  écrivons  i{nt,x)  au  lieu  de  f(n-|-ma,/);  nous  aurons , d’après 
la  note  citée, 

J"  zdx  = a[f(o,  /)-f-f(i,  /) -t-f(«—  I,/]., 

Multipliant  enluito  par  d/  tes  deux  membres  de  cette  équation , et  inté- 
grant depuis  / = è jusqu’à/ = b',  en  faisant  b'  = b+pa,\xn  terme  quel- 
conque a/d/f(m,/)  du  second  membre  donnera 

a’[f(m,  o)-+-f(«i,  i)’-t-f(m,2) +((in,p—  i], 


et  il  en  naîtra,  pour  le  développement  complot, 

^ a* 

I I zd.rd/ 
''b 


f(ü,  0) 

+ f(>.  0) 

-f-f(a,  0) 

. ,.  -/f(«—  I,  p) 

+ ') 

+ f(>,  0 

+ f(a.  >) 

...-4-f(«— I,  1) 

=3  a’ 

+ f(o,  a) 

+ f(i,  a) 

+ f(a,  2)..... 

...  I,  a)  , 

1 

-f-f(o,/^- 

■)  + f(a,/^-i) 

9- 
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OÙ  chaque  ligne  représente  une  intégrale  relative  à x,  et  chaque  colonne, 
une  intégrale  relative  à Si  l’on  renversait  l’ordre  des  intégrations , les 
colonnes  prendraient  la  place  des  lignes,  et  réciproquement  ; il  n’y  aurait 
de  changé  que  l’ordre  des  substitutions  ; car  dans  le  premier  cas,  on  com- 
mence par  substituer  à x ses  diverses  valeurs,  et  l’on  ne  met  qu’ensuite 
celles  dej,  tandis  qu’on  fait  évidemment  le  contraire  dans  le  second  cas. 
Or,  cela  ne  change  rien  en  général  à la  valeur  des  termes  du  dernier  dé- 
veloppement, puisque  f(x, y)  doit  toujours  rester  la  même,  lorsqu’on  y 
met  pour  x et  j les  mêmes  valeurs,  dans  quelque  ordre  que  s’effectuent 
les  substitutions. 

II.  Il  y a pourtant  à cela  une  exception,  lorsque  ces  valeurs  rendent 
f(x,/)  indéterminée,  en  la  faisant  passer  par  l’infini.  C’est  sur  la  fonction 

^ que  M.  Cauchy  a d’abord  fait  cette  remarque.  Quand  on  y sup- 
pose simultanément  X = O,  o,  elle  devient  entièrement  indéterminée, 
comme  celle  qu’cqi  a considérée  dans  le  n°  IS4  (vo/ez  aussi  le  Traité 
in-4°,  t.  I,  p.  357-36o  et  607  ) ; mais  si  l’on  n’opère  les  substitutions  que 

1 une  après  l’autre,  en  commençant  par  x = o,  on  trouve^  = ce  qui 
devient  4- infini,  lorsqu’on  y faitj'=o;  et  dans  l’ordre  contraire,  il  vient 

_ jpS  I 

d’abord  — p-  = — • p,  que  la  supposition  de  x = o change  en  — infini  ; 

mais  la  différence  des  deux  résultats  cesse  dès  que  l’on  ne  considère  plus 
X et  J comme  rigoureusement  nuis  : il  n’y  a donc  qu’un  seul  élément  qui 
prenne  deux  valeurs,  celui  qui  répond  à x = o,  _y  = o;  et  ce  qu’il  faut 

r’  — x’ 

bien  remarquer,  c’est  que  la  fonction  devenant  alors  infinie, 

fait  prendre  à cet  élément  une  valeur  finie  qui  influe  sûr  celle  de  l’inté- 
grale proposée  ; aussi  arrive-t-on  à deux  résultats  différents,  suivant  Tordre 
dans  lequel  on  effectue  les  intégrations. 

Pour  s’en  assurer,  il  faut  remarquer  que  si  Ton  fait 


il  vient 


Il  — arc  ^tang  = , 


à II >'  Au  X 

dx  _ x’-|-_)’’  d_r  ~ x’+_^-’’ 

cl^//  ^ 

11  suit  de  là  qu’en  commençant  par  l’intégration  relative  à x,  on  a en 
général 


/,  r d’«  , d«  X 
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et  depuis  x = a jusqu’à  x = n\  on  obtient 
a'  a 


i33 


Passant  ensuite  à 


C^u,  " /•  (^Ar  r «(])•  . 

“ - J - j ~ j 

— arc  ^tang  = — arc  ^lang  = î 

et  les  limites  de  cette  nouvelle  intégration  étant  b et  b',  on  trouve  pour 
dernière  expression 

^tang=  — arc  ^tang  = — arc^lang=  4-arc^tang  = 

Quand  on  procède  dans  l’ordre  inverse , on  a successivement 

r 


arc 


d’où 


/•  . . CA'u  . d/c 

J~  ' J dxdx  ^ du:  ■ x’ 


/’d«.  rb'dx  Ç bdx 

“ dx  ^ ~ J b'^ + x^  b’+x’ 

■ (tang  = + arc  ^lang  = , 


= — arc  I 


f'/ 


et  enün 

— arc  ^lang  = 4-  arc  ^tang  = arc  ^tang  = — arc  ^tang  — 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  montrer  que,  dans  leur  état  général,  les 
deux  expressions  précédentes  sont  identiques;  mais  si  l’on  fait 

/!  = — I,  a'=i,  é=r  — I,  i’=i, 

limites  entre  lesquelles  tombent  x — o,  o,  et  d’où  il  résulte 

arc(lang=  i)=  arc{tang=  — i)  = — 

4 4 

on  trouvera  les  valeurs 

nnirn 

4 + 4‘^4'^4  = ’'’ 

TT  it  n n _ 

qui  ne  sont  pas  égales,  mais  dont  la  différence  est  îtt.  . • - 
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à cause  que 


Si  l’on  voulait  prendre  x = o,  y=o,  pour  les  premières  limites  des 
intégrales  cherchées,  il  faudrait  faire  d’abord  o'=  4'=  i,  et  la  première 
expression  deviendrait 

^ — arc  ( tang  = b)  — arc  ^tang  = + arc  ^tang  = ^ , 

ou  bien 

— ^ — arc(tang  = ii)  + arc(lang  = a)-+-arc^tang  = 
à cause  que 

arc  ^tang=  ^ — arc  (tang  = a). 

Considérant  alors  ^ et  é comme  des  quantités  très-petites,  et  négligeant 
en  conséquence  les  termes 

arc  { tang  = a) , arc(tang  = A), 

il  resterait  — ^ + are^lang  = expression  qui  devient  indéterminée 
quand  a et  b sont  nuis.  Si  Ton  posait  b = nia,  on  aurait 

— ^-(-arc(tang  = ai), 

la  quantité  m pouvant  varier  de  o à l’infini  : dans  le  premier  cas,  le  ré- 

TT  ÎT  7* 

sultat  est  — - » et  dans  le  second,  -f-  7 > à cause  que  arc  (tang  = infini)  = - ; 

4 4 . ^ 

la  différence  entre  ces  deux  valeurs  est  tt.  On  a trouvé  d’abord  a»,  parce 
que  les  variables  x et  y étant  à des  puissances  paires,  dans  la  fonction 
proposée,  chaque  intégration  de  — i à -+-i  donne  un  résultat  double  do 
celui  qu’on  obtient  de  o à + 1 . 

L’ambiguïté  qu’oii  vient  de  montrer  n’aurait  pas  lieu  pour  les  intégrales 


prises  dans  les  mêmes  limites,  quoique  la  fonction 

— x' 

SC  présente  sous  la  forme  quand  on  y fait  à la  fois  x = o,  /=  o,  et 

prenne  deux  valeurs  différentes,  suivant  l’ordre  des  substitutions,  parce 
que,  CCS  valeurs  étant  finies,  elle  n’a,  dans  cette  circonstance,  qu’un  élé- 
ment infiniment  petit. 
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III.  La  ciifférenco  des  valeurs  obtenues  en  variant  l’ordre  des  intégra- 
tions, ne  venant  que  du  seul  élément  placé  à l’origine  des  variables, et_x, 
M.  Cauchy  l'évalue  à part,  ce  que  l’on  peut  faire  comme  il  suit. 

Soit  1 expression  générale  de J’zdx,  z devenant  infini  par  des 

valeurs  de  x et  de  /,  comprises  entre  les  limites  a et  a',  bel  b'-,  en  dési- 
gnant par  a la  valeur  de  x,  et  par  X-  une  quantité  très-petite,  l’intégrale 

y* üdx,  prise  dans  le  petit  intervalle  de  a — X à a-|-X,  sera 
?(“  + X-,7)  — y{a  — x-,j), 

et  dans  l’intégration  suivante,  effectuée  depuis /=  b jusqu’à /=  b',  don- 
nera la  portion 

.4- 

d/[y(a-hX-,j')  — (f(a  — X-,r)], 

qui  approchera  d’autant  plus  d’être  celle  qui  correspond  à un  seul  élé- 
ment, que  la  valeur  assignée  à X-  sera  plus  petite. 

Dans  l’exemple  de  l’article  II,  pour  lequel 

= “ = °. 
l’expression  trouvée  ci-dessus  devient 

C'aJ  ^ -1-  ^ i C' 

~V_,  ^7 

= aarc  ^tang  = — ^arc  ^tang  = — 

En  faisant  X-  = o,  pour  passer  à la  limite,  on  a 

aarc(tang=  infini)  — aarc(tang=  — infini) 

27T  , air 

= 1 = air, 

a a 

précisément  la  différence  trouvée  dans  l’article  cité. 

Les  intégrales  où  l’on  ne  considère  qu’un  élément,  ainsi  qu’on  l’a  vu 

plus  haut  pour  J’ idx,  ont  été  nommées,  par  M.  Cauchy,  intégrales  sin- 
gulières; les  lecteurs  qui  voudront  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  les  trou- 
veront dans  le  tome  I des  Nouveaux  Mémoires  présentes  à C Académie 
des  Sciences,  par  divers  Savants,  p.  672. 

IV.  La  différentiation  sous  le  signe  intégral  n’a  été  considérée,  dans  la 
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note  de  la  page  329  du  tomo  1",  que  par  rapport  aux  intégrales  in- 
définies, et  n'est  complète  pour  les  intégrales  définies,  que  lorsque  leurs 
limites  ne  varient  pas.  Quand  le  contraire  a lieu,  il  se  présente  deux  cas, 
selon  que  les  valeurs  extrêmes  de  la  variable  indépendante  ne  se  trouvent 
pas  comprises  sous  le  signe  /,  ou  qu’elles  entrent  dans  la  fonction  sou- 
mise à ce  signe  : voici  pour  le  premier. 

Une  intégrale  étant  équivalente  à une  somme  d’éléments  que  l’on  peut 
supposer  aussi  petits  qu’on  voudra  (232),  on  voit  sans  peine  que  si  les 
valeurs  extrêmes  représentées  par  « et  6 deviennent  a + ùa  b + Ab, 

l’intégrale  J Xdj;  augmentera  de  l’élément  A,dé,  et  diminuera  de  Âda, 

ou,  co  qui  est  la  même  chose,  deviendra 


r 


Xdx-f-Bdi-Ada, 


fi  étant  mis  pour  A,,  ou  bien  encore 


f(x)dx  -t-f(é)dé  — f(o)da, 


en  représentant  Xparf  (a:),  commedanslanote  de  la  page  277  du  tome  1". 


Supposons  maintenant  que  X comprenne  en  même  temps  les  quantités 
a et  é;  alors  le  changement  de  a en  a -f-  da,  et  de  t en  ê -t-  dê,  don- 
nera, au  lieu  de  X,  X-t-4— da-t-^r^dé,  et  si  les  quantités  a et  é 
da  dé 

sont  des  fonctions  d’une  troisième,  y,  on  aura 
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NOIE  I. 

SUR  QUELQUES  POINTS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 
ET  DU  CALCUL  INTÉGRAL  ( * ).  , 

Üe  la  dérivée  d’une  fonction  d'une  seule  variable. 

1.  Lorsque  la  valeur  absolue  ou  le  module  d’une  quantité 
variable  décroît  indéfiniment  de  manière  à avoir  zéro  pour 
limite,  on  dit  que  cette  quantité  devient  infiniment  petite. 

Lorsque  le  module  d’une  variable  croit  indéfiniment  de  ma- 
nière à pouvoir  surpasser  toute  quantité  donnée,  on  dit  que 
cette  variable  devient  infiniment  grande  ou  infinie. 

Une  fonction/(a?)  de’  la  variable  x est  dite  continue  pour 
les  valeurs  de  x comprises  entre  les  limites  a et  b,  si  pour 
chaque  valeur  de  x comprise  entre  ces  limites  la  valeur  nu- 
mérique de  la  différence 

‘^f(^)=f(x-^h)—f{x) 

décroît  indéfiniment  avec  h,  c’est-à-dire  devient  infiniment 
petite  en  même  temps  que  h. 

Lagrange  a nommé  de  la  fonction/’( a?),  la  limite  vers  ' 

laquelle  converge  le  rapport  — - lorsque  h tend  vers  zéro; 


( *)  Cette  ?iQto  a pour  objet  de  compléter  en  divera  potnU  fondamentaux  Tou* 
Trace  de  Lacroix,  et  de  substituer  des  méthodes  ricoiireuses  à quelques  démons- 
trations de  Tuuteur  qui  nous  ont  pa*u  insufflsaiitcs. 

6®  ctl.  JI.  lO 
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celle  loculion  a prévalu  sur  celle  de  coefficient  différentiel, 
qui  n’est  plus  usitée  aujourd’hui.  D’après  la  définition  précé- 
dente, si  l’on  désigne  par/'  (a?)  la  dérivée  de/(ar)  et  que  l’on 


la  quantité  « tendra  vers  zéro  avec  A,  c’est-à-dire  sera  infini- 
ment petite  en  même  temps  que  A;  on  a,  en  multipliant  la  for- 
mule précédente  par  A, 


à^f(x)=;:^hf{x)  + lu. 

La  dérivée  f" (x)  do  f [x)  est  dite  dérivée  du  deuxième 
ordre  def{x);  pareillement  la  dérivée  f" {x)  de/"(ar)  est  la 
dérivée  du  troisième  ordre  de  f[x),  et  ainsi  de  suite. 

2.  Théorème.  Si  f(x)  désigne  une  fonction  continue  pour 
les  valeurs  de  \ comprises  entre  deux  limites  a et  b,  et  que  la 
dérivée  V (x)  reste  finie  pour  ces  mêmes  valeurs;  si  en  outre 
Xo  et  X sont  deux  valeurs  de  x comprises  entre  a et  b,  et  que 
l'on  fasse  X — Xo  = mh,  on  aura 

f{\)-fix,). 

ni 

pour\n=co,  cest-à-dire 

/(X)-/{o:.)  = (X-,r.)M, 

M étant  la  limite  vers  laquelle  tend  la  moyenne  arithmétique 
des  quantités  f'(  x.  ),  f ( x,  -I-  h , f ( x„  -I-  m — i h),  lorsque  h 
tend  vers  zéro. 

On  a,  en  effet, 

f(x„+ h)—f[x,)=  hf  [x,)  + hit, 

/(ar.-i-aA)  — /{x, -4- A)  = A/'(x„-t- As,, 


f(x,y-mh)^f[xi,-ym  — i h)  — hf  [x^y-  m—  i A)-f-Ac„, 

*1,  s»,  . . .,  s»i  étant  des  quantités  qui  s’annulent  avec  A.  Nous 
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désignerons  jiar  s la  mojenne  arithinélique  de  ces  quanliics, 
ei  par  OIL  la  moyenne  arithmétique  des  quantités  f [x,), 

f {x,  + h),  . . .,f  + m — I h);  on  aura  alors,  en  ajoutant 

' les  équations  précédentes, 

/(X)  — /(^,)  = mhOV,  -hmht, 
ou 

Si  l’on  fait  tendre  A vers  zéro,  t s’évanouit  et  OK  se  réduit  à sa 
limite  M ; on  a donc 

/(X)-/(ar.)  = (X-x,)M; 
ce  qu’il  fallait  démontrer. 

3.  ConoLLAiRE  I.  La  fonction  f(x)  est  constante  entre  les 
limites  a et  b,  si  sa  dérivée  est  constamment  nulle  entre  les 
mêmes  limites.  Dans  le  cas  contraire,  la  fonction  f{x)  est 
constamment  croissante  si  sa  dérivée  n’est  jamais  négative 
entre  les  limites  a et  b,  tandis  quelle  est  constamment  dé- 
croissante si  sa  dérivée  n est  jamais  positive  entre  les  mêmes 
limites. 

En  effet,  s\  f [x)  est  constamment  nulle  entre  les  limites 
a et  b,  OR.  et  M sont  nulles;  on  a donc  F (X)  = f{xo).  Ensuite, 
si  la  dérivée /'(  ar  ) n’est  jamais  négative  sans  être  constam- 
ment nulle,  OTL'  etM  sont  positives,  et  par  suite /(X)  —f(x,) 
est  de  même  signe  que  X — x,.  Au  contraire,  ces  deux  diffé- 
rences sont  de  signes  contraires,  si  la  dérivée  /' (x)  n’est  ja- 
mais positive,  car  alors  Oit  est  négative,  et  il  en  est  de  même 
de  M. 

Corollaire  II.  La  quantité  M est  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  f [x)  quand  x varie 
de  Xo  à X;  par  conséquent,  si  cette  fonction  est  continue  entre 
ces  limites,  elle  passera  par  la  valeur  M pour  une  valeur  de  x au 
moins  ; cette  valeur,  comprise  entre  x,  et  X,  peut  être  repré- 
sentée par  Xo  -f-  0 {X  — Xo),  en  désignant  par  6 une  quantité 
comprise  entre  o et  i.  Dans  celte  hypothèse,  on  a donc 

/(  X) -/(  X.)  = { X - X.)/' [x.  4- 0 ( X - X.)]. 

lO. 
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Formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin 

4.  Lemxe.  Soit  f(x)  une  fonction  qui  reste  finie  et  conti- 
nue, ainsi  que  ses  n — i premières  dérivées  f'  (x),  f"(x), . . 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  deux 
limites  a e/  a + h;  si  l’on  a 

f{a)  — o,  f{a)=o,  f'{a)  = o,,...,  f‘~'{a)=o, 

et  que  la  n'^“*  dérivée  f"  (x)  reste  finie  et  ne  change  pas 
de  signe  quand  x varie  </e  a A a + h,  la  fonction  f{x  ) sera  de 
même  signe  que  lrf"{x)  pour  toutes  les  valeurs  de  x com- 
prises entre  les  mêmes  limites  a a + h.  '■ 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l’on  ait  . 

/("/"(jr)  >■  ou  = O,  ^ ■' 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  a-+-  A;  la 
fonction  A"/*-'  (a:)  sera  croissante  (n”2);  et,  comme  elle  s’an- 
nule poura:=:a,  elle  aura  le  signe  de  h pour  les  valeurs 
de  X comprises  entre  a et  a -t-  A ; en  conséquence  le  quotient 
de  sa  division  par  A sera  positif,  et  l’on  aura 

A-'/"-' (x)>o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  a eta-+-A.  En 
raisonnant  sur  cette  inégalité  comme  on  l’a  fait  sur  la  précé- 
dente, on  trouvera 

, A-’/-’(a:)>o, 

et  en  poursuivant  de  la  même  manière,  on  aura  successive-  , 
ment 

(•î^)>  O,...  , A/'(.r)>o,  /(j?)>o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  « -t-  A. 

11  est  clair  que  le  même  raisonnement  prouve  que  si  l’on 
avait  h’f" { )< ou  = o,  on  arriverait  à f[x)<C.o;  ce  cas  se 
ramène  au  précédent  en  remplaçant /(x)par  —f{x), 

5.  Corollaire.  Soit  F(  x ) une  fonction  qui  reste  finie  et  con- 
tinue, ainsi  que  ses  n — i premières  dérivées  pour  toutes  les 
valeundex  comprises  entre  à et  li;  si  l'on  détermine  deux 
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fonctions  ^ ( x ) et  -^(\)  ayant  cette  même  propriété,  telles  en 

outre  que  l’on  ait 
1 ■ 

ç(«)  = 4(a)  = F(«), 

?'(«)  = f (a)  = F' (a), 


..  ■ ÿ"”' (a)  = (rt)  = F"“' (a), 

et  ~ • 

/«*  ly"  (x)  A"  F'‘(ar)  A*  i}>*  (x), 

pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  a + h,  oii  - 
aura  aussi  pour  les  mêmes  valeurs  de  x, 

. ?(■*)<  F . 
et,  par  conséquent, 

(l)  F(x)  = If  fl  [ij/(a:)  — ÿ(^)]> 

(1  désignant  une  certaine  quantité  comprise  entre  o et  t. 

La  démonstration  de  ce  (forollaire  est  contenue  dans  l’énoncé 
même  du  lemme  précédent,  où  il  suffit  de  faire  successive- 
ment/(a:)  = F {x)  — f (x)  et/{x)  = ij/  (x)  — F(x). 

6.  Formules  de  Taylor  et  de  Maclaiirin.  Ces  formules  ont 
pour  objet  d’approcher  de  la  valeur  d’une  fonction  quelconque 
- par  le  moyen  d’une  fonction  entière  ou  d’un^polynôme.  La 
solution  de  ce  problème  est  donnée  de  la  manière  la  plus 
simple  par  l’équation 

(a)  F (a -f- A)  ^ (a  + A)  + [1  [\j(  (<n- A)  — f(a-)-A)], 

••  qu’on  obtient  en  faisant  x = a + h dans  l’équation  ( i),  et  dans 
laquelle  les  fonctions  <p  (x)  et  ^[x)  sont  assujetties  aux  condi-, 
tiens  imposées  par  l’énoncé  du  corollaire  précédent. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  notre  formule  suppose  que  la  fonc- 
tion F (x)  reste  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  n — i prémières 
dérivées  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  a-y^/i, 
et  en  outre  que  la  dérivée  reste  finie  pour  ces  mêmes 
valeurs. 

Cela  posé,  nous  prendrons  pour  f(x)  et  pour  ^ (x)  deux  poly- 
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nomes  en  j;  du  degré  n,  et  alors  on  aura,  comme  on  le  dé- 
montre en  algèbre  et  comme  il  est  d’ailleurs  facile  de  s’en 


assurer, 

Ÿ (^)  = ?{«)-+-  i>'(a)  -h . • . + ^,^3  T"(«)  > 

(a)  + f («)  -h  . . . '{''■{«)• 

Mais  on  doit  avoir 


et  en  outre 


?(a)  = 'K«)  = f{«).- 
= F'(«), 

f*-'  (a)  = 4i'‘-'(â)  = F"~'(a), 
A"  y*  {x)  <[  A"F"(ar)  < A"i|/“(a:), 


pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et  a -f-  A.  Comme  <p”  (æ:) 

, et  -{-"(jr)  se  réduisent  ici  à <f{a)  et  'l<"(a),  notre  dernière  condi- 
tion sera  satisfaite  si  l’on  prend  ç" (a)  = Mc  et  cl<"(a)  = M,,  en 
désignant  par  A"M,  et  A"M,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
valeurs  que  prend  A'‘F’'(^)  quand  x varie  de  a à a -+-  A.  D’après, 
cela,  si  l’on  donne  à a:  la  valeur  a -t-  A,  on  aura 

,+(.+A)=F(«)+î  F'(«)  + ,..+  _^|F-|-.)+^M.. 

> 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (2)  et  posant 
M = (xMi-+-(i  — f)M,  , 

il  viendra  - • ’ . 

F(a -H  A)  = F(«) - F'{a)-1- F"(fl) +. . . 

(3)  „ 

. +7-2— (-7TIT) , 
l’une  des  quantités  M, , M,  désigne  la  valeur  maxima  de  F"(.z-) 
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quand  x varie  de  ah  a+ h,  l'aulre  est  la  valeur  minima; 
d’ai)leurs  ji  est  compris  entre  o et  i,  doncM  désigne  une  quan- 
tité comprise  entre  M,  et  M,.  Il  résulte  de  là  que  si  la  fonction 
I’"(x)  est  continue  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  a et 
a -1-  /t,  elle  passera  au  moins  une  fois  par  la  valeur  M ; la  valeur 
correspondante  de  x pourra  être  représentée  par  a + O/i, 
0 étant  une  quantité  comprise  entre  o et  i,  et  l’on  aura 


par  conséquent 

F(a  -t-  A)  = F(rt)  + y F' (a)  + ^ F"{a)  + . . . 


1 .2. . . {n  — i) 


F"-'(rt)-t- 


à" 


I . 2 . . . /I 


F‘(«  -I-  6/t). 


Si  l’on  remplace  d’abord  a parar,  puis  a par  zéro  et  /i  par  a;, 
on  obtient  les  deux  formules 


(4) 


F(;c-t-/0  = F(^)  + ^ F'  (;r)  -t-  ^ F"  (^)  -t-. . . 


/jn-i 


F"-'  (x)  ■+■ 


1 .2. . . (n  — i) 

x^.,.  X 


I . 2 . . . M 


-F"(^  0/i), 


(5) 


J FM  = F(o)  4-  YF'(o)-t-^F"{o)-t- 

( 

4-  rF'‘-‘(o) 

I o ti  — Il  ' ' 


1.2...  n 


['"(Ox). 


1 .2. . . (n  — i). 

Si  toutes  les  dérivées  de  F (.r)  satisfont  aux  conditions  rela- 
tives à la  continuité,  dont  nous  avons  parlé,  et  si  de  plus  la 
quantité  ' . 

h" 


R„  = 


r-(x  + Q/i) 


tend  vers  zéro  quand  n augmente  indéfiniment,  la  formule  (4) 
donnera  la  série  de  Taylor,  savoir  ‘ 

(G)  ¥{x  -t-  /,)  = F(x)-+-  ^ F'  {x)  -h  ^ F"(.r)  . . ; 


la  quantité  fl„  est  dite  le  reste  de  la  série. 


. Digitized  by  Google 


i44  note  sua  LE  cAix.iJL  difpérentibl' 

PareUlemcnt,  la  formule  (5)  donnera  la  formule  de  Maclau- 
rin,  savoir 

(7)  F(ar)^F(o)-»-  y F'(o)  + ^ F'{o)4-...‘, 

si  la  fonction  F(arf*èt  ses  dérivées  satisfont  à la  condition  de 
continuité,  et  si  en  outre  le  reste  de  la  série,  savoir 


- F”(ea:), 


tend  vers  zéro,  quand  n augmente  indéfiniment. 

7.  Autre  forme  du  reste  de  la  série  de  Taylor.  Remplaçons 
h par  z — x dans  la  formule  (4),  et  désignons  le  reste  jwr/<a:), 
on  aura  - s ' , 


{8)F(;)=F(ar)- 


et,  en  prenant  les  dérivées  de  chaque  membre  par  rapport  à x, 
Il  vient,  toutes  réductions  faites,  ' 


(9) 


[z  — x]—' 


1.2..  .(«  — I) 


F"(x); 


mais,  en  appliquant  la  formule  (4)  à la  fonction/,  dans  le  cas 
de  n = I , on  a v 


ou 


f{x  h ) — /( x)  = /i/'  (x  + 6 A)  , 

/(^)  — f{^)  = (z  — ^)f  [x  -I-  0 (z  — x)]; 


d’ailleurs  l’équation  (8)  montre  que/(x)  s’annule  pour  x = z, 
on  a donc  ^ 

f(x)—-—(z—x)f'{x->r^(z  — x)\\  . 

d’ailleurs,  en  remplaçant  x par  x-)-  6 {z  — x)  dans  la  formule  (p),  ■ 
on  a • . , • 

/'  [x  9-  0 {Z  -X)]  = - P [.r  + e (Z  - x)|, . . 
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remettant  ensuite  a:  4-  A au  lieu  de  z,  on  a l'expression  sui- 
vante du  reste  que  nous  avons^désigné  par  R„  au  numéro 
précédent,  > 

R„=  F»(ar+9A). 

1 .2.  . — l) 

t 

' Cette  nouvelle  expression  a été  donnée  par  Cauchy;  0 y désigne, 
comme  dans  la  première,  une  quantité  comprise  entre  o et  i . 
En  faisant  a:  = o et  écrivant  ensuite  x au  lieu  de  A,  on  a l’ex- 
pression suivante  du  reste  de  la  série  de  Maclaurin 

R,.=  F"(9x).  ■ 

Sur  la  dijférentiation  des  fondions  transcendantes, 

8.  Lacroix  fait  usage  des  séries  pour  la  recherche  des  diffé-  ’ 
rentielles  des  fonctions  exponentielle  et  logarithmique;  on 
peut  arriver  aux  mêmes  résultats  par  une  méthode  plus  simple 
et  plus  rigoureuse  que  nous  allons  indiquer. 

Lerme.  Si  l'on  désigne  par  c la  limite  de  la  série  conver- 


;H 


l’expression 


pour  limite  le  nombres,  lorsque  la 


quantité  m tend  vers  Vinjini. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  supposerons  d’abord 
que  le  nombre  m tend  vers  l’infini  en  ne  prenant  que  des  va- 
leurs entières  et  positives.  On  a alors,  par  la  formule  du 
binôme  relative  à l’exposant  entier  et  positif. 


(I  ^ I m[m — i ) i 

'.H — I —'H i-— ^ 

m J I m 1 . 2 


X .H  m"  " 
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/ I \ “ I * 

1+—  = I H 1 

\ ni  / I 1.2 


R.  désigne  la  somme  des  termes  du  développement  qui  sui- 
vent le  ( /H- 1 et  l’on  a 

1.2. ..n  (n4-i)(«-l-2)  J 

la  somme  contenue  entre  crochets  est  composée  d’un  nombre 
limité  de  termes,  etceux-ci  sont  évidemment  moindres  que  les 
termes  qui  occupent  le  même  rang  dans  la  progression  géomé- 
trique illimitée 


qui  a pour  somme  - ; la  somme  entre  crochets  qui  forme  le 

0 

dernier  facteur  de  R„  peut  donc  se  représenter  par  -»  0 étant 
une  quantité  comprise  entre  o et  i ; on  aura  d’après  cela 

(i+  = I -f-.-  H — 4-  . . . 

\ m/  I i.îx  1.2.3 

\ mj  \ ni  f 0 \ ni  / \ m J 


I 2 . . . n • 


Supposons  maintenant  que,  n restant  constant,  on  fasse  croître 
indéfiniment  l’entier  m,  on  aura,  à la  limite. 


1 I 

: I -f-  — — - 

1 1.2 


1 . 2 . . . n 1 . 2 . • . n 


0 désignant  comme  0 une  quantité  comprise  entre  o cl  i.  Cela 
pose,  si  l’on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n,  la  quan- 
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tendra  vers  zéro,  et  l’on  aura 


>4? 


lim  ( I-+- — ) = I - H — ' 1 î— - 

\ rn  ,1  I I . a i . a . c 


-h  . .=e. 


La  proposition  qui  vient  d’être  établie  a lieu  encore  si  m 
tend  vers  l’infini  en  prenant  des  valeurs  positives  quelconques. 
En  effet,  désignons  par  (x  et  + 1 les  deux  entiers  entre  les- 
quels ni  est  compris,  (x  sera  une  variable  qui  tendra  vers  l’in- 
fini en  même  temps  que  m.  Or  on  a 


ou 


I -h 


I \/M-l 

4-  I / ■•  ! I \«» 


fx  -h  l 

les  quantités  ^i-t-  ~ ^ pour  limite; 

I H î — et  I -h  - tendent  vers  l’unité:  donc  l’expression 

|x-|-l  fx 

^14-  est  comprise  entre  deux  quantités  qui  ont  e pour 
limite,  et  l’on  a,  en  conséquence, 

/ I \'« 

- ■ - lim  I iH I =e. 

\ mj 

Enfin  la  même  chose  a lieu  si  m tend  vers  l’infini  négatif;  en 
effet,  si  l’on  pose  m = — fx,  (x  tendra  vers  -1-  » ; or  on  a 

(-^r= - . 

et  puisque  les  facteurs  ( i (-  — '■ — b et  i 4 — tendent 

\ (X  - I ' fX  - I 
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respeclivement  vers  les  limites  e et  i , on  aura  encore 

' lim 


• ( ' 
im  iH = I 

V m) 


9.  Supposons  maintenant  qu’on  demande  la  dérivée  de  la 
fonction  a*;  en  donnant  à x l’accroissement  A,  on  a 


d’où 


Posons 


= — a*=  a‘  {a‘‘—  i), 

AO*  .a*  — I 


«*  — I = — » d’où  h = 
- m 


log(^^ 

loga 


la  quantité  ira  tendra  vers  l’inflnl,  quand  A tendra  vers  zéro,  et 
l’on  aura 


Ao* 

A- 


= a*  ■ 


loga 


loga 


>log(.+  ^)  log(,  + l)'"> 
faisant  tendre  A vers  zéro  et  remplaçant  ( ■ + ~ ) sa  li- 


mite e,  on  a 


A à*  rfo*  loga 

'"”-r=3î=»  1^’ 


les  logarithmes  sont  Ici  pris  dans  un  système  quelconque.  Si 
l’on  adopte  pour  ce  système  celui  dans  lequel  la  base  est  e et 
que  l'on  nomme  système  de  Neper,  on  aura  log  e'=  i,  et  par 
suite 

f 

.^  = a*loga,  ou  </o*=  a*  log  af/x. 

Si  a = e,  on  a 


de^  . , 

-J  =e‘,  ou  de*  =.e‘dx. 
dx 


. Digitized 
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10.  Supposons  en  second  lieu  qu’on  demande  la  dérivée  de 
la  fonction  log  x,  le  logarithme  étant  pris  dans  un  système 
quelconque.  On  a 

Alog  = log(a;-l- A)  — log:r  = log 
et 


A log.r 

•og  ( 

I-f-  - 
^ x/ 

A 

h 

Posons 

'' 

A _ j_ 
x~  m 

» d’où 

m 

on  aura 

A log  X _ m - 

\ '»y 

i 

A X 

' X ’ 

passant  aux  limites,  il  viendra 

Alogjf  dloga: 
dx  = 

logt^ 

= 9 

X 

ou  rf  log  x = rfa:; 

si  les  logarithmes  sont  pris  dans  le  système  de  Neper,  on 
aura  log  e = i,  et  par  suite 

..  < a loga;  = — • 

Nous  avons  cherché  directement  les  différentielles  des  deux 
fonctions  a‘  et  log  x,  mais  on  sait  que  l’une  quelconque  de  ces  ' ' 
deux  questions  peut  se  ramener  immédiatement  à l’autre. 

r 

Applications  de  la  formule  de  Maclaurin. 

11.  La  formule  de  Madaurin  peut  s’écrire 

F(x)  = F(o)+ -F'(o)-4-  — F''(o)-f-...  ' - 


x^~ 


1 .2.  . . (n  — i) 


F-'(o)  + IL, 
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en  itosani 


' ll»  = 


X" 

I . . n 


F" ( Ox) , 


ou 


H — . F"f6.r) 


. \ 

cl  en  désignant  par  0 dans  l’une  ou  l’autre  de  ces  expressions 
une  quantité  comprise  entre  o et  i. 

Posons  d’abord 

F{x)  = e^, 


on  aura,  quel  que  soit  (*,  F^(a;)  = e*,  cl  par  conséquent 
F' (o)  = J , F'“  (o)  = I ; donc 


x^ 

I . 2 


x*-~ 


{n  - i) 


X" 

I . 2 . . . W 


le  reste  R„  tend  vers  zéro,  quel  que  soit  a:;  en  elïel,  lelacieurc®'' 
reste  fini  quand  n augmente  indéfiniment,  et  la  quantité 

X"  XX  X 

I 


tend  évidemment  vers  zéro,  car  elle  est 


un  produit  dans  lequel  les  facteurs  supérieurs  à i en  valeur 
absolue  sont  en  nombre,  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux 
qui  sont  inférieurs  à i et  même  à une  quantité  quelconque 
donnée,  peut  devenir  plus  grand  que  tout  nombre  donné.  On 
aura  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 


(•) 


I + ■ 


x‘ 

I . 2 


X^ 

7573 


Posons  en  second  lieu 

F (.*■)=  cos  j:  + >sinx, 
X elanl  une  constante;  on  aura 

F'*' {x}  = cos  ^ar-(^(ji^^H-Xsin 
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et,  pour  x = o, 

Le  reste  R„  est  ici 

•;-^5^[cos(o^+Ç)^Xsin  (ex+Ç)], 

et  il  tend  vers  zéro  quand-n  augmente  indéfiniment,  pour  la 
même  raison  que  dans  le  cas  précédent;  on  aura  donc 

cosx  + Xsinx=n-if—^_X-Î^H fL- , 

d’où  l’on  tire 


(2) 


x^ 

cos  X = t 1- 


1.2  1 .2.3.4 


X x^ 

sin  X = 


I 1.2.3  1.2. 3. 4. 5 


— • • • > 


formules  qui  subsistent  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

12.  Soit  maintenant  F (x)  = log  ( I +x),  la  caractéris- 
tique log  désignant  un  logarithme  népérien.  On  a 


I + 

F^'(a;)  = 


I • 2 

-,  l’"(x)=— 


I +xy  . 

(-ir-'.i.2...  (pi-i) 


(1  H-  x}'^ 

et,  pour  x = o, 

Ffx)  = o,  F^(x)=i,  F"(x)=— I,  F“'(x)  = -t-i.2,..., 
F''(X)=(— 1)''-'  I.2...((i—  l). 

On  aura  donc 


■ / \ 

Iog(.  + a;)  = ----|-- 


n — I 


K»; 


..voyons  ce  que  devient  R„  quand  n tend  vers  l’infini. 
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Supposons  d’abord  la  première  expression  du  reste 

donne  , 


si  X est  inférieur  à i ou  égal  à i , la  (Vaction  ne  pourra 

surpasser  l’unité  et  par  conséquent  R,  s'annulera  pour  « = oo  ; 
on  aura,  en  conséquence,  , ■ ‘ 


(3) 


log(i  +x)=^ 


,r^ 

3 


Si  l’on  a a;  > I,  la  série  qui  forme  le  second  membre  de  cette 
formule  n’est  pas  convergente,  et  il  est  évident  par  cela  même 
que  la  limite  de  R,  ne  peut  être  zéro. 

Supposons  maintenant  x<^o  et  faisons  x~  — z,  on  aura, 
en  employant  la  seconde  expression  du  reste. 


Z 0 Z 

on  voit  que  si  z est  •<  »,  la  fraction  ^ ^ - sera  elle-même  in- 
férieure à Z,  et  R,  s’annulera  pour  n = oo  ; la  formule  (3)  sub- 
sistera donc  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  o et  — i; 
cette  formule  n’est  pas  en  défaut  pour  x—  — i,  puisqu’alors 
les  deux  membres  deviennent  infinis.  Quant  aux  valeurs  né- 
gatives de  X au-deSsous  de  — i,  il  n’y  a pas  lieu  de  s’en 
occuper  ici.  < 

On  peut  donner  une  forme  très-simple  à l’expression  du  reste 
de  la  série  (3);  effectivement,  x était  compris  entre  o et  i,  les 
termes  de  la  série  (3)  sont  alternativement  positifs  et  négatifs; 
en  conséquencel’erreur  commise,  en  s’arrêtant  à un  terme  quel- 
conque, est  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  des  ter- 
mes négligés  et  elle  a le  signe  de  ce  terme.  On  peut  donc  écrire  ' 


, X oc^ 

(4)  log(l-t-x)= 1 1-(—  i)"”' h(  — 1)"6— > 

^ 2 ' n—\  n 

6 désignant  une  quantité  comprise  entre  o et  i;  cette  expression 
du  reste  se  déduit  facilement  de  celle  donnée  plus  haut. 
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Supposons  en  second  lieu  que  x soit  négatif,  ou  plu- 
tôt changeons  x en  — x dans  la  formule  (3)  qui  devient 

•3C  xf" 

log  ( t x)  — - — -H...;  la  somme  des  termes  qui  suivent 

le  {/I  1/  savoir  “r  - — H - est  positive  et  inférieure 

^ . Ht  Tt  I 

® c’est-à-dire  inférieure  à , ^ 

• " . n{i  — x] 

peut  donc  écrire 


; on 


(5)  — log(l— jr)  = --t-—  -4- . 

I 2 


X^ 


0 T" 


n — I n(t  — X) 

6 désignant  encore  une  quantité  comjjfise  entre  o et 
Formule  du  binôme.  . 

13.  L’expression  (i  -t-a:)'"  est  susceptible  d»  plusieurs  va- 
leurs, sauf  le  cas  où  m se  réduit  à un  entier  positif  ou  négatif; 
mais  si  ar^est  compris  entre  — i et  oo  , l’une  de  ces  valeurs 
est  réelle  et  positive,  et  c’est  la  seule  que  nous  considérons. 
Soit 

F(àr)  = (i-|-ar)«, 

d’où 

F^(a;)  = m(m— ftH- i)(i -f.a?r, 

, t. 

on  aura,  pour  ar  = o. 


. F{«).= 

et,  par  suite, 


:i,  F/‘(ar)=:  m(m— i). . .(w-  fi-t-  i), 


x-\ H- 


i.2...(n— i)  “ 


Quand  m est  un  entier  positif,  le  reste  R„  se  réduit  rigoureu- 
sement à zéro,  si  l’on  y fait  «=  /n  -4-  i.  Faisons  abstraction  de 
ce  cas  et  supposons  d’al^rd  a^>o;  on  a,  en  employant  la  pre- 
mière forme  du  reste, 


mx  (m  — 1)  X ( m — 2 )x  (m — re-t-i)x1 


C'  éJ.  11. 


j(i  -l-6a;)"-* 

i 1 
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Si  ar  esl<;  I,  la  quantité  entre  crochets  tend  vers  zéro  quand  n 
tend  vers  rinPini;  en  effet,  si  l’on  remplace  n par  «-f-i,  celte 

quantité  acquiertle  facteur 

tend  vers  la  limite— quand  ;t  tend  vers  l’infini.  11  s’en- 
suit que  la  quantité  que  nous  considérons  est  un  prodgii  dans 
lequel  les  facteurs  plus  grands  que  i en  valeur  absolue  sont 
en  nombre  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux  dont  la  valeur 
absolue  est  inférieure  à i et  même  à une  quantité  quelconque 
comprise  entre  x el  i,  peut  âevenir  plus  grand  que  tout 

• 1 

nombre  donné.  Quant  au  facteur  ; — ; — » il  peut  se  re- 

duire  à i si  6 tend  vers  la  limite  zéro,  mais  en  aucun  cas  il  ne 
surpassera  l’unité.  11  résulte  de  là  que  R,  tend  vers  zéro  quand 
n tend  vers  l’infini,  si  x est  compris  entre  o et  i ; on  aura  donc, 
^ dans  cette  hypothèse. 


— ft)x 
■ -i“  I 


ou 


/ m -I-  I \ 

I -)  qui 

\ n-i- 1 / ^ . 


, , , , ni  ni(in  — i) 

{ I ) ( I I H x-l ^ -x^ 


m(/n— _ 
I .2.3 


Si  X est  1 , la  série  contenue  dans  le  second  membre  de  la 
formule  ( i ) est  évidemment  divergente  el  il  s’ensuit  que  R,  ne 
peut  tendre  vers  zéro  quand  n tend  vers  l’infini, 
s’  Supposons  maintenant  x<C.o  el  posons  x = — z;  en  em- 
ployant ici  la  seconde  forme  du  reste,  on  a_  ^ 


R,=  (— I 


r {m—\)z 

(m — «-f-i  )z~ 

mz  / 
1 

L ■ 

« -+-  1 

' V 

Quand  n tend  vers  l’infini,  le  facteur  entre  crochets  tend  vers 
zéro,  si  i est  <;  I,  comme  on  l’a  vu  dans  le  premier  cas;  quant 

au  facteur  — • — — I — — 1 > il  tendra  aussi  vers  zéro, 

(i  —Bz)--'  \i  — BzJ 

à moins  que  0 ne  tende  vers  la  limite  zéro,  mais  alors  sa  va- 
leur sera  finie  et  au  plus  égale  à mz.  11  résulte  de  là  que  R„ 
tend  encore  vers  zéro,  et  en  conséquence,  la ‘formule  ( i ) 
s’applique  aux  valeurs  de  x comprises  entre  o et  — i ; dans  le 
cas  de  ÆT  ■<  — i,  la  série  ( i ) est  évideinmenl  divergente.  r 

• i ’ ...  ' 

. ’ ’ Digilizectby  Gbogle 


li.  L’analyse  précédente  montre  que  la  formule  (i)  subsiste 
pourtoutcslesvaleursdea^comprises  entre  — let  + i;  niais  elle 
n'apprend  rien  à l'égard  des  valeurs  limites  — i et  -t-  i.  Je  dis 
que  si  la  série  ( i ) reste  convergente  pour  ar  = :+:  i , la  somme 
de  celte  série  sera  nécessairement  égale  à ( i it  !)■";  en  effet, 
les  deux  membres  de  la  formule  ( i ) étant  égaux  pour  toutes 
les'  valeurs  de  x comprises  entre  — i et  + i , et  chacun  de  ces 
membres  tendant  vers  une  limite  déterminée,  quand  x tend 
vers  lalimitedri, ces  limites  sont  nécessairement  égales  entre 
elles.  La  formule  (i)  subsiste  donc  pour  les  valeurs  limites 
•^1  et  + pourvu  que  la  série  du  second  membre  reste  con- 
vergente; nous  allons  étudier  ici  cette  série  en  elle-même,  et 
rechercher  les  cas  dans  lesquels  la  convergence  persiste  pour 
r ==dr  I. 

En  désignant  par  «„  le  terme  général  de  la  série  ( i ),  on  a 


d’où 

(^) 


h;  ( m — I . Am  — ;i  -f-  a ) 

= ^ ..t"-' , 

I — 1 1 


u„  -t-  I m — rt  -f-  I 


■ x=.  — X 


ni  -t-  * \ 

n / ' 


on  voit  que,  dans  le  cas  de  a:  = ± i , les  termes  de  la  série  ( i ) 
croîtront  indéfiniment  en  valeur  absolue,  à partir  d’un  cer- 
tain rang,  si  m-f-i  est  négatif,  et  ces  mêmes  termes  seront 
égaux  entre  eux  si  »n-  i est  nul  ; il  est  donc  nécessaire  pour 
la  convergence  de  la  série  que  m ■+■  i soit  positif. 

Cela  posé,  quelques-uns  des  facteurs  du  numérateur  de  u„ 
peuvent  être  positifs;  désignons  par  m — [t  le  premier  de  ceux 
qui  sont  négatifs,  on  pourra  écrire 


M m (/n  — I ■ 


I 


en  prenant  « supérieur  à p,  et  en  observant  que,  si  m est  né- 
gatif, il  faut  faire  ^>  = 0,  puis  remplacer  par  l’unité  le  premier 
facteur  entre  crochets. 

Mais,  d’après  les  formules  (5)  et  (4),  du  n°  12,  on  a,  pour 
' 11. 
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loule  valeur  de  z comprise  entre  o et  i 

— log(i  — ^ log(i  + z)  = z—^-^, 

— Z ) ^ 2 

0 et  9'  désignant  des  quantités  comprises  entre  o et  i,  et  la 
caractéristique  log  exprimant  des  logarithmes  népériens.  Si 
l’on  représente  par ^ l’un  des  nombres  f»  + i,  fi 4-2, on 
aura,  par  les  formules  précédentes,  en  se  rappelant  que  nous 
supposons  m -f- 1 positif, 


-log^i 


m ■ 


/ni  -H  r\» 

(-7^) 


log 


\ PJ  P 2 


et  si  l’on  retranche  ces  équations  l’une  de  l’autre,  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par  m-h  1 , on  aura 

. ( , ,,  P m-t-i  r (;n  + i)9 

P ) p-^f  ^P  J 

dans  cette  formule,  le  dernier  facteur  du  second  membre 


est  positif  et  il  est  inférieur  à 


m -i- 


m I 


+ I ; à plus  forte 


raison  ce  facteur  est  inférieur  à 

( //)  + I ) { -I- 1 ) 


P 

m -I-  I 
m -i-  I 


4-1,  c’est-à-dire  à 


j*4  I 


I,  puisque  p est  au  moins  égal  à u-)-i.  Si 

ft  — ni 

donc  on  désigne  prr  Sp  une  certaine  quantité  positive  et 

inférieure  a — — ' — -f-  i h on  pourra  écrire 

2 L p — ni  .J 

log(.-^)  = («+>)  log 
Si  l’on  donne  à pies  valeurs  (t  -4  i , f -1-  2 , • ■ ( « — > ).  que 
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l’on  ajoute  les  équations  résultantes,  on  aura 
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il 

m 4-  I \ / 

V (*  + •/  \ 

= (m-t-i)log!-j^^ 

la  somme 


V-M  V-(-9  1 1 . 

+ + ■■■  («—  l)‘J' 


®n— 


((*■+•  ((*  + ’•?  («  — >)' 
se  réduit  à une  série  convergente  quand  n devient  infini,  car 

I I 


la  série 


4- 


est,  comme  on  le  sait,  con- 


(i'  + 0’  ‘ 

vergenle,  elles  quantités  «,  qui  sont  toutes  positives,  ne  peu- 
vent dépasser  une  limite  que  nous  avons  assignée.  Désignant 
'donc  parlogSla  limite  de  la  série  dont  nous  parlons,  et  par  ç„ 
une  quantité  qui  décroît  quand  n augmente,  et  quis’annulepour 
« = 00  , l’équation  précédente  pourra  s’écrire  comme  il  suit 


= (m-H-i)log 


(x4- 1 


— IogS-t-Iog(n-ç„), 


ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

\.  (*-1-1/  \ '(*  H- 3/ ■ ■ ■ \ n — 1/  S n' 


-4-ïJ 


La  valeur  de  u,  sera  donc 

c’est-à-dire 

(3) 


1;  ' s J «"+' 


c 


( — x) 


-{>  + ?.). 


C désignant  une  constante  indépendante  de  «,  et  ç,  étant, 
'comme  nous  l’avons  déjà  dit,  une  quantité  qui  décroît  quand  n 
augmente,  et  qui  s’annule  pour  « =r  oo . 
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Supposons  maintenant  que  l’on  ail  a:  = -+- 1 ; les  termes  de  la 
formule  du  binôme  sont,  dans  cette  hypothèse,  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  à partir  d’un  certain  rang,  et  l’on 
voit,  par  la  formule  { 3 ),  que  ces  termes  décroissent  indéfini-  - 
ment  si  m-f-i  est  positif;  donc  dans  ce  cas  la  formule  ( i ) 
reste  convergente. . 

Supposons,  en  second  lieu,a:  = — i,  la  formule  ( 3 ) montre 
que  les  termes  de  la  formule  du  binôme  décroissent  comme 

ceux  de  la  série  ^ î O’’»  pou’’  fitie  cette  dernière  série  soit 

convergente,  il  faut  et  il  suffit  que  m soit  positif;  telle  est 
donc  aussi  la  condition  de  convergence  de  la  série  (i). 

On  voit,  en  résumé,  que  la  formule  du  binôme  subsiste  : 

1“  pour  x = i,  dans  le  cas  seulement  où  m est  compris  entre 
— 1 et  -i-  » ; pour  x = — i , dans  lé  cas  seulement  où  m est 

compris  entre  o et  oo  . Ainsi  l’on  aura 


m mlm — i)  in(in  — i)(in — 2) 

2"  = IH 1 1 H ! . 

l 1.2  1.2.3  ' 

si  — I <;  m < 4-  00  , 

* ^ 

m . m(m  — i ) m(m  — i ) { m — 2 ) 

0=1 i T — -4-,  , . 

I 1.2  1.2.3 

si  o<^  Bi<^  4-  OO  . 

Des  fondions  exponentielle  et  logarithmique,  dans  le  cas  où 
la  variable  est  imaginaire. 


15.  Si  les  deux  séries 


K,  4-  Ml  4"  Mj  4- ■ . .4-  M„  4-. . • , V,  4“  C|  4"  e,  4“ • ■ ■ 4-  4-  • . . 

sont  convergentes  et  que  leurs  sommes  soient  respectivement 
« et  V,  on  dit  que  la  série 

(«0  4-  t/ — 1)  + V,  — 1)  4-.  . . 4-(m,  H-  e,  ^ — 1)4-... 

est  convergente  et  a pour  somme  « 4-  v — i. 

Cela  posé,  soit  z une  variable  réelle  ou  imaginaire,  dont 
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nous  désignerons  le  module,  par  p cl  l'argumenl  par  «,  en 
sorte  que  l’on  aura 

Z = P cos  U + ^ — I sin  w ; 


la  série  -h  - ■ ■ convergeant  vers  la  limite  eP,  il  est 

évident  que  les  deux  séries 


pCOSw  p’ cos  2 U P*  cos  3 w 

I + ' h 4-  t 5- 

I , 1.2  1.2.3 

psinw  _ p’sin2w  p’sinSoi 

4*  4-  77-  4~  • • • 

I 12  1.2.3 


seront  aussi  convergentes;  donc  il  en  sera  de  même,  d’après 
notre  définition,  de  la  série  imaginaire 

f 

ros  M 4- v^— I sin  o’^cos2w4-v/ — isinau) 

I 4-  “ — — i-  h . . . 

I 1.2 

c’est-à-dire  de  la  série 

Z 2>  Z’ 

I -H 1 -! -J  -4- . . . 

I 1.2  .1,2.3 

. \ 

Quand  z se  réduit  à une  quantité  réelle,  la  somme  de  celte 
série  est  e*,  et  il  est  naturel  d’étendre  la  môme  notation 
au  cas  où  la  variable  est  imaginaire;  ainsi  la  fonction  e*  sera 
définie  par  l’équation 


{»)  ' 


Z Z’ 

e.'=  14 1- 


.2  1.2.3 


Les  considérations  précédentes  s’appliquent  sans  modification 
aux  deux  séries 


r-  — - — ...  et 5 

1.2  I . 2. 3 .4  I 1.2.3 


qui  restent  convergentes,  quelle  que  soit  la  valeur  imagi- 
naire attribuée  à z;  ces  séries  ayant  pour  sommes  cos  z et  sin  z 
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respectivement,  quand  z est  réelle,  elles  nous  serviront  à dé- 
finir ces  fonctions  dans  le  cas  où  a est  imaginaire;  on  aura 
donc  encore,  par  définition, 

Zt  -I 

(2)  COSZ  = I 1- 


1.2  I .2.3.4 


. Z Z 

(3)  sin  a = 


I 1.2.3  1.2.3.45 

Si  l’on  change  dans  l’équation  (i)  a d’abord  en  a^ — i,  puis  en 
— Z \/ — I , on  aura 

^[7-7^3-}  7 


= cos  z-f-  V — I sin  z. 


ou,  à cause  des  équations  (2)  et  (3), 

(4) 

( e-"-'  = cos  z — v^—  I sin  z, 

formules  où  z désigne  toujours  une  quantité  réelle  ou  imagi- 
naire quelconque;  on  en  tire 


(5)  cosa  = 


^ ^,vcr;  t ^ ' 


-7  sin  z : 


2V^ 1 

Les  fonctions  tang  z,  cot  z,  séc  z,  coséc  z sont  définies,  quand 
z est  imaginaire,  par  les  équations 

/r. ^ . cosz  , I , t 

(O)  tang  z cot  z =r  — , sécz  = 1 cosecz  = -^ — ) 

cos.»  sinz  cosz  sinz 

ce  qui  s’accorde,  dans  le  cas  où  z est  réelle,  avec  les  résultats 
tirés  de  la  trigonométrie. 

16.  Quand  z et  z,  sont  réelles,  on  a,  comme  on  sait, 
e‘ X c*' = e'"*'*', 


• 't  ■ 


Distizetf  ay  Goùgic 
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iGi 


ou 


(i  -h-  + — ^ /i  4-f:  4.  _iî — I — \ 

\ * '-2  1.2.i  / \ I I.2I.2.3-  / 


= [ 


, 4.  L±^<  ^ + ^ {z  + z,y 

1 1.2 


L±^4-  . 1 

1.2.3  ' ‘J’ 


et  il  est  facile  de  s’assurer  qu’effectivemeni,  si  l’on  exécute  les 
opérations  indiquées  dans  les  deux  membres,  les  termes  sem- 
blables seront  identiquement  égaux  de  part  et  d'autre.  Or  cette 
identité  ne  sera  point  altérée  si  z et  2,  désignent  des  expressions 
imaginaires;  par  conséquent  l’équation  fondamentale 

( 7 ) e*  X e“'  = 

aura  lieu,  quelles  que  soient  z et  i,;  on  aura  donc  aussi  pour 
un  produit  de  m facteurs 

. fi*  X e"  X ...  X e‘"-'  = 

et,  si  tous  les  facteurs  sont  égaux,  on  aura 


Si  l’on  change  dans  l’équation  (7)  z et  z,  enz\/ — i et 

*i\/ — puis  en  — 2 v — 1 et  — z,  \/ — 1 , on  aura,  d’après  les 
formules  (4), 

cos(î-t-2|)  -f-  v/—  I sin  (a  -H  2|)  = (cos  z -t-  i sin  z)  (cosz,  + i sinz,), 

cos  (z-f-z,)  — /^sin  (z-i-z,)  = (cosz— 1 sinz)  (cosz,— i sinz,); 

en  ajoutant  ces  deux  équations  et  en  les  retranchant  ensuite 
l’une  de  l’autre,  on  obtient 

cos  (2  -+-  2,)  = cos2cos2,  — sin  zsinz, , 
sin  (2  -I-  2,  ) = sin  z cosz,  cosz  sinz,; 

ces  formulés  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  2 et  de  2,,  et 
il  en  est  évidemment  de  même  de**toutes  celles  que  l’on  en 
déduit  dans  fa  trigonométrie,  en  se  bornant  à considérer  les 
valeurs  réelles  des  arguments. 

Pour  donner  une  application  de  ce  qui  nrécède,  cherchons 
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à meure  les  fonctions  e*,  cosz,  sin  z sous  la  forme  a-\~  b — i, 
clans  le  cas  où  l’on  suppose  z = x -K  j i , x et  j étant  des 
quantités  réelles. 

Les  équations  (7)  et  (4)  donnent  d’abord 
(p)  = = e*  (cosj-+-  i sin  j"); 

les  équations  (8 ) et  ( 5 ) donnent  ensuite 


/ ; , f/  -+-  , é/  — e~/  . 

cos^x+^V— 1)  = cosar— V— ‘ sin  x. 


(10) 


sin  [x  + = sinx-t-  y'—  i 

Si  ar=  O,  on  a 

I cos(jy/^) 


2 

esr  — erJ 


■ cos  a.-. 


er  + e 


('-) 


Enrin  on  a 


sin  (^y'— ij  = ^ ^ y/ — 1 . 


2 sin  fa  4-  ^ ^ — I ) cos  {x  — ry/ — 1) sin  2.g-t-sin  (2  T\ 

2 cosfa  i)cos(a  — ry—  1)  cosaa+cosfajy/— i) 


et  à cause  des  formules  (11) 


ev  — e-v 


sin  2a  + y/— I 

(<2)  tang  (a  + T-yZ—i)  = ’’ 


cos  2 a ■ 


ev-h  e-v 


formule  qui,  pour  a=  o,  se  réduit  à 
(-3) 


tang(rv/-.)  = J:j:^y'-.. 


17.  Nous  nommons  logarithme  népérien  d’une  variable 
réelle  ou  imaginaire  z,  l’exposant  de  la  puissance  à laquelle  il 
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faut  élever  e pour  avoir  z.  Posons 

2 = p(cosu  + sj~\ sinw)  ou  = 

Si  a a un  logarithme  népérien  x + i,  on  aura 

e»+/'^:^p(cosw  -f*v^ — I sinu)> 
ou 

e‘  (cos  J 4-  V'—  I sinj)  = p (cos»  H-  sin  «), 
c’est-à-dire 

e*  cos_y=  P cos  »,  e*  sin_j^=  p sin  ». 

On  tire  de  là  e“=p>,  d’où  e*  = p,  et  par  suite  cos7=cos6>, 
sinj=  sin»,  d’où  y"=a  2 htc,  k désignant  un  nombre  en- 
tier indéterminé,  positif,  nul  ou  négatif;  d’après  cela,  on  aura 
par  notre  définition 

log (p  cos»  -f-v^^psin»)  = logp -+-(»-+-  2^-7r)v^^, 

en  sorte  qu’une  expression  imaginaire  a une  infinité  de  lo- 
garithmes qui  se  déduisent  tous  de  l’un  d’eux  par  l’addition 
d’un  multiple  de  la  circonférence  et  de  y/—  i . 

L’argument  » de  Invariable  z peut  toujours  être  pris  entre 
— îT  et  -HïT  et  la  valeîir principalede  log  z sera  log  p 4-  » ^ — i . 

Développement  de  la  fonction  log  ( i 4-  z),  en  série  ordonnée 
Suivant  lés  puissances  de  z,  dans  le  cas  où  le  module  de 
cette  variable  est  inférieur  à 1.  ' 

18.  Désignons  par  z une  variable  imaginaire  de  module  p et 
dont  1 argument  » soit  compris  entre  — n et  + ir.  Soient  aussi 
rei  |ile  module  et  l’argument  de.  la  fonction  i4-z;on  aura 

z ■=  p cos  w 4-y^ — I psin»,  T 4-  2 = rcos  ^}l  4-  ^ — i r sini|/, 

et,  par  conséquent, 

(0  r cos  iJ/ ■— I 4- p cos  w,  r sin  iJ/ = p sin  », 

d’où  l’on  tire 

(^•)  r = \^I  4- ?.  p cos  » 4- pL  tangJ/::::^  _ , 

/ ' • % . « . * “l~  P COS  w 
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OU  » 

I • - psînci) 

(3)  log  r— - logfi  + a pcosi» >[/=arclang — ‘ — — • 

' ' ° 'J!  ^ r />  T • + P COSo) 

La  première  des  équations  ( 2 ) ou  ( 3 ) détermine  le  module  r, 
qui  est  positif;  quanta  l’angle  ij<,  il  n’est  déterminé  complète- 
ment ni  par  la  deuxième  équation  ( 2 },  ni  par  les  équations  ( i ), 
qui  font  connaître  son  cosinus  et  son  sinus.  Mais,  comme  l’hy-  < 
polhèse  P = O donne  r = i , cos  '}'  = '>  sin  ij/  = o et  que  l’on  sa- 
tisfait à ces  dernières  équations  en  prenant  iJ<  = o,  nous  achè- 
verons de  définir  l’angle  ^j^  par  la  condition  qu’il  soit  une  fonc- 
tion continue  de  p,  s’annulant  pour  p = o. 

Si  l’on  différentie  les  équations  (3)  en  regardant  «comme 
constante,  il  vient  , 


(4) 


rflog  r 

t/p 


cos  « -4-  p 
- 2 p cos  «-4 


dp 


sin  U 


1 2 p eus  w “H 

d'if 


la  deuxième  de  ces  formules  montre  que  la  dérivée  con- 

dp 

serve  le  signe  de  sin  «,  donc  \}i  est  une  fonction  de  p qui  est 
constamment  croissante  si  « est  compris.entre  o et??,  et  con- 
stamment décroissante  si  « est  compris  entre  — ir  et  o.  Or  on 
a par  les  formules  ( I ) et  ( 2 ) 


r=i,  cos^=i,  sinij(  = o,  pourp=o, 

/•=2cos|«,  eos^}l  = C0S7M,  siniji  =sin|M,  pourp  = i, 
r=oo,  cos'J;=  cos«,  ,sinij<=sinM,  pourp=co; 

d’ailleurs,  la  deuxième  équation  (i)  montre  que  sin^i  ne  s’an- 
nule jamais,  à moins  que  l’on  n’ait  sin»  = o,  cas  dont  il  n’y  a 
pasà s’occuper;  donc,  quand  p croit  deo  à 00 , ^J<  croit  ou  décroît 
constamment  de  o à»,  et  l’on  a = pour  p = i.On  voit 
aussi,  par  la  première  équation  (4),  que  si  cos  « est  positif, 

r croît  de  o à 00  quand  p croît  lui-même  de  o à 00  ; au  con- 

' , ' 

traire,  si  cos»  est  négatif,  r décroît  de  i à -(- ysin’»  et  croît 
ensuite  de -f  sin’ « à -i-oî' 


Digitizéd  by  Google 


" . ^ ET  LE  CALCUL  ITTÉGRAL.  - l65 

19.  Nous  nous  proposons  ici  de  développer,  par  la  formule 
de  Maclaurin,  les  fondions  log  ret  i|<  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  p.  Pour  cela,  il  nous  faut 
obtenir  les  dérivées  des  divers  ordres  de  nos  deux  fonctions; 
on  y parvient  très-aisément  en  procédant  comme  il  suit. 

" Si  l’on  ajoute  les  équations  (4)  après  avoir  multiplié  la  se- 
conde par  ^ — I,  il  vient 

t/logr  , , — - d-fi P -f- ( cos M-i- \/  — I sin <») 

‘ , dfi  ^ dp  p’  4-  2 P cos  O)  4-  1 

Orle  dénominateur  du  second  membre  est  précisément  leproduil 
du  numérateur  par  l’expression  conjuguée  p4-(cosw  — v^—  i sin 
on  aura  donc 

rflogr  ■ , d-l  I ' ' 

■y-'  -r— 


dp  ‘ ' dp  P 4- (cos M — isinw) 

Si  donc  on  différentie  (m — i)  fois  les  deux  membres  par  rap- 
port à p,  on  aura 


cf"logr 


d'^-if 


' * : dp”  * dp” 

l , ' 

■ =l  — I I . 2 . . . ( m — I ) 7 , — ■ . i 

' (p4-C0Su  — y' — isinw)'" 

on  aura  aussi,  en  changeant  — « en  — y — 1> 

rf”logr  , d”^ 

dp”  ''  ' ^ 


\=é(_i)»-<i.2...(m— i) 


(p  4-  cos  O)  4-  v' — I sin  w)™’ 


d’où 


I ^ _ J — , j»._i  1.2. . .(m— i) 

dp”  

(p4_(>0SM  — sinM)-"4-  (p4-cosm  4-y/— i sin»)""^ 


(5) 


X 


d”-L 


y.-i 


— I 1.2. . .(m  — i) 


X 


(p4-cosM — — isin6>)~‘" — (p4-coso) -i-y/ — i siOM)~". 


2y— I 


■ olgitized  by  Google 


l66  KOTE  SUR  LE  CALCUL  DIFFiF.R'ENTIEL 

enfin,  si  l’on  fait  p = o,  les  équations  ( 3 ),  ( 4 ),  ( 5 ) donnent 


fl  r I* 

logr=0, =COSw,  ^ =(  — I 1 .2.. .(  m — I )COSW7ru, 


dp 


dp” 

d”-!f 


■t  = o,  -ji=smw,  —r^  =( — 1)"~' i.2...(/?t — ijsinwîw, 

« P G P**  * 


par  conséquent,  on  aura  par  la  formule  de  MaclauTin, 

(6) 


, pCOSw  p'rosaw  , O— 'C0S(« — l)a>  „ 

logr=t V 

I 2 n — I . 


^ _psino)  ^ ^ ^ p-- sin(w— i)» 


« — i 


Si  P est  <;i,  l’angle  est  compris  entre  o et  t«;  je  disque 
dans  ce  cas  les  restes  11,  et  H'„  tendent  vers  zéro,  quand-n 
augmente  indéfiniment. 

Désignons  en  effet  par  6 une  quantité  comprise  entre  o et  1, 
et  posons  ' ... 

6p -(- cos  w = o cos  a , sin  U = (isina;  ^ 

représentons  aussi  par  R et  g-  ie  reste  R„  et  ia  quantité  cos  na, 
ou  le  reste  RI,  et  la  quantité  sinna,  on  aura  ces  deux  ex- 
pressions de  R : 

r 

la  valeur  de  o’  est  . . - 

= I + 2 Op  cos  o>  -t-  ô'  p’  ; 

et  par  conséquent  si  cos  u est  positif,  on  aura  a>  i;  dans  ce 
ras,  la  première  expression  de  R montre  que  R„  et  R'„  ten- 
dent vers  zéro  quand  n tend  vers  l’infini,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  P comprises  entre  o et  i. Si  cos u est  négatif,  la  valeur 
précédente  de  a’  donne 

= ’>.-2  0p-H4’p’>(i-Op)>>(p  — 0p)’; 

donc  la  fraction  - — ^ est  inférieure  à .1,  et  l’on  voit,  par  la 
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deuxième  forme  de  R,  que  U„  et  R’  tendent  encore  vers  zéro 
quand  n tend  vers  rinfini. 

On  aura  d’après  cela,  pour  les  valeurs  de  p comprises  en- 
tre o et  i , 


log  r = * 


p’  cos  2 <u 


(7)  ' - 


I 

sin  61 


2 

p’  sin  2 61 


p’  cos  3 ( 
■ 3 

p’sin  3 61 
3 


Ces  formules  {7  ) sont  d’un  usage  très-fréquent  dans  les  mathé- 
matiques appliquées  et  particulièrement  en  astronomie.  Il  faut 
observer  que,  pour  le  calcul,  il  faut  multiplier  le  second  mem- 
bre de  la  première  par  le  module  M des  logarithmes  vulgaires 
et  diviser  le  second  membre  de  la.  deuxième  par  sin  i";  on  a 
ainsi 


(8) 


— rpC0S6i  p’C0S261  p*COS36)  “I 

logVi-)-2pC0S6i-4-p*=M  — c — h- — 2 •••  ’ 

P sin  61  [ psinoi  p’sine6i  p’sin36i  ”1 

arc  Lsin  i"  sin  2"  sin3"  "j’ 


en  écrivant  sin 2",  sin  3",. . au  lieu  de  2 sin  i",  3 sin  i",. . , 
ce  qui  est  permis,  tant  qu’on  ne  prend  qu’un  petit  nombre  de 
termes  de  la  série. 

Si  l’on  ajoute  les  formules  ( 7 ) après  avoir  multiplié  la  se- 
conde par  il  vient 


, *.  , p(cos6i-i-v' — isiii6i)  p’( 

log  r-4-i{-  1 — p— ■ ^ 

y • *.  . 

p’(  cos  361  -t-  v'—  I sin  3 6i 


cos  2 61  v'  — 1 sin  2 6i) 
2 


or  lasoiïime  logr-f-ij' v^— 1 n’est  autre  chose  que  la  valeur 
principale  de  l’expression  log(i-t-z);  on  a d’ailleurs 
a*  = p"  ( cos  ;i  61  -t-  \/ — I sin  n 6i  ) ; donc  la  formule  précédente 
peut  s’écrire  , . . ' . 


(9) 


log(i 


Z Z 

T 5 


3 


. 
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Cette  formule  (g),  établie  précédemmenl«pour  les  valeurs  de  z 
comprises  entre  — i et  -i-i,  subsiste  donc  aussi,  en  réduisant 
log(n-z)  à sa  valeur  principale,  pour  toutes  les  valeurs  ima- 
ginaires de  Z dont  le  module  est  inférieur  à i ; elle  équivaut, 
comme  on  le  voit,  aux  deux  formules  ( 7 ) qui  ne  renfer- 
ment que  des  quantités  réelles.  Il  convient 'de  remarquer 

que  la  deuxieme  équation  ( 7 ) donne,  en  y faisant  m = ±;  - et , 

P sin  S)  = X,  , ' • 

t'o) 


x^ 

arc  long  x z=:  


formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x comprises 
entre  — I et  -t-i,  et  qui  suppose  le  premier  membre  compris 

JT  TT  -I 

entre  — 7 et -+- T- 

^ 4 . " ■ . 

^ - * - y 

Sur  {expression  de  la  différentielle  d’un  arc  de  courbe  plane 
. ' ou  à double  courbure.  ■ « 

20.  Le  périmètre  P du  polygone,  inscrit  dans  un  arc  de 
courbe  C,  tend  vers  une  limite  déterminée,  lorsque  ses  côtés 
tendent  tous  vers  zéro. 

'En  effet,  soient  x,  y~,  z,  et  x + Aar, /-t- ij  , a + Aa  les 
coordonnées  des  extrémités  d^un  cotée  du  polygone,  relatives 
à trois  axes  rectangulaires,  on  aura  , 


c = V A -t-  ^ r'  -t-  A a’ 


= Ax  y/ 


I -t- 


A Z' 


A y' 

Ax’  Ux' 


, Ar  Az  ■.  ‘ ..  . dy' 

les  rapports  — ont  respectivement  pour  limites  et 

quand  A X tend  vers  zéro  ; on  a donc 

/ / dy.  * dz'  \ ' ' 

en  désignant  par  s une  quantité  qui  s’annule  avec  Ax.  Si  l’on 
prend  x pour  variable  indépendante  et  que  l’on  fasse 


c/r' 

rfx“ 


dz' 

dx' 
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Y sera  une  fonction  donnée  de  x et  l’on  aura 
c = Y A a:  + eA  a:, 

puis  le  périmètre  total  P du  polygone  inscrit  sera 
P = ZYAa;-t-ï«Aa;. 

Cela  posé,  construisons  dans  le  plan  x,y  la  courbe  C'  dont  Y 
est  l’ordonnée  et  désignons  par  A l’aire  comprise  entre  la  courbe, 
l’axe  des  x et  les  ordonnées  qui  répondent  aux  abscisses  ex- 
trêmes X,  et  Xy,  Supposons  en  outre  cette  aire  décomposée  en 
trapèzes  élémentaires  ayant  pour  bases  les  A a:;  l’expression 
de  ces  trapèzes  sera  YAx-f-wAar,  » s’annulant  avec  A a:,  et 
l’aire  A elle-même  sera 

A = 2 Ya  a;  -f-  2nA  x, 

on  aura  donc  i 

P=A-+-z«Aa:  — Zri^x. 

Cela  posé,  si  «'  et  »'  désignent  respectivement  celui  des  < et  ce- 
lui des  >1  qui  ont  la  plus  grande  valeur  absolue,  les  sommes 
2eAa:etz>iAa:seront  respectivement  moindres  en  valeur  abso- 
lue que  t'ilx  et  n'i\x,  c’est-à-dire  moindres  que  t'(x,  — x,) 
et  »'(a?,  — a:,);  mais  s'  et  r>'  s’annulent  en  même  temps  que 
les  A a:,  donc  les  sommes  z t A x et  z»A  a;  ont  pour  limite  zéro, 
et  l’on  a 

lim  P = A. 

Le  périmètre  du  polygone  inscrit  dans  un  arc  de  courbe  ten- 
dant vers  une  limite  déterminée  indépendante  du  mode  de 
division  de  l’arc,  lorsque  ses  cotés  tendent  vers  zéro,  cette 
limite  est  dite  la  longueur  de  l’arc  de  courbe. 

11  est  facile  maintenant  d’avoir  la  différentielle  de  l’arc  «delà 
courbe  C,  dont  l’une  des  extrémités  est  supposée  fixe  et  l’autre 
variable.  Cette  différentielle  ds  sera  égale,  d’après  ce  qui  pré- 
cède, à celle  de  l’aire  A,  laquelle  est  Y dx,  et  en  remettant 
pour  Y sa  valeur,  on  aura 

^ ^ dx=\!dx'-^-  dy^+dz'. 

On  peut  déduire  de  là  que  le  rapport  d’un  arc  de  courbe  à sa 
corde  a pour  limite  l'unité,  quand  l'arc  tend  vers  zéro.  Soient 
C'éd.II.  ' ,, 
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en  effet  c la  corde  qui  soiis-tend  Tare  Ai,  on  a - 

I A S 

Ai 


Ai 

c 


A X 


d'où 


lim  — 
c 


^A  .r’ A Al’  ^ 

A >■’  A3’ 

' A AT’  A 2:’ 

ds 

dx 

<!s 

v/ 


I + 


dx^ 


dz^ 

dx' 


dx^-\-  dz' 


I. 


21.  On  peut  obtenir  de  la  nla^niè^e  suivante  le  développe- 
ment en  série  de  la  différence  entre  un  arc  de  courbe  et  sa 
corde.  Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  rectangulaires  de  l’ex- 
trémité variable  de  l’arc  r^et  ^x,  Aj,  A 2 les  accroissements 
de  x,y,  Z qui  correspondent  à l’accroissement  Aj  de  s,  on 


aura  par  la  i 

formule  de 

Maclaurin 

dx 

d'x  As’ 

d'x 

Ai* 

Ax: 

ds'  2 

ds* 

— â+- 

1.2.3 

Hy 

dy 

d'y  As’ 

d*r 

Ai* 

ds' 

— â + - 
I .2.3  ^ 

A T 

dz 

d'z  As’ 

1 

d'z 

Ai* 

1 

â £ 

r/s’  2 

ds* 

0 * * 

I .2.3 

Posons  aussi 


\/Aa;’-+-  A/’-h  A2’  = As  -)-  a,  As’  h- Aj  A*>  -t-  A(  As*-!-.  . . , 

élevonsau  carré  cette  équation  et  remplaçons  ensuite  ^x,  ^y•,  A z, 
par  les  valeurs  écrites  plus  haut  ; on  trouvera,  en  égalant  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  As, 

A,  = o, 

dy  d‘y 
ds  ds' 


. I rdx  d^x 

6 |_  6/s  6/s’ 

I r / d^x  Y 

. I r dx  d'x 

* 24  L 6/s  ds' 

r d'x  d'x 
ds'  ds' 


dz  d'z~^ 
ds  r/s’ J 


I 

12 


dyd'y  dzd'z 
ds  ds'  ds  r/s* 
d'y  d'y 


ds'  ds' 


-H 


]' 

d'zd'z^ 

ds'  ds'  J ’ 
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Mais  on  a,  en  désignant  par  p le  rayon  de  courbure  à l’extrémité 
de  l’arc  s, 

d’où  l’on  tire,  par  la  différentiation, 

i 

d^x  d^x  d’jrd’jr  d^zd^z i p* 

ds^  ds^  ds'  ds^  ds^  ds^  2 ils  ’ 

ensuite  si  l’on  différentie  trois  fois  de  suite  l’équation 
il  vient,  en  ayant  égard  aux  formules  précédentes. 


dx  d^x 

dy  d'y 

dz  d'z  _ 

ds  ds^ 

ds  ds* 

dx  d'x 

dy  d'y 

dz  d'z 

ds  ds^ 

-^Tsl[^'^ 

~ds  ds'  1 

dx  d‘x 

dy  d'y 

dz  d'z  3 

ds  ds* 

^Ts~dF~^ 

ds  ds'  2 

P’’ 


et  au  moyen  de  ces  formules  on  aura 


24  P 


rf4 

P’  48  ds  ’ 


A,  — O,  A,  - 
par  conséquent 

I Ai*  *^p’Ai‘ 

les  termes  ou  troisième  et  du  quatrième  ordre  ne  dépendent 

que  de  la  courbure  l’influence  de  la  seconde  courbure  ne  se 
P 

manifeste  qu’à  partir  des  termes  du  cinquième  ordre.  La  for- 
, 12. 
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mule  précédente  peut  s’écrire  comme  il  suit 


A5^ 


‘'7 


48  P’  48  \ P* 


ds 


mais  si  p,  désigne  le  rayon  de  courbure  à l’extrémité  de  l’arc 
5 -H  As,  on  a,  par  la  formule  de 'Maclaurin, 


I I 

ce  qui  pennet  d’écrire 


dL 


ds 


às  ■ 


, / I 1 \ 

+ AZ»  = AS-  ^ j 

en  négligeant  seulement  les  termes  du  cinquième  ordre  en  As. 
Si  l’on  applique  cette  formule  au  cercle  derayon  i onaurap=p,=i 
et  si  l’on  désigne  l’arc  As  par  2a,  la  corde 
sera  2^ina;  la  formule  précédente  devient  alors 


sin  a = a 


ce  qui  fournit  une  vérification  de  notre  calcul. 

Sur  l’intégrale  de  la  différentielle  f{x)dx. 

22.  11  est  nécessaire  d’établir  l’existence  de  l’intégrale  d’une 
différentielle  donnée  f[x)dx.  A cet  effet,  il  suffit  de  consi- 
dérer la  courbe  plane  dont  l’équation,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, est  y=f{x)\  l’aire  comprise  entre  la  courbe, 
l’axe  des  abscisses,  une  ordonnée  fixe  arbitraire  et  l’ordon- 
née J ou  f{x)  est  une  fonction  de  x dont  la  différentielle 
Q^\.f(x)dx  (t.  I,  p.  75).  Si  donc  on  désigne  par  F(at)  cette 
fonction,  on  aura 

d^  [x)  = f{x)dx. 

On  voit  que  Ja  fonction  F<;c)  n’est  pas  complètement  déter- 
minée, puisque  l’aire  qu’elle  exprime  est  comptée  à partir 
d’une  ordonnée  fixe  qui  est  tout  à fait  arbitraire;  on  peut 
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changer  cette  ordonnée  à volonté,  ce  qui  revient  évidem- 
ment à ajouter  une  constante  à la  fonction  F (a:);  enfin, 
comme  deux  fonctions  qui  ont  la  même  différentielle  ne 
peuvent  différer  entre  .elles  que  par  une  constante  (n“  2),  si 
l’on  désigne  par  C une  constante  arbitraire,  F(a:)-i-C  sera 
l’expression  générale  de  l’intégrale  de/(ar)<far,  et  l’on  écrit 

(i)  1?{x)-^-C  = J f(x)dx. 

On  peut  déterminer  la  constante  C par  la  condition  que  l’in- 
tégrale s’annule  pour  une  valeur  donnée  x,  de  x,  pourvu 
cependant  que  F(^)  ne  devienne  pas  infinie  pour  x = x,\ 
il  suffit  effectivement  de  poser 


F(aTo)-l-C  = o,  d’où  C = — F(xt), 

ce  qui  réduit  le  premier  membre  de  la  formule  précédente  à 
F ( a;  ) — F ( a:, ) ; et  si  l’on  donne  à x la  valeur  particulière  X,  Ce 
premier  membre  prendra  la  valeur  déterminée  F(X) — F (x,). 
Cette  valeur  est,  comme  on  le  voit,  celle  que  prend,  pour 
x = X,  l’intégrale  de  la  différentielle  f{x)dx,  assujettie  à 
s’annuler  pour  x — o;  on  la  représente  par  la  notation 

Jr  /{x)</x,  et  Ton  a,  en  conséquence,  • 

(2)  F(X)  — F(x,)=jr  f{x)dx.  ' 

Le  second  membre  de  la  formule  (i)  est  dit  \’ intégrale  in- 
définie de  la  différentielle  f{x}dx;  le  second  membre  de  la 
formule  (2)  est  au  contraire  une  intégrale  définie. 

On  peut  toujours  donner  à une  intégrale  indéfinie  la  forme 
d’une  intégrale  définie,  ce  qui  offre  souvent  de  l’avantage. 
En  effet,  si  dans  l’équation  (2)  on  remplace  la  valeur  déter- 
minée X par  la  variable  x,  on  aura  . , 

(3)  ¥[x)-¥{x,)=z  r f{x)d^,  . ■' 

A , 

et  si  l’on  élimine  F(x)  entre  les  équations  (i)  et  (3),  puis  (jue 
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l’on  écrive  C au  Heu  de  C-l-FCo:,),  on  aura 

(4)  f(x)dx  + C. 

23.  La  fonction  F (a:)  ayant  pour  dérivée  f{x),  si  l’on  pose 
X — x,=  mh,  m étant  un  nombre  entier  positif,  on  aura,  d’a- 
près le  théorème  du  n“  2, 


pour  A = O,  ou 

F(X)-F  (a:,) =lim  [A /(ar,)+  hf{x,+  h)  +. . .+A/(ar.+ A)] 


ou,  enfin,  d’après  l’équation  (2), 


* = x 


f f(x)dx  = \im  ’^J{x)dx; 
ce  qui  exprime  que  l'intégrale  définie  ^ f(x)dx  est  la  li- 


mite vers  laquelle  tend,  pourrfa;  = o,  la  somme  des  valeurs  de 
la  différentielle  f(x)dx,  quand  x varie  de  x,  à X,  par  inter- 
valles égaux  à dx.  Nous  supposons  ici,  bien  entendu,  que  la 
fonction /(a:)  reste  finie,  quand  x varie  de  x,  à X. 


Sur  les  intégrales  multiples. 

2A.  La  recherche  des  volumes  terminés  par  des  surfaces 
courbes  et  celle  des  aires  de  ces  surfaces  se  ramènent,  comme 
on  l’a  vu,  à la  détermination  d’intégrales  doubles,  qui,  dans 
le  système  des  coordonnées  rectangulaires,  ont  pour  expres- 
sions générales  ' 


D’autres  questions  conduisent  aussi  à des  intégrales  triples, 
quadruples,  etc.,  et,  dans  tous  les  cas,  l’intégration  doit  s’é- 
tendre à toutes  les  valeurs  des  variables  qui  satisfont  à ccr- 
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taines  conditions  exprimables  par  une  ou  plusieurs  inégalités. 
Lorsqu’on  peut  elTectuer  l’intégration  relative  à l’une  des  va- 
riables, l’intégrale  multiple  se  réduit  à une  intégrale  d’ordre 
inférieur  d'une  unité  et,  quand  il  n’en  est  pas  ainsi,  on  peut 
quelquefois  opérer  la  réduction  par  un  changement  de  va- 
riables. 

Considérons,  par  exemple,  l’intégrale  double 


( I ) ç z=y'y’  V dxdy, 

dans  laquelle  V désigne  une  fonction  donnée  de  x et  y,  et 
supposons  qu’on  veuille  substituer  aux  variables  x y deux 
nouvelles  variables  « et  v,  liées  aux  premières  par  deux  rela- 
tions données.  Quelle  que  soit  la  portion  du  plan  des  xy  qui 
comprend  les  points  (x,  /)  auxquels  l’intégration  doit  s’éten- 
dre, l’intégrale  ç se  composera  d’un  ou  plusieurs  termes  de  la 
forme 

Z=  f''dx  f'vdy, 

Jx,  J_r, 

y,  et  y,  désignant  deux  fonctions  données  de  x,  et  x„  x,  étant 
deux  constantes.  On  peut  évidemment  supposer  que  y x 
croissent  constamment  de  la  limite  inférieure  à la  limite  supé- 
rieure, ce  qui  revient  à dire  que  dx  et  dy  sont  positives. 
Cela  posé,  des  équations  données  entre  x,  y,  u,  v,  ort  peut  tirer 
la  valeur  de  y en  fonction  de  a:  et  de  v;  soit 


y=f(x,  *'), 


et  considérons  l’intégrale 


r 


\ dy  o\i  X peut  être  regardé 


comme  un  paramétré  constant.  Si  l’on  y remplace /par  f(x,  0), 

, df(x,  v)  , 1,  J . J r"'  \r  •')  7 

dy  par  --  — - dv,  elle  deviendra  J V ■ ■'  — ■ dv,  v,  et 


V,  étant  les  valeurs  de  v qui  répondent  à /==/,,/=/,.  Nous 
supposons  ici  que  v varie  toujours  dans  le  même  sens,  quand 
/ varie  de'  /,  à s’il  en  était  autrement,  on  rentrerait  dans 
cette  hypothèse  en  décomposant  l’intégrale  relative  à / en 
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plusieurs  parties.  Comme  dy  est  supposé  positif,  dv  a le  signe 

de  ■■  ^ ’ si  cette  dérivée  est  négative,  on  peut  ramener 

dv  à être  positif  en  changeant  les  limites  de  l’intégration,  en 
sorte  que  l’on  aura 

désignant  la  valeur  absolue  de  et  l’in- 

tégrale relative  à v étant  prise  entre  les  limites  v,  et  v,'  ou 
F,  et  v„  D’après  cela,  la  valeur  de  Ç sera 

" » 

Ce  résultat  nous  donne  le  moyen  d’achever  la  substitution  que 
nous  avons  en  vue  ; car  soit 


fX  = Y(u,  v} 

la  valeur  de  x en  u et  v;  il  suffira  de  remplacer  dx  par 


. rfF(«,  v)  , ,, 

±-^du,  etl 


on  aura 


formule  où  les  intégrations  doivent  être  étendues  aux  mêmes 
points  que  dans  la  formule  (a).  ' 

Mais  si  l’on  différentie  l’équation  y =y(x,  t»  en  considé- 
rant X et  y comme  fonctions  de  u et  v,  on  a 


d’où 


dy  _df(x,  y)  dx 


du 


dx  du 


^ ^ , df{x,  y) 

dv  dx  dv  , dv  ’ 
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. ' A dY(u,v) 

et  par  suite,  a cause  de  — j 

du  du 

df{x,v)d¥(u,v) dx  dy  dx  dy 

dv  du  du  dv  dv  du 

La  valeur  <ie  Ç devient  en  conséquence 

la  fonction  V étant  exprimée  en  « et  c. 

25.  On  peut  encore  arriver  au  résultat  qui  précède  par  les  . 
considérations  suivantes.  L’intégrale  ç 'peut  être  regardéé 
comme  représentant  un  volume  composé  de  prismes  élémen- 
taires V dxdy  dont  les  bases  dxdy  remplissent  une  portion  du  ' 
plan  xy.  Or  deux  équations  telles  que 

= ~Mx,y)  — v, 

ou  U et  V désignent  deux  paramètres  variables,  représentent 
deux  systèmes  de  courbes,  et  il  est  clair  que  deux  courbes 
infiniment  voisines  de  l’un  des  systèmes  détermineront  avec 
deux  courbes  infiniment  voisines  de  l’autre  un  parallélo- 
gramme infiniment  petit  dont  l'aire  sera  ds,  ds,  sint;  ds,  et  ds^ 
étant  les  éléments  infiniment  petits  des  courbes  u et  v,  et  s 
l’angle  de  ces  éléments.  Le  volume  que  représente  ç sera 
évidemment  la  somme  des  volumes  élémentaires  V «fi,  sint, 
et  l’on  aura  ' 


-// 


\dstds,  sint. 


Mais  ü;  et  / sont  fonctions  de  « et  c;  si  l’on  demeure  sur  la 
courbe  u,  v variera  seul  et  l’on  aura 


d’où 


si  au  contraire  on  marche  sur  la  courbe  v,  u sera  seul  variable 
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et  l’on  aura 


d'où 


dx  = ^ du,  dr  = ÿ-  du, 
du  ‘du 


Les  cosinus  des  angles  formés  par  ds,  et  par  dst  avec  les  axes 
des  X et  des  y étant  proportionnels  respectivement  à ^ 


dy  dx  dy 

et  * -r-  et  J on  a 
dv  du  du 


COSf  =- 


dx  dx  dy  dy 
du  dv  dû  dv 


sin  c 


d’-où 


vWFmwii^hm 

Idx  dy  dx  dy\ 

\ du  dv  dv  du  ) 

, . , f dx  dy  dx  dy\ 


et  par  conséquent 

1 

K 


comme  on  l’a  déjà  trouvé.  , 

Par  exemple,  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires  x et 
y aux  coordonnées  polaires  p et  w,  liées  à a?  et  à 7"  par  les 
équations 

X = P cos  U,  y — P sin  w, 
conduira  à la  formule 

II  y dxdy=  J*  J*  Vpdpdt^; 

lc§  éléments  pdpdu  sont  ici  des  rectangles  dont  les  côtés  dp, 
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pda  sont  les  éléments  respectifs  de  lignes  droites  menées  par 
l'origine  et  de  circonférences  ayant  cette  origine  pour  centre. 

26.  En  général,  si  l’on  a une  intégrale  multiple  d’ordre  n, 
telle  que  * 

^ — J' " J'^  dxdy. . . dz, 

et  qu’aux  n variables  x,  y,. . z on  en  substitue  re  autres  u, 

liées  aux  premières  par  des  relations  données,  on 

aura 

J’ j’  -'J’ ^dxdy. . .dz  = J' J'. . . J'{±à)\ dudv. . . dw, 

A désignant  le  déterminant 


dx 

dx 

dx 

du^ 

dw' 

dy 

dy 

dy 

du' 

dv'”  ■ 

dw' 

dz 

dz 

dz 

du' 

T,"-" 

dw 

Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède  dans  le  cas 
de  deux  variables  x et^;  il  suffit  donc  de  l’établir  pour  n-|-i 
variables,  en  admettant  qu’il  ait  lieu  pour  n variables. 

Soit  donc  l’intégrale  d’ordre  n-hi 

^ — J J"-  ' J' J' ^ dxdy. . . dzds, 

et  supposons  qu’on  veuille  substituer  aux  variables  x,  y,. . 

Z,  4 les  + I variables  «,  v,...,  w,  t.  On  peut  commencer  par 
exprimer  les  n variables  a:,  /,. . .,  z en  fonction  de  s et  des 
n variables  ftouvelles  «,  e,...,  w,  l’intégration  relative  à s 
devant  alors  être  effectuée  la  dernière.  Par  ce  changement  de 
n variables,  on  aura,  d’après  ce  que  nous  admettons 

t;  = J' f ( i n)  V(/4. . .rftv. 
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D désignant  le  déterminant 


3x 

3x 

3u 

3tv' 

3u' 

3v’‘  ■’ 

Sz 

âz 

* * ' y 

3 Z 

3u' 

— 9 « * • y 

0 V 

nous  employons  ici  la  lettre  3 pour  exprimer  les  dérivées  par- 
tielles prises  dans  l’hypothèse  où  les  variables  indépendantes 
sont  4 et  M,  V,...,  w,  tandis  que  nous  réservons  la  lettre  d 
pour  le  cas  où  les  variables  indépendantes  sont  «,  v,. . w,  t. 
Or,  en  différentiant  l’une  des  variables  x,y,. z dans  cette 
dernière  hypothèse,  d’abord  par  rapport  à l’une  des  variables 
«,  V. . . . «V,  puis  par  rapport  à i,  on  a 

dx 3 X 3 X ds  dx 3 x d$ 

du  3u  3s  du'  dt  ^4  dt' 
d’où  - 

dx 

3x dx  dt  ds 

3 U du  ds  du  1 

Tt 

et  l’on  aura  des  expressions  semblables  pour  cnacune  des  dé- 
rivées qui  figurent  dans  la  valeur  du  déterminant  D. 

Cela  posé,  dans  l’évaluation  de  ç,  l’intégration  relative  à s 
^eut  être  effectuée  la  première,  après  la  substitution  dont 
nous  venons  de  parler,  et  d’après  ce  qui  a été  dit  en  commen- 
çant, si  l’on  exprime  4 en  fonction  de  t et  de  u,  v,.  , »>,  on 
ds 

devra  remplacer  ds  par  j on  aura  donc  ' 


\dudv, . .dwdt. 
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et  l’expression  de  D pourra  se  déduire  delà  suivante 


D,= 


i8( 


dx 

dx 

dx 

du' 

dF’’"’ 

dw^ 

dy 

dy 

dy 

du' 

57’  • • ' ’ 

da>* 

dz 

dz 

• • • • f 

dz 

du' 

T“  > • • • > 

dv 

dw' 

en  remplaçant 


dx 

dx  dt  as 
du  ds  Hü' 

di 


Résignons  par  D, , D^-,. . D,  les  résultats  que  l’on  obtient 
en  exécutant  sur  D,  une,  deux,  trois,  etc.,  fois  la  substitution 
circulaire  qui  consiste  à remplacera:,  y,  respectivement 

par  y, . . Z,  s,  X.  Comme  un  déterminant  rie  fait  que  changer 
de  signe  quand  on  change  l’une  en  l’autre  deux  lignes  paral- 
lèles, il  est  facile  de  voir  que  la  substitution  de  a à x,y, . . ,,z 
changera  D,  en  — Dx , — D^ , . . . , — D. , si  le  nombre  n des  va- 
riables a:,  j, ...  z est  pair,  et  en -|-Dxr— D^, . . . — D,,  slle 
nombre  n ést  impair',  les  signes  étant  alternativement  -t-  et  — 
dans  ce  dernier  cas. 

Cela  posé,  remplaçons,  dans  l’expression  de  D,  les  dérivées 

dx 

. • ' . dx  , , , dx  dt  ds 

de  X,  savoir  : j-  j etc.,  par  les  valeurs  -j -r-  -j-j  etc., 

du  du  ds  du  ’ 

. dt 

on  obtiendra,  d’après  ce  qui  Vient  d’être  dit,  le  résultat 

dx 

dt 

Si  dans  cette  expression  on  remplace  les  dérivées  de/,  savoir: 

etc.,  par  les  valeurs  ^ ^ etc.,  Dxne  changera  pas, 

7t 
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car  ce  déterminant  s’annule  quand  on  y met  s au  lieu  de  y ; 
on  aura  donc  le  résultat 


dx 

“ dy 

'di 

dt 

dt 

dt 

et  l’on  voit  facilement  que  si  l’on  remplace  les  dérivées  des 
autres  variables,  jusqu’à  celles  de  a inclusivement,  par  les  va- 
leurs indiquées,  l’expression  de  D,  deviendra  définitivement 


dx  dy 

dz 

^ ^ dt  dt  ^ 

. ~di  ^ 

dt  dt 

dt  , 

en  sorte  que  l’on  aura 

±D  — 

Or  on  sait  que  le  second  membre  de  cette  formule  est  préci- 
sément égal  au  déterminant 


dx  dx 

dx  dx 

du'  dv' 

"d^'Tt' 

dy  dy 
du  ' dv' 

^ dy 

dw  ’ dt  ' 

A.  — 

dz  dz 

dz  dz 

du'  dv' 

"dll'Tt' 

ds  ds 

ds  ds 

du'  dv' 

dw’’  dt' 

on  a donc 

ds 

“37  = 

et,  par  conséquent. 

ç =//. . .//(±  A,)  V</«  . .dwdt, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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27.  Considérons  en  particulier  les  intégrales  multiples  qui 
se  rapportent  à l’évaluation  des  volumes' et  des  surfaces 
courbes.  On  a,  pour  l’expression  des  volumes  en  coordonnées 
rectangulaires, 

'i  = SfS  dxdydz, 


et  si  l’on  substitue  à x,y,  z les  trois  variables,  u,  v,  w.  il 
viendra 

^ — SSS  ^dudvdw, 

avec 

dx  (te  dx 

du'  do'  dw  ‘ 

dy  dy  dy  /dxdy  dx  dy\  dz  ^ / dy  dz  dy  dz\dx  tdzdx  dxdz\dy 

dû' dv'  dw  \cTudv  dvdujdw  \dudv  dv  du)  dw  \dudv  dudu)  div 

dz  dz  dz 
du’  dv'  dtv 

i. 

Supposons  que  l’on  prenne  pour  u,  v,  w,  les  trois  coordon- 
nées polaires  r,  9,  iJ»,  liées  à x,  y,  z,  par  les  formules 

’ ar=  rsin9cos^|^,  _7-  = rsin9sini!<,  z = rcos6, 

on  aura  ' 


dx  . ^ , dx  . , dx  • „ . , 

^ = sm  9 cos  lîi,  jg  =rcos9cosi|(,  ^ — rsin9sini{<, 

^ = sin  9 sin  ij»,  ^ =rcos9sini|(,  ^ = rsin  9 cos 

dz  , dz  . ^ dz 

dr  . ■ d9  dr]/ 

formules  qui  donnent 

A=  r’sin  0, 

on  aura  donc  pour  l’expression  du  volume  ( en  coordonnées 
{iolaires 

C.  =fff  r’  sin  9 drd9  d^  , 

et  si  r croît  constamment  entre  les  limites  r,  et  r,  fonctions 
données  de  9 eti|/,  on  pourra  écrire 

(rj — rj  ) sin 9 (f  9 rfiji. 


é 
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Passons  mainienanl  aux  aires  des  surfaces  courbes;  quand 
on  emploie  les  coordonnées  rectangulaires  x et^,  la  détermi- 
nation de  ces  aires  dépend  de  l’intégrale  double 


Ç = //  h + P’ g'  dx  dy, 

^ dz  dz 

où  P eiq  désignent  les  dérivées  partielles  ^ et  Si  l’on 

substitue  les  nouvelles  variables  u,  vàx  et  y,  on  aura 

dy 


mais  on  a 


dz  dx  dy  dz  dx 
du  ^du~^^  du'  dv  ^ dv~^^  dv' 


d’où 


. / dx  dy  dx  dy\ Idzdy  dz  dy\ 

^ \du  dv  dv  du)  \(/«  dv  ^ du)* 

/ dx  dy  ^ dx  dy\  / dx  dz  dxdz\ 

^ \du  dv  dv  du)  \du  dv  dv  du)* 

et,  en  substituant  ces  valeurs  de  p et  q,  il  vient 

r Ç j Idxdy  dxdy'V  ^ tdydz  dydz\'  ^ tdzdx  dzdxV 

~~  J J V \dudv  dvdu)  \dudv  dvdu)  \dudv~  dv^) 

K * . ' 

Supposons  qu’on  prenne  pour  k et  e les  coordonnées  po- 

la.res  e,^;  les  denvees  ^ devront  etre 

prises  ici  en  considérant  le  rayon  r comme  fonction  de  S et  ; 
alors  on  aura 

dx  dr  . ^ . ' 

d9  dQ  ^ ^ 

dy  dr  ...  . ...  dz  dr  „ . . 

^ = ^ sin9sin4<-|- rcos9sinT|(,  ^cos  9— rsine, 

' dx  dr  . ^ , . . . . ' 

^ sin  9 cos  iji  — r sin  ^in  ip, 

dy  dr  . ^ „ , dz  dr 

^ = ^sin9s.n^,4-rsin9cos+,  _=_cos9,  - 


dudv. 
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d’où- 


dx  dy  dx  d y 


dr 

^sin9  + rcost 


dy  dz  dydz  . , dr  „ . „\  dr  . , 

dzdx  dzdx  . „ . f dr  „ . „\  dr  , 

la  somjTie  des  carrés  des  seconds  membres  de  ces  formules  est 
égale  à 


-(^y  + r'sin>o[(^^yVr-] 


on  a donc 


pour  l’expression  des  aires  courbés,  en  coordonnées  polaires. 

_ 28.  On  peut  arriver  par  des  considérations  très-simples  aux 
■formules  que  nous  venons  d’établir  pour  la  détermination  des 
volumes  et  aires  courbes  en  coordonnées  polaires.  Remar- 
quons d’abord  que  l'angle  9,  formé  par  le  rayon  r et  la  direction 
de  l’axe  des  3 peut  varier  de  o à w;  quant  à l’angle  i|i  formé  par 
la  projection  du  rayon  r,  sur  le  plan  xy,  avec  l’axe  des  x,  il 
peut  varier  de  o à a jr,  en  marchant  de  Ox  vers  Oy  ; enfin  les 
é(  uations  . 

. * 

y ;•=»  constante,  9 = constante,"  '|<  = constante, 

✓ r 

représentent  un  système  triple  de  surfaces  orthogonales;  les 
surfaces  du  premier  système  sont  des  sphères  ayant  pour  centre 
^origine  dés  coordonnées;  celles  du  deuxième  système  sont 
des  cônes  droits  ayant  pour  axe  l’axe  des  z ; enfin  le  troisième 
système  se  compose  de  plans  passant  par  l’axe  des  z.  Si  l’on 
prend  deux  surfaces  infiniment  voisines  dans  chaque  système, 
on  déterminera  un  parallélipipède  rectangle  infiniment  petit 
,donl  les  dimensions  seront  respectivement  dr,  rrf9,  rsin  ^d^,' 
son  volume  sera  en  conséquence  /•’ sin  9 rfr rf  9 rf <ji  et  l’on  aura 

- t*  cdll.  i3 
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pour  la  délorminalioii  des  volumes  en  coordonnées  polaires 
l’expression  générale  - 

/f  r'siïiQdrdOd'^, 

commet  nous  l’avons  trouvée  plus  haut. 

Le  parallélipipèdc  dont  nous  avons  parle  a deux  de  ses  di- 
mensions td9  et  rsin  fl  <fili  situées  sur  la  sphère  de  rayon  r,, 
l’élémcni  superficiel  de  la  sphère  aura  donc  pour  expression  % 

_ </ü  = r’sin S f/Orfiîi,  . - 

et  faire  d'une  portion  quelconque  de  sphère  se  déterminera  ■ 
par  l’intégrale  double  . , 

r’y/sin  0 </fl 


29.  Supposons,  par  exemple,  qu’on  veuille  trouver  faire  d’un  , 
triangle  sphérique  au  moyen  de  la  formule  précédente.  Soient 
A,  B,  C,  les  angles  de  ce  triangle  dont  les  sommets  seront  dési- 
gnés par  les  mêmes  lettres,  je  prendrai  pour  axe  des  z le  rayon 
OA  de  la  sphère  (*),  puis  menant  un  grand  cercle  perpendicu-, 
laire  à OA  qui  coupe  en  deux  points  1 cl  J le  grand  cercle  au- 
quel appartient  le  côté  BC,  je  prendrai  le  rayon  01  pour  axe  des 
y ; l’axe  des  x doit  être  perpendiculaire  à OA  et  à 01,  je  choi- 
sirai la  direction  qui  est  telle,  que  la  valeur  relative  à G sur-  ' 
passe  celle  qui  serapporteà  B,  en  supposant  que  i{(Croisse  quand 
on  marche  de  l’axe  des  x vers  f axe  des  y.  Cela  posé,  considé- 
rons un  point  M se  mouvant  sur  le  côté  BC  de  B vers  C et  n>e- 
nons  l’arc  de  grand  cercle  AM  qui,  prolongés’il  le  faut,  coupera 
en  N le  grand  cercle  situé  dans  le  plan  xy.  Si  l’on  désigne  par  - ‘ , 

^}i.  la  valeur  de  ^}<  qui  se  rapporte  au  point  B él  que  l’on  prenne 
pour  unité  le  rayon  de  la  sphère,  faire  T du  triangle  sphérique 


sera  donnée  par  la  fbrmule  " , ' ; , 


Le  leclcar  fera  aiütinont  lui' racine  la  li(;urc.  » 
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OU,  à cause  de  cos  AM  = sln  MN, 


1=  / siTiMNrf+=  A—  / sinMNr/J,.  : 


% 


Mais  le  triangle  sphérique  rectangle  MNI  donne 


i 


sin  MA  = , cosM=sin  IsinJi, 

sin  M 


rx  ^ 


7-'^- 


et  la  dernière  de  ces  formules  donne  par  la  différentiation  V 


sinM 


sTiil  cos^,'^’^^»  sinMNrf^^  = -(fM; 


r.’*. 


on  aura  donc 


' «A' 


P. 


rfM 


d'if 


dit; 


i % r 


enfin,  comme  on  a M = w — B pour  i = |,  et  M = C pour 
i[/o-4-A,  on  aura 


T — A *4"  B -f"  C — - îT , 
ce  qui  est  la  formule  connue. 


- Kl 

■-  vi,'- 


30.  Considérons  enfin  une  surface  courbe  quelconque  dont 
un  point  .M  ait  pour  coordonnées  r,  fl,  i{i  et  construisons  la 
sphère  de  rayon  r qui  a pour  centre  l’origine  des  coordonnées. 
Le  cône  qui  a pour  sommet  cette  origine  et  pour  base  l’élément 
rfû)  de  la  sphère,  déterminera  sur  la  surface  courbe  un  élé- 
ment dS  dont  <?w  sera  la  projection  orthogonale  sur  la  sphère 
r;  on  aura  donc 

iltù  r’siufl</flrf\|( 


dS. 


cos« 


COSt 


. 

. v' 


e *élant  l’angle  forgié  par  le  rayon  r avec  la  normale  de  la 
surface. 

Mais  les  côtés  rrffl  et  rsinfltfij»  de  l’élément  du>  forment 
avec,  le  rayon  r un  système  d’axes  rectangulaires  auxquels  on 
peut  rapporter  la  surface  que  nous  considérons.  Pour  le  point 
M les  trois  Coordonnées  sont  milles  ; en  outre  quand  les  deux 
premières  coordonnées  s’accroissent  successivement  der</flet 
....  i3. 


. ■ X . 

• .y!  y . 


- ••'■‘.V- ' 
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de  rsin  la  troisième  coordonnée  prend  les accroissemenis  . 
ïïï  désignant  par  p ei  q les  rapports  de  ces  der- 

niers accroissements  à ceux  des  coordonnées  qui  les  pro-  , 
duisent,  on  a . . ' ■ . 


I dr 


q = 


Jr 


rsiii  6 d-}/ 

Mais  d’après  les  formules  en  coordonnées  rectangulaires,  re- 
latives aux  normales,  l’angle  t a pour  cosinus 


on  a donc 


COS£  : 


V»  9’’ 

rsinS 


et,  par  conscqueni,  ' 


..  c/S  = rrffirf^y/(^)V[(^)V,-]sin>9,- 
coinme  on  l’a  trouvé  plus  . haut. 


r . 


31.  Pour  montrer  un  exemple  de  la  réduction  des  inlégrares 
multiples  par  le  changement  de  variables,  j’appliquerai  les 
résultats  obtenus  précédemment  à 1^  recherche  du  volume  et 
de  la  surface  de  l’ellipsoïde.  ' *' 

Si  l’on  fait  usage  des  coordonnées  rectangulaires,  la  surface 

de  l’ellipsoïde  a pour  équation-  • 

( , * 

x'  Ÿi  z'  ’ ■'  • 

' ' ' — ï~'’' 

(P  6’  (•’ 


et  les  formules  propres  à déterminer  le  volume  V et  la  sur- 
face  S sont 


■"'a 


,?  ‘ ■ J 
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Dans  l’expression  de  V,  on  peut  effectuer  immédialemcul 
I intégration  par  rapport  à l’une  quelconque  des  variables; 

I intégrale  double  est  alors  réduite,  et  la  seconde  intégration 
peut  s’effectuer  sans  difficulté.  Il  n’en  est  pas  de  même  de 
l’intégrale  double  qui  représente  la  valeur  de  S;  rinlégralioii 
relative  à a.-  ou  à j ne  peut  s’.effbctuer  que  par  l’introduction 
des  fonctions  elliptiques.  L’emploi  des  coordonnées  polaires 
ne  réussirait  pas  mieux,  mais  on  peut  effectuer  la  réduction 
demandée  en  prenant  pour  variables  les  deux  angles  9,  i}/  liés, 
aux  coordonnées  par  les  formules 


■A 


‘vv  ; 


A 

' 'K  • 

'yy,  A 


a = asinOcosiJi,  = ésin  9siii'l<,  2 = ccos9, 


-X 


en  vertu  desquelles  l'équation  de  l’ellipsoïde  est  vérifiée. . 
Alors  on  a,  par  les  formules  générales  du  n"27. 


\ = abc  j'  ^sin9cos’9</9</i}', 

J y^v'rt’ft’cos’9  -i-  c’sin’9  (^t’sin•^{/  4-  é’cos>.|rîsin9(/9r/4,, 


<•-. '-<;é 


Ic5  intégrations  s’étendant  de  9 = o à 9 = tt  et  de  t|<  = o à 
i}i  = 2n-.  Dans  la  première  formule,  l’intégi'ation  relative  à 9 

I <1^,  en  sorte  que  l’on  a 

i/o  *•  ’ .r 


donne  le  résultat  ^ abc 


4 


4 


^ xabc. 


. ' 1 


vr: 


Quant  à la  seconde  intégrale  double  qui  exprime  la  valeur 
de  S,  on  peut  la  réduire  en  exécutant  rintégration  relative  à 9- 
mais  cette  intégration  introduit  des  arcs  de  cercle  et  le  résul- 
tat qu’on  obtient  par  cette  voie  n’a  pas  la  forme  simple  qu’on 
peut  lui  donner.  C’est  pourquoi  nous  ne  pousserons  pas  plus 
loin  ce  calcul  ; mais,  4 cause  de  rinlérêl  que  peut  présenter 
.^ceile  question,  nous  indiquerons,  pour  évaluer  l’aire  de  l’el- 
li|)SoTde,  une  autre  méthode  (jui  est  d'ailleurs  susceptible  d'être 
appliquée  à d’autres  cas. 


N»'" 


t y 


X /k 


">\ii 


. » ■ 


; r' y 
<1 


.V  ,•  *-*  .1  ' V 

' .A.,..  . ■ 


.'JS 


^4  f 


> 4*  VrV 


; J r f 


t ^.A>. 
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32.  Soit  • 


(■) 


a:' 

a’ 


l’équation  de  l’ellipsoïde  et  désignons  par  u le  cosinus  de 
l’angle  que  fait  le  plan  tangent  au  point  {x,  j-,  z),  avec  le  plan 
O» 

" - c’  - : . ' 

U = 


ou 


(=») 


/x^  a' 

X'  r’  Il  \ a’ 


Si  l’on  considère  u comme  une  constante,  l’équation  (a) 
représentera  un  cône  du  second  degré,  et  les  équations  (i) 
et  (2),  prises  simultanément,  représenteront  une  courbe  qui 
sera  le  lieu  des  points  de  l’ellipsoïde  pour  lesquels  le  plan 
tangent  fait  avec  le  plan  xy  un  même  angle  ayant  u pour  cosi- 
nus. On  aura  la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  des  xy 
en  éliminant  z entre  les  équations  (1)  et  (2);  on  trouve  ainsi 

fl’ — (fl’— f’)«’  — (l>‘  — c’)u'  , 

(3)  H- 


(1  — u' 


'équation  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  ont  respectivement 
pour  valeurs  ' 

V^I  — h’  Ô’  v^i  — . ' 

V^fl’  — ffl’  - — c')«’  \Ui'  ~ — c’)  M’ 

et  dont  l’aire  totale  E sera,  en  conséquence, 


4) 


E = 


v'[fl’  — (fl’  — c’)  «’]  [è’ 


[b- 


■ c')  «’] 


Cela  posé,  soit  </E  l’accroissement  que  prend  Equatid  « aug-  : 
mente  de  du,  la  partie  de  l’ellipsoïde  située  d’un  côté  quel-  ' 
conque  du  plan  xj  et  qui  sa  projette  sur  l’espace  annulaire  t/E 


DigilizÉd  h’y  GoogI 


ET  Ij;  CALCUL  IVrétillAL 


'.Of 


(lE 


a évidemment  pour  valeur— j elpouroblenirrairc tolalcS de 


</E 


l’ellipsoïde,  il  suffit  évidemment  d’intégrer  l’expression  ou 


^ depuis  U = I jusqu’à  u—o,  puis  de  doubler  le  résul- 
tat; on  aura  ainsi,  en  renversant  les  limites  et  en  changeant  1q  , 
signe  de  l’intégrale, 


(5) 


„ /"  tlE  du 

dü~ 


11  ne  reste  plus  qu’à  substituer  dans  cette  formule  la  valeur 
deE  tirée  de  l’équation  (4)  et  l’on  aura  l’aire  de  l’ellipsoïde 
exprimée  par  une  intégrale  simple;  mais  il  convient  de  trans- 
former cette  expression.  A cet  effet  nous  supposerons 
l’inégalité  n’excluant  pas  l’égalité,  et  nous  ferons, 
pour  abréger, 

«’(/)• — f’)  ■*  . 

_.f=)  ^ ’ C_rtCOS,*, 


d’où 


V«’— c’ = « sin  fl,  f = A v' I — /l 'sinV, 


B étant  un  angle  compris  entre  o et  enfin,  nous  pren- 


ilrons  pour  variable,  au  Heu  de  «,  l’angle?  déterminé  par 
ré(|uation 


a . sin  9 
sin?  = -^T— 


— c’ 


SlOfi 


et  comme  « varie  entre  les  limites  o et  i , l’angle  ? variera  de 

U à fl. 

D’après  cela,  les  équations  (4)  et  (5)  deviennent 


VI 


; Ttab{\ — -sin'?) 

(6)  E= / 

cos^. V * — 

ol 


*■  -"X-  ïj 

- . v‘- 

■ < 


.....  . - « </•  sln?  ^ v'-‘  *•  ; 


^ 'J 


4,  , 


• V.  '.•:y 

_ • *«.  ' . ’•  '•  - . ^ 1*  . 


■ •■'..■if  ■■■  .y.  ...  ■ . 

. » i.  f - 

. V : T'  t . 


î 


\fd  ' 


w ; 
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Or  on  trouve  au  moyen  de  l’équation  (6), 


dE 


E E cos 


E 


■+■  — : — (la  ^ d Jrao  — 

Cin*M  ’ Clllm  -• 


d^ 


sin?  s'n?  sin-<p  siixp  sin’^  — /'’sin’ 

a’  da 


— itab 


}/ 1 — ^’sin’y  ' 


d’ailleurs  si  l’on  différentie  l’expression 
on  obtient  ' ’ . 


cosijis^  — /l’Sin’ç  ‘ 
sin^  , . 


jCOSÿ\/i  — A’sin'Ÿ  , J— ^ dm 

^ -=—  V^l— A;*sin»Trfy-t- 

y 1 — /r’sin’f 


sin’y  v'i  — /r’sin’y’ 


et  si  l’on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de -Ù===i 

‘ s\iV  k*s\n'if 

pour  la  substituer  dans  la  formule  précédente,  il  viendra,  en 
ayant  égard  à la  valeur  de  E,  ^ ^ 


9.  y/a’  — c' dE  I 


rfç 


(I  rfy  siny  ‘ - . , • ' 

.ilangy  I — /’sin’it  V a'‘{b'  — c^\  , . , . , \1) 

= 2wc’rf  — Ç i_( ^ ^ s n’y-sin>  , 

, '|tang(*y/,_/,>sin'»L  ' ^ ^ 


;=^==  ffa*— c^)Vi— A^sin’y rfy  + c*  =1»  , 

y/a'  — f’[_  y/ 1 — /r’sin’yj  . ; ' ^ • 


Intégrant  ensuite  cette  équation  entre  les  limites  y = o et- 
y = ft,  on  aura  . * 


(8) 


S = 2)tc=  -1- 


7.1  b 


!n'  — <■’ 


V'rt 


[xf(rt’— <•’)  / y/l  — /f’sin»y rfy+ f”  r -,-=JL=,1- 
' L.'  Jo  ' ' c'j  V't '-fr’sin’cpj 


■(V 
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(9) 


V^i-*— /l’sin’if  <^t  = E (ft,  k]. 


r-  - 
> ’ 


on  retrouve  la  fonmile  donnée  par  cet  illustre  géomètre,  sa- 
voir : 


A 


2lzh 


( . ol  $ = 2,r c‘  -f-  [(«»_  C-’)  E (ft,  A)  c’ F (,.,  A l]  ; 

V '’c  — f’ 


les  symboles  F(/*,  A),  E((x,  A')  désignent  les  fonctions  ellip-  ■' 
tiques  de  première  et  de  seconde  espèce  ayant  f*  pour  ampli- 
tude  et  A-  pour  module.  Si  l’on  Veut  introduire,  à l’exemple  j 

de  Jacobi,  comme  fonction  de  deuxième  espèce,  l’intégrale  ' - 

sin’çrfy 

I on  remarquera  que  1 on  a identiquement 

Jo  vt  — Ar’sin'ffl 


= f'j-Ÿ—  - *■  f'T=Sii=.  . ■ ' 

do  . Jo  V* — A’sin’ç  i/o  V' — A’sin’»  • 


v;  J 

« 

■ <-i 


ce  qui  permet  d’écrire  la  formule  (8)  comme  il  suit  : 

.A  - / 

iità'b  • i ■ I - i s 


(■■) 


S = î ir  c’ 


V^rt’  — c’ 


i^ï  rfy  . — Sill»yrfy  1 

'^L/o  A'sin’Ÿ  J„  s/i  — A^’sin»(pJ' 


Si  l’on  a e = è,  l’ellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  petit 

f}  • ,r.  *1 

axe,  on  a A = 0 et  a = arc  cos-»  la  formule  précédente  de-  . * 

a 


vient 

(I2j 


O , , a' b h 

S = 3rr/>’  -4-  3îr  arC  COS  -• 

■ _ />i  U 


Si  au  contraire  a^b,  l’cllipsoïdo  est  de  révolution  autour 


P rCvolulmn  autour  ..  y. ta 

- ' ■'  ■■C.-i-' V-  .h'  ; ;•  •■.V  a-'"  ' J 

- ^ ^ V.  . ^ v'* 


. .-'  V . ' .'-t  >•  .■•  ■7  ;• \ ■ 


• ' K. 
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du  grand  axe,  on  a A = i,  ella  formule  (8)  donne 


(i3) 


S = 9.irA»-t-  - log . 

_ c’  A — vil»— c> 


Il  esl  facile  de  voir  que  les  formules  (la)  et  (i3)  s'accordent 
à donner  S = 4"^’»  quand  on  fait  a = b dans  la  première  et 
t = è dans  la  seconde. 

33.  La  surface  du  cône  oblique  à base  circulaire  cfu  elliptique 
peut  aussi  s’exprimer  par  les  fonctions  elliptiques,  mais  le^ 
résultats  sont  beaucoup  moins  simples  que  ceux  qui  se  rap- 
portent à l’ellipsoïde.  Afin  de  donner  un  exemple  des  transfor- 
. mations  qu’il  convient  d’employer  dans  les  questions  de  cette 
espèce,  nous  examinerons  ici  le  cas  le  plus  simple,  celui  du 
cône  oblique  à base  circulaire.  " ^ 

Soient  O le  centre  de  la  base,  S le  sommet  du  cône,  SP  sa 
hauteur,  SA  et  SA'  les  arêtes  situées  dans  le  plan  SOP  qui  est 
un  plan  principal,  Met  M'  deux  points  infiniment  voisins  sur 
la  circonférence  de  la  base.  Désignons  aussi  par  rie  rayon  de  ta 
base,  par  /«  la  hauteur  SP  du  cône,  par  / la  distance  OP  pro- 
jection de  OS  sur  la  base,  et  enfin  par  w l’angle  que  fait  le 
rayon  OM  avec  OP,  angle  qui  peut  varier  de  O à 2ir. 

Si  l’on  abaisse  SQ  perpendiculaire  sur  la  tangente  à la  iJasc 

au  point  M,  l’élément  SMM'=  dS  de  la  surface  du  cône  sera 
''  » 

r/S  = -MM'xSQ,  , 

" ■ . 2 w . . . . ' 

■ l’arc  MM'  est  égal  à rrfw,  en  outre  le  triangle  rectangle  SPQ 

donne  SQ=  y/sP  -l-PO  ; SP  est  égal  à A,  PQà±(r — feosu), 
cl  l’on  aura  en  conséquence  ■■ 


' _ S=  - /•  (r — y'coswj’f/w; 

par  suite  faire  de  la  portion  du  cône  comprise  entre  les  arêtes  ' . 
qui  répondent  aux  valeurs  o et  w de  u,  sera  . 


.f>) 


I r w ■ . 

S=  r I + — ycosw)' </«. 

- . Jo 
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Pour  ramener  celle  expression  à des  irunscendnnles  plus  sim- 
ples, j’«xéculerai  une  iransformalion  ajani  pour  objel  de  faire 
disparallrc  sous  le  radical  la  première  puissance  du  cosinus  de 
l’angle  variable.  A cel  elîel,  désignant  par  ç une  nouvelle  va- 
riable, cl  par  9 une  constante  indélerminée,  je  poserai 

eosO-Hcosç  , sinOsin® 

COSoi= , siiiw^  J — : 

i-+-cos9cosç  l-t-C0S9C0Sç 

ces  formules  ne  sont  point  contradictoires,  puisqu’on  en  tire 
cos’u  -t-  sin’M=  i;  on  en  déduit  aussi  sans  difficulté 

. • • ' , . ' J sin9^/o 

lang- » = tang- 9 tang-ç,  nw= , 

• ■ 2 a a I -t- cos9  cosy 

et  l’on  voit  que  si  w varie  de  o à aw,  ^ variera  lui-même  de  o 
à atr. 

Si  l’on  substitue  dans  la  formule  (i)  les  valeurs  précédentes 
de  cosw  et  de  da,  cl  que  l’on  profite  de  rindélerininaiion  de  0 
pour  faire  disparaître  la  première  puissance  dè  cosf  sous  le 
radical,  il  viendra 

S==^  rsiu9  ÿ(/'5-4-A>^-y>)(i4-cos'9) — i^rfcosO 

■ V t/»— A-’siiPy  , 

(l-|-C0S9C0Sî-)’^ 

en  posant,  pour  abréger. 


■M 


.c  ■■ 


A.-i  — l 


( A’-t-  r' — P)  sin’9 


a a (r*-f- /l’-t-/')  (i -t-CO:»'0)  — 
quant  à l’angle  9,  il  est  déterminé  par  l’équation 

/rcos’9  — (r’-i-/t’-t-/’)cos9-i-  fr  = o, 
d’où  l’on  lire 

coso  = ' » + /«’+/’-  j tr+[r-fy] 

i^cos9 — ff  _ v"' 

. + cos9  “ .’.V.  ..  < 

' ’•  «** 


H* 


■ - • J 

♦ ‘ r • » • 

■ * ***>  ,<r» 


04 


V 

• .^4 


■ v’-d-  ■ 

A;»*-. 


• .t-v 


r ■ 

A -V 

' ' • 


/V: 


V.*'*  ' t 


r • t . 


• ® t,  t ' 


ig6 
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Il  est  aisé  de  voir  que  les  radicaux  y^A’-t-(r — /)’  et  y/ /»’+(/  -+- /)  ' 
représentent  les  valeurs  des  arêtes  SA  et  SA'  situées  dans  le 
plan  principal  ; si  donc  on  désigne  ces  arêtes  par  a et  a',  on  aura 


(2) 


I — COS0 


-,  cos9  = — 


tang 


-i-cos9 

on  peut  exprimer  A et/ en  fonction  de  ces  mêmes  génératrices 
et  du  rayon  r,  il  vient  ainsi  ’ ^ 

c / — ; \/t  — A’sin’i))  , ' ' 

(3)  S=2rv'a»'; — I 

(a4-ajVo  (' + COS9COSif)’  ^ 

et  l’expression  de  A’  est  _ 


A’ 


ï*+a'*  — 4/>  _ I 
4ax'  ~ 


(a'» — g?)» 

4 r' 


2 4 - : 

Si  du  sommet  S du  triangle  SA  A'  on  mène  à la  base  AA'  une 
oblique  SA*  = SA,  il  est  clair  que  l’on  aura  A'  A"=2/,  et  si 
l’on  désigne  par  2>  l’angle  en  S dans  le  triangle  SA' A",  on 
aura  . , - 

4/’=  — 2aa'c0S2>,  , . . 

et  par  conséquent  - ' . 

(5) 


A’=  - - cos2>  = sin’X. 

2 2 


■ > 


Pour  ramener  l’expression  de  S à la  forme  ordinaire  des  fonc- 
tions elliptiques,  multiplions  les  deux  termes  du  coefficient 
derfy  par(i  — cosôcosç)’,  il  viendra  . >•  ' 


-+-  2 col’9  — cot’9  sin’ip)  \l  > ' — siiP^ 


(6) 


,__i  ^ ruj 

(i  4-Cot’0sin»if}’ 

— ; ros9  <j  \ — A’  sin’yi  cosf  , 

— r\/ax  J “(i  + col* 9 sin’oj* 


( 1 + C01‘»  sin'iy  j‘ 

La  seconde  de  ces  intégrales  peut  s’exprimer  par  des  arcs  de 
cercle;  car  si  l’on  pose  ' . , , 

/rrT-rrrr«  sin?  ' . 


r 
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il  vient 


pv/.-/.»sin»TCOSTrfy^,, 

Jo  (H-col’Osin>)»  2V1— (i— /i>)sin'0\  > / 


Il  faut  remarquer  que  tang^j»  ne  peut  être  infinie,  en  sorte  que 
si  l’on  fait  varier  y de  o k 2n,  ^ devra  rester  entre  les  limites 


l . - 
;<■  - 


ci-i-  Quand  <f  croit  de  o à il»  croit  de  o jusqu’à  la  li- 


mite donnée  par  la  formule  tang'l/'=  ; quand  f 


yji  — k' 


■■  >> 


croit  de  ^ à 3^5 1{<  décroît  de  -H'I''  jusqu’à  — enfin  quand  ç 


Stt 


croit  de  — à 2ir,  l’angle  croit  de  — Y jusqu’à  zéro.  Il  résulte 


de  là  que  notre  intégrale  s’annule  pour^;i  = a7r,  ce  que  l’on  re- 
connaît d’ailleurs  à priori. 

La  première  intégrale  de  la  formule  (6)  peut  être  simplifiée 
en  lui  appliquant  le  procédé  de  l’intégration  par  parties,  mais 
.on  parvient  plus  vite  au  résultat  en  développant  la  différen- 


f 


. ..  . . sin®  cos®  I — Ar’  sin’o 

tielle  de  l expression  ■ — , _|_'(;ot»9  s'iti’y — ''  l■’Ouve 


‘Ü 

y- 


cot*  6.d' 


I Sin’v  • • • ,J 

V : - 7»  É 


</ 


< . 

i. . f"-  • ■ 

■ • '' 


sin?  cosf  V 

I + col’ 9 sin’ç 

. -t-  zcot’O-cot’O  sin’, 

(1 -1- cot’9sin'<|.)'  ^ ^ 

r A’  sin’çt/ç 


sin’9(i  4-col’9sin’iji)v^i — /l’sin’ç  v^i — Ar’sin’y 
d'uii,  en  intégrant, 

•r 


' r-. 


i: 


(1  -t-ac.ot*9  — cot’O  sin’y)  — k'sW<fd<f 
(1 -H  Cül’O  sin’f)’ 


■ K'  -î 


. sin*cos®  v^i  — A’sin’® 

. =coi*9 — - — , — r-^ 

I -f-  col’i|i  sin’<p 


•'T- 

f l'.  J 


r Sin>r/y  , J_  f'f , ^ V 

■■  Jo  Vi— fr’sin>  sin’oj  .(,4-cot’9sin’y)  y'i— /•’sin’.y 
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Si  l’on  pose,  comme  précédemment,  - '■ 

E{«(p, /i  )=r  Vi — Â*sin’(frfŸ, 
et  que  l’on  fasse  aussi,  avec  Legendre,  • ' -, 


n { Ÿ,  Ar,  col’  6 ) 


=r.T 


Jo  , ( I + col’e-sin’f  ) t — A?  sin’f 

l’expression  précédente  de  S deviendra'  '■  ; 

I'  „ I , — ; froVO  sin®  Cosip  v^i — fr’sin’-j  ' ■' 

O = — r V ctct  I — — / — . - 

2 ’ I cot’0  sin’ip 

V//  V ...  +E(y, /f)— F(Ÿ,/.)-h^gn(ç,  A-,  col»0)2 


2 cosO 


sm6  ' 1 . ,\ 

— r-=r^  K-H-sinaTÎ»  I;  •' 

1 — (i  — /i’)sin*e  \ . ^ . J . 


la  fonction  n qui  figure  dans  cette  formule  a été  Yiommée  par 
Legendreyb/ic/mn  elliptique  de  troisième  espèce. 

• Si  l’on  veut  avoir  l’aire  totale  S,  du  cône,  il.faut  faire  u = 2ir> 

, ' ce  qui  donne  ÿ = 2it  et  \|(  = o;  il  est  évident  en  outre  ^’il 

TT  **  . ' 

suffira  de  remplacer  ç par  - dans  les  fonctions  E,  F,  n,  pourvu 
que  l'on  quadruple  le  résultat.  Désignant  alors  par  Ei,  F,,  li| 
les  valeurs  de  E,  F,  n pour  ? = -»  on  aura  • l-  , 

"(8)  S,=  2rv'aa’  |^E,(A)  — F,(/.  )-h^j^n,(/f,  col’6)J, 

X * • ■ " J 

formule  dans  laquelle  figurent  les  trois  fonctions'  elliptiques 
,Ei,  F,,  n, , et  qui  est  plus  compliquée  que  celle  qui  donne 
l’aire  de  l’ellipsoïde,  ün  peut  exprimer  n,  en  fonction  des 
' transcendantes  E et  F ; mais  nous  renverrons  pour  cet  objet 
au  Traité  de  Legendre  sur  les  fonctions 'elliptiques.  Dans  le 

t ' . . 

cas  du  cône  droit,  on  a a'=  ^ ^o,  cosô'=o,  6 = ->  et  les 

2 * 

' ’ \ If  * 

«fonctions  E, , F,,  n,  se  réduisent  a la  formule  (8)  donne  le 


' ' I ^ - r ■ ' V.  * ■ ..  * V . , ; • . 
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r 
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; 
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résulliU  connu 
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Sur  quelques  intégrales  déjinies. 

34.  Nous  nous  proposons  ici  d’ajoulor  quelques  mois  à ce 


t 


que  Lacroix  a dit  sur  cet  objet,  en  nous  bornant  à faire  con^ 
. naître  quelques  intégrales  définies  qui  se  rencontrent  fré- 
quemment dans  les  mathématiques. 

Considérons  les  différentielles 


e-“ços  bxdx,  er-^stnbx  dx\ 


r' 


en  les  ajoutant  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  7,  on 
-f  obtient  la  différentielle 


dont  l’intégiale  est 


dx, 

L—  A /^i)  a 


-.t 


• constante 


ou 


V € 

• l 


(rt  COS  hx-\~b  sin  hx)  e 


-I-  constante  ; . r V J-  ^ 


a — v'-^i 

-■  ~{fl — b^j^ — 1 

2 on  aura  donc 
J’*~^  cos  bx  dx  = 

' C • L ^ (rtsinèar  — bcosbx)e~“^  , . 

^ J = a^^'b^  • ‘ — -+*  C0«sunie.  \ î.;  V ■:< 


rt’-t-  b' 


constante, 


i 
' 

< .'Ci 


biipposons  que  a sôil  positif,  et  prenons  les  intégrales  entre  . ’> 


'J.'  les  limites  o cl  oo , on  aura 

»»»  . 

^ ‘ n A 

.{')  / -fc~** cos bxdx  = —-,—7-, ’ / C^“*sin6;rrfar= . 


î;V'  Si  l’on  multiplie  la  première  formule  par  dh  et  qu’on  l’in- 
V.',  - ...lègre  ensuite  de  6 = o à è = a,  on  aura,  [lar  la  règle  de  l’in- 


V 

^ X •» 

■V, 

.>•.  'V-.  . 


• :.’i 

.H 


tégralion,  sous  le  signe  / 

: /••”  .sinaar,  /•"  adb  ■ 

ï'rr  *.  . 1 I C-" (te±=  / ~ ' <,■  ■>  ^.-?v  • ■’ 


aoo  NOTE  SCR  I.E  CAt.CCL  DIFFERENTIEL 

si  l’on  fait  dans  le  second  membre  b=^aa.',  db=a(l<i\  il  v 
viendra  ' , 

• • ' Jo  ^ Jo 

Si  maintenant  on  fait  tendre  a vers  zéro,  le  second  membre  ■ 

* “ • » 
..  r'^  d a!  - « 

imite  I ou  arc  tangx  ou  on  aura 

„ Jo  '-i~* ’ ■ * '■ . ^ 


tendra  vers  la  limite 
donc 
(2) 


2 r*  sin  ^ _ 

"Jo  ^ x~i. 


Le  premier  membre  de  celle  formule  est  une  fonctiou  essen- 
tiellement discontinue  de  «;  il  est  égal  à i si  a est  > o,  mais 
il  s’annule  évidemment  pour  a = o,  et  change"  de  signe 
■quand  » est  négatif.  Remplaçons  « par  a-t-6  et  par  a — b, 
«t  et  6 étant  positifs  et  a >Z>,  on  aura  ^ 

2 /■'“  sin  rtx  oosAx -4- cosff.r  sin  . . • 

- I dx  st=  I , _ " 

. : ^ •' , 

2 sin  (7X  COS  Aj:  — cosaxsin  ix  _ ' , ' ' 

ajoutant  et  retranchant,  il  vient  , 

sin  ax  cos  bx 


13} 


2 r'^  sir 

^Jo 


dx 


=■•  -r 

”Jo 


' sin  bx  cos«.r 


dx^o. 


d’où  il  suit  que  l’intégrale 

'*  sin  àx  cos  bx 


■ îT 

" Jo 


est  égale  à i ou  à zéro,  suivant  que  a est  >6  ou  ; là  même 

intégrale  se  réduit  à ^ dans  le  cas  de  6 = a,  à cause  de  la  Ibr-  ' ' 

mule  (2).  Cette  propriété  de  l’intégrale  que  nous  considérons  , 
a été  utilisée  d’une  manière  remarquable  par  Lejeune-Dirichlet  ' 
pour  la  réduction  des  intégrales  multiples.  ' ‘ ' . 

35.  Pour  montrer  une  application  des  formules  (3),  rèpre-  . ' 


; ..t  .1.'.  , 


• / ' ; . Digifized  by  Google 
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nons  la  deuxième  des  équaiions  (i),  multiplions  ses  deux 
. cos bdb 

membres  par  — ^ — et  intégrons  ensuite  deè  = oà6  = co, 
il  viendra,  en  intervertissant  l’ordre  des  intégrations. 


er‘idx  f 
Jo  Jo 

mais  l’intégrale  1 r 

” t.4)  ^ 


sin  bx  cos  b 
-, db 


cos  b db 
Jo  a’+i’  ’ 


“ sin  cOsè 


db  est  égale  à zéro  si  x est 


<;  >,  et  égale  à - si  x est  > i ; on  a donc 


- f"e-<^dx±=  f”  — 

2 J,  Jo  «’ 


cos  bdb 
~b^' 


La  différentielle  e~“dx  a pour  intégrale  indéfinie  — 

I a 

et  le  premier  membre  de  la  formule  précédente  se  réduit  en 
. « e-“ 

conséquence  a on  a donc 


X 


* a cos  bdb 

2 


a’-l-  6’ 

ou,  en  mettant  ax  au  lieu  de  b, 

(4) 


cos  axdx  TT 

O l+X'  -2^’ 


mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  formule  ne  subsiste  que 
pour  les  valeurs  positives  de  a. 

Sur  l'intégration  des  différentielles  contenant  plusieurs 
variables.  ' 

36.  Le  procédé  suivant,  dû  à Cauchy,  est  préférable  à celui 
que  Lacroix  a fait  connaître;  il  conduit  d’ailleurs  à une  consé- 
quence importante  dont  nous  ferons  usage  plus  loin. 

Supposons  qu’il  s’agisse  d’intégrer  la  différentielle 


G'  éd.  H. 


Vdx  + 


*4 
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OÙ  P et  Q désignent  des  fonctions  données  des  variables  in- 
dépendantes X,  y.  La  question  proposée  n’est  possible  que  si 

..  rfQ  . ... 

1 on  a ^ ; nous  supposerons  donc  cette  condition  sa- 


tisfeite;  on  verra  tout  à l’heure  qu’elle  est  suffisante.  S’il 
existe  une  fonction  « ayant  pour  différentielle  Q</y,  el 

que  C soit  une  constante,  la  fonction  « 4-  C aura  aussi  cette 
même  différentielle,  et  en  outre  toute  fonction  ayant  Pdx-i-Qdy 
pour  différentielle  sera  nécessairement  de  la  forme  u + C.  On 
peut  déterminer  la  constante  C par  la  condition  que  l’inté- 
grale M 4-  C s’annule  quand  On  fait  à la  fois  x = x„  jr=sr,; 
désignant  donc  par  u,  ce  que  devient  u dans  cette  hypothèse, 
on  aura  V intégrale  définie  u — u,. 

Cela  posé,  soient 

, V=z^(x,y), 


» 

et  cherchons  à déterminer,  s’il  est  possible,  une  foncfion  u 
ayant  pour  différentielle  Prfaf4-Q<// et  s’annulant  pour 
y = y,.  La  fonction  u,  considérée  comme  fonctioh  de  la  seule 
variable  x^  a pour  différentielle  f{x,y)dx,  et  l’on  a en  consé- 
quence 


u = f ç (x,  y)  dx 

Jx, 


+Y, 


Y étant  une  fonction  inconnue  de  y qui  doit  s’annuler  pour 
y = y\.  Si  l’on  différentie  la  formule  précédente  par  rapporta^, 
et  que  l’on  ait  égard  aux  égalités  ■ . ^ 

dr,(x,y)_dlf[x,y) 


on  trouvera 


,,  , rd<^{x,r).  dY 

ou,  en  effectuant  l’intégration  dans  le  second  membre. 


^ix,y)  = -i>[x,y)  — '^{x„y)- 


d\ 


dY 
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Intégrant  cette  oernière  équation  de  manière  que  Y s’annule 
pour7  = j,,  ona  , 

Y=r  ^{x,,y)dy, 

•O-, 

et,  par  conséquent, 

«=/’  ?(^,r)dx+  f%(x.,y)dy 

La  fonction  u déterminée  par  celte  équation  satisfait  aux  con- 
ditions du  problème  et  l’on  voit  que  celui-ci  est  toujours  pos- 
sible si  l'on  a dj(x,y}  ’ , . 

dy  dx 

37.  Dans  lasolulionprécédente,  on  a commencé  l’intégration 
par  rapport  à x,  mais  on  aurait  pu  commencer  par  intégrer 
relativement  à y,  et  il  est  évident  que  l’on  aurait  obtenu  par  • 
cette  voie  , ‘ 

. ' 

^ Les  deux  valeurs  de  « que  nous  trouvons  ainsi  sont  égales, 
car  elles  ont  même  différentielle  et  elles  s’annulent  l’une  et 
1 autre  quand  on  fait  x=x,  et  On  a donc  identique- 

njent 

> 

jf  <f(xy)dx-+-£  ^{x„y)dy= J ^ ^[x,y,)dx-ir J%{3:,y)dy, 

et  si  l’on  donne  à x et_y  les  valeurs  déterminées,  mais  arbi- 
traires X et  Y,  comprises  comme  x,  et  y,  entre  les  limites  en 
dehors  desquelles  y (a?,  j)  eti[«(x,jj  cessent  d'être  continues, 
on  aura 

*'•'«  •O', 

cette  formule  très-générale  a lieu  pour  deux  fonctions  quel- 
conques et  ) satisfaisant  à la  condRion 


_ d^{x,y) 
dx 


•4' 


. Digilized  by  Google 


ao4  NOTE  SCR  I.E  CALCCI.  ftnVBRENTIBL 

38.  La  mclhode  précédente  est  applicable  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes.  Considérons,  par  exem- 
ple, l’expression  . , . , _ 

f{x,x,z)dx-i-^{x,x,z)dx+^a[x,x,z)dz,  . . 

telle  que  l’on  ait  identiquement  - 
d<f[x,x,z)_d-^{x,x,z)  dfix,r,z)_deT{x,x,z)  d'i^{x,x,z)_da{x,x,z) 


dx 


HF 


dz 


dx 


dz 


dx 


cherchons  à déterminer  une  fonction  u ayant  pour  différen- 
tielle l’expression  proposée  et  se  réduisant  à zéro  quapd  on 
fait  x=x„  x~Xo> 

Si  l’on  considère  u comme  fonction  de  a:  et  x seulement,  sa 
• différentielle  sera 

f{x,x,*)dx -h-^lx,x.z)dx; 

on  aura  donc,  par  ce  qui  précède,  • 

«=r  <f(x,x,!i)dx-^  f ^[x„x,z)dx+Z,  - 
*/x.  Jjr, 

t • 

Z désignant  une  fonction  de  z seule  qui  se  réduit  à zéro  pour 
Z = z„  Si  l’on  différentie  l’équation  précédente  par  rapport  à 
Z et  que  l’on  ait  égard  aux  conditions  écrites  plus  haut,  on 
aura  ' ‘ . 


dti{ 


^l-^dx. 

dx 


T 

dx. 


da{x„  X,  z)' 
dr 


ou 


. dZ 


dZ 


d’où  • . > ' ' 

dZ  • Z'* 

■J^z=  a{x„Xt,z)  et  ,Z=J  a{x„X;z]dz; 

on  a donc  - . . 

«=r  f(x,x,z)dx+  f ^{x„x,z)dxf  f cr(ar„j.,3)V/s,  , 

dx,  - Jj-,  , ■ Jt,  • . 

et  l’on  aperçoit  bien  aisément  quelle  serait  la  formule  propre 
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au  cas  de  quatre  ou  d’un  plus  grand  nombre  de.variables  indé-, 
pendantes.  - 

Sur  les  fonctions  dé  variables  imaginaires. 

39.  Soit  une  variable  imaginaire  z = x -^y  i,  a:  et  ^ 
désignant  des  quantités  réelles.  Si  l’on  exécute  sur  la  variable 
Z et  sur  des  constantes  réelles  ou  imaginaires,  quelques-unes 
des  opérations  de  l’algèbre,  savoir  l’addition , la  multiplira- 
tion,  la  division,  l’élévation  à des  puissances  entières  et  l’ex- 
traction des  racines  d’indices  entiers,  on  obtiendra  une  fonc- 
tion algébrique  F (z)  de  la  variable  a,  réductible  à la  forme 
ç (x,  -t- I A (a:,/),  où.<p  et  désignent  des  fonctions 

•réelles  de  ar,  y et  de  constantes  réelles.  Si  parmi  les  opéra- 
tions algébriques  qu’on  a exécutées  sur  z,  il  n’y  a point  d’ex- 
tractions de  racines,  la  fonction  F (z)  est  rationnelle  et  sa  va- 
leur est  bien  déterminée.  Dans  le  cas  contraire,  l’expression 
de  F (z)  renferme  des  radicaux,  elle  est  en  conséquence  sus- 
ceptible de  plusieurs  valeurs,  et  il  devient  indispensabje  de 
définir  avec  précision  là  fonction  que  l’on  veut  représenter 
par  le  symbole  F (z).  Considérons  par  exemple  Fexpression  z" 

' dans  laquelle  m désigne  une  fraction  commensurable^;  cette 

expression  prendra,  pour  chaque  valeur  de  z,  q valeurs  dis- 
tinctes. Si  l’on  pose 

■z-^  X -\-y\j  — \ =f  (cos  M-l-  ^ — 1 sinu), 

le  module  p sera  complètement  déterminé,  quand  x e\y  se* 
ront  donnés,  et  la  même  chose  aura  lieu  à l’égard  de  o»,  si  çet 
angle  compris  entre  les  limites  — ^ et  -+-  k péut  approcher  au-  - 
tant  que  l’on  voudra  de  la  limite  inférieure  sans  jamais  l’attein- 
" dre.  Cette  restriction  est  nécessaire,  car,  eh  la  négligeant,  on 
aurait  poar  7 = o les  deux  valeursw=  — jr  et -m  = -I- jt.  Cela 
posé,  toutes  les  diverses  valeurs  de  l’expression  z"  seront 
données  par  la  formule 

2"*  = f"  [cos/n(w-i-a/i  7t)4- — I sin/K  (w  -h  2 /<  «] 

= (cosmw-t-V^— .isin  ;?i  w)(cos2/n  + sina  mit  w), 
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en  désignant  par  /r  un  entier  qui  peut  recevoir  les  ç valeurs 
O I , a, . . . ( g—  I ).  L’expression  z’  peut  donc  donner  naissance 
à q fonctions  distinctes  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  un 
facteur  constant,  et  en  posant 

Z"— P"  (cosTO«+  v^— I sinmt  ), 

on  aura  la  plus  simple  des  fonctions  bien  déterminées,  suscep- 
tibles d’être  représentées  par  le  même  symbole  2’". 

Nous  ne  pourrions  ici,  sans  sortir  des  limites  que  comporte 
celte  Note,  entrer  dans  plus  de  détails  au  sujet  de  l importante 
question  que  nous  venons  d’effleurer;  on  pourra  consulter  à 
cet  egard  les  travaux  de  Cauchy  sur  cette  matière,  et  un  beau 
Mémoire  de  M.  Puiseux  inséré  dans  le  tome  XVdu  Journal  de 
M,  Lîouville. 

Après  les  fonctions  algébriques  viennent  les  fonctions  trans- 
cendantes; chacune  de  celles  qu’on  veut  introduire  en  analyse 
doit  être  définie  avec  précision.  Considérons  la  série 

a,  -t-  a,  2 -4-  a,  2’  -H  Un  2*  , 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  2 ; si  l’on  pose 

Z = p(cos U -4-  \! — * sin »),  a„  ==  a„  ( cos ç.  + ^ — i sinipj^ 
ctq^ue  les  deux  séries 

«0  cos  ip,  -H  a,  P COS  ( 6)  -t-  (f,  ) -t-  a,  p2  COS  ( 2 m + (f,  ) -t-  . . 

- ' aj sin  f, -t- a.  P sin  («  + fr ) -+- a>p’ sin  ( 2*) -h  Ÿi)-t- . 

soient  convergentes  pour  certaines  valeurs  de  p et  de  w,  la  série 
en  2 sera  convergente  entre  les  mêmes  limites  et  la  somme 
F(2)vers  laquelle  elle  converge  pourra  être  considérée  comme 
une  fonction  de  2;  la  fonction  dont  il  s’agit  est  alors  définie  par 
la  formule 

F(2)  = a.-t-a, 2-)-rt,^2’-t-.’.'.;  ' ’ ' _ 

c’est  de  cette  manière  que  nous  avons  procédé  plus  haut  pour 
définir  les  fonctions  ef,  cos  2,  sin  2.  , _ 

Enfin,  en  exécutant  les  opérations  de  l’algèbre  sur  des  fonc- 
tions déjà  définies,  oivcn  obtiendra  de  nouvelles;  telles  senties 
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fbnclions  tang  z,  col  z,  séc  z,cosécz>  dont  nous  nous  sommes 
occupé  au  n“  15. 

Quant  aux  fonctions  inverses  logz,  arc  sin  z,  , elles  se 
trouvent  exprimées  par  des  symboles  à valeurs  multiples,  et 
on  doit  leur  appliquer  la  remarque  que  nous  avons  faite  à l’oc- 
casion des  fonclionsalgébriques  non  rationnelles.  Par  exemple, 

les  diverses  valeurs  de  log  z sonl  données  par  la  formule 

^ \ 

-•  • logZ  = 10gp-l-(oJ-f^2/r»r)v^— I," 

où  l’on  peut  toujours  supposer  &>  compris  entre  — n et  -+-  ir,  et' 
en  posant  . ' 

. . • log2  = log  p + u 

on  aura  la  plus  simple  des  fonctions  bien  déterminées  suscep- 
tibles d’être  représentées  par  la  notation  log  z. 

Les  fonctions  algébriques  non  rationnelles  et  les  fonctions 
log  Z,  arc  sin  Z,. ..,  appartiennent  à la  classe  des  fonctions  im- 
plicites U déterminées  par  une  équation  telle  que 

: ■ F(m,z)  = o, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  bien  déterminée  des 
deux  variables  z et  m et  irréductible  à la  forme  u — /(z),  /(z) 
étant  une  fonction  bien  déterminée.  Cette  équation  peut  ad- 
mettre, pour  chaque  valeur  de  z,  un  nombre  fini  ou  infini  de 
racines  u,  qui  varient  avec  z ; mais  pour  pouvoir  considérer 
l’une  de  ces  racines  u en  particulier  comme  une  fonction  de  z, 
il  est  nécessaire  dé  la  distinguer  avec  soin  des  autres  racines 
dont  quelques-unes  peuvent, devenir  égales  à celles  que  l’on 
veut  étudier,  pour^ertaines  valeurs  particulières  de  z.  < , 

■>  40.  La  définition  de  la  continuité  donnée  au  n®  1 est  appli- 
cable aux  fonctions  d’une  variable  imaginaire.  Ainsi  : 

Une  fonction  bien  définie  f[z)  de  lavanabje  z~  x — i 

est  dite  continue  pour  les  valeurs  dez  dont  les  parties  réelles 
sont  comprises  entre  X,  et  X,  et  les  coefficients  de  -f  - — i entre 
y,  et  V,  lorsque,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  de  z,  le  viadule 
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au  ta  vateur  numérique,  de  la  différence 

décroît  indéfiniment  en  même  temps  que  le  module  de 
o'esl-à-dire  devient  infiniment  petit  avec  & z. 

On  volt  par  cette  définUien  que  les  fonctions  entières  sont 
continues  pour  toutes  les  valeurs,  de  z;  )a  fonction  e*  est 
également  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z,  car  on  a 
(n®  15) 

* _ gi  — e‘  ) = e’  ^ ^ 

_ et  il  est  évident  que  le  facteur  entre  parenthèses  devient  infi- 
niment petitavec  Ai  ; la  même  chose  a lieu  à l’égard  des  fonc- 
tions cos  i et  sin  i,  qui  ne  sont  autre  chose  que  des  sommes 
d’exponentielles.  ' ‘ 

Les  fonctions  rationnelles -non  entières,  et  lès  fonctions 
tnng  z,  cQt  z,  séc  z,  càsécz,  Se  deviennent  discontinues  qu'en 
passant  par  l’infini.  ' 

Mais  il  n’en  est  pas  de  même  à l'égard  des  fonctions  irration- 
nelles, et  comme  la  continuité  joue  le  rôle  prinoipal  dans  le 
développement  des  fonctions  en  séries,  il  est  nécessaire  de  bien 
" fixer  les  Idées  à cet  égard  en  étudiant  complètement  un  cas 
très-simple.  ' ' ' ■ 

' Ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit,  la'  variable 


l—i  — P (cos*>-(-^— ï sin  «j 


peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  en  se  bornant  à don- 
.ner  à p les  valeurs  comprises  entre  o et  oo  , et  à »1es  valeurs 
comprises  entre  — ir  et  ir.  D'après  cela,  une  fonction  conti- 

nue jle  z doit  varier  par  degrés  insensibles  avec  p et  »,  et  en 
outi’CjSi  • désigne  un  angle  réel  infiniment  petit,  la  dilTérence 
des  valeurs  que  prend  la  fonction  pour  ' 


cl- 


. z = p[cos(  — JT  -t-  e)-j-  y'— isin  (— b + • )]  - . 


a = p [ cos  ( 


,)+y_,  sin{7r-^»)l’ 


doit  être  infiniment  petite,  puisque  la  différence  de  ces  valeurs 


' Digitized  by 


Google 


ET  LE  CALCCL  IST^GRAL. 


ao9 


do  Z,  savoir  2 p \/—  i sin  t est  elle-même  infiniment  petite;  il 
est  évident  que  réciproquement  ces  deux  conditions  assurent 
la  continuité.  On  voit  sans  peine  que  la  seconde  condition  peut 
être  exprimée  en  disant  que  la  fonction  considérée  prend  des_ 
valeurs  égales  pour  (i>=  — tr  et  »= -k  »r.  ^ 

Cela  posé,  considérons  l'expression  ' 

• ‘ ■ (i  + zf.  - 

où  m désigne  une  fractit  n commensurable  dont  le  dénomina-. 
teur  est'supérieur  à i ; -^i  l’on  fait  ‘,  ) 

z = p(eosM+v^ — isin»),  1 + Z = r (cos  il> -f- ^ — isini]/), 

<](  étant  assujetti,  de  même  que  *>,  à rester  entre  les  limites 
— ff  et  + ir  sans  jamais  atteindre  la  limite  inférieure,  on  aura 

rcos^  = i -h  pcosu,  r sin  = P sin  0, 
d’où  . ' , ' , • . ■ 

. i+ocos»  . , ‘"psinf». 

r = V ' + ^ P cos  o>  -h  pS  eosy  = - — '■ — : — > sm  = — - — » 

équations  qui  déterminent  complètement  le  module  r et  l’ar-* 
gument  ij<.  D’après  ceja,  les  valeurs  d®  l’expression  { i -f-z)" 
seront  • 

r"  (cos  nii}/  + V — ‘ sin  OT'^)  ,(cos2  — i sin  2 mA  ir), 

Il  étant  un  entier."  On  peut  prendre  pour  définir  la  fonction 
que  nous  voulons  considérer,  l’équation^  ' 

■■■  (1  -i-z)"  r=V”‘(cos  m -H  v^— ^ sin  mij;), 

et  je  dis  que  cette  fonction  sera  continue  tant  que  le  module 
de  z sera  inférieur  à i,  tandis  que  si  ce  module  prend.dcs  va- 
leurs supérieures  à 1/ la- fonction  pourra  devenir  et  deviendra 
effectivement  discontinue. 

En  effet,'  lès  formules  précédentes  montrent  que  r,  cos^Js 
sin^j/,  et  par  suite  ^J(,  varient  par  degrés. insensibles  si  p et  e» 
varient  elles-mêmes  par  degrés  insensiblés,  etcehi  quelles  que 
soient  les  valeprs"  que  l’on  attribue  à‘p;  mais  si  p est  inférieur 
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à I,  on  voit  que  cos  4 est  toujours  positif,  d’où  il  suit  queil» 
reste  compris  entre  — - et  4-  el  comme  on  a sin  iJ#  = o pour 

01  = dbTT,  l'angle  ^ s’annule  pour  w = — tt  et  pour  » = + w.  Ôn 
•voit  par  là  que  la  fonction  (i  -l-z)'"  varie  par degrésinsensibles 
avec'p  et  *>;  elle  a d’ailleurs  la  même  valeur,  p restant  le  même, 
pour  6>  = — JT  et  pour  w = + jr,  donc  elle  est  fonction  continue  ' 
de  2.  ' 

Supposons  maintenant  que  2 prenne  des  valeurs  dont  le 
module  soit  supérieur  à i . Si  l’on  donne  à » les  valeurs  — (w — «) 
et  — i),  « étant  un  infiniment  petit,  puis  que  l’on  fasse 
tendre  t vers  zéro,  dans  l’un  et  l’autre  cas  cos 4 tendra  vers 
la  limite  — 1,  et  sin^i  vers  la  limite  zéro;  mais  dans  le  premier 
cas  sin  atteint  sa  limite  en  passant  par  des  valeurs  négatives, 
tandis  que  dans  le  second  cas  le  sinus  est  positif  avant  d’arri- 
ver à sa  limite;  il  s’ensuit  évidemment  que  l’on  a •)(  = —« 
pour  w = — ir  et  = -i- »r  pour  û>  = -f-it.  Par  conséquent  la 
fonction  ( 1 4- 2 )•  prend  pour  w = — n et  pour  u = 4-r-.  deux 
valeurs  dont  la  différence  est  a r"sin  mn'^ — 1;  cétte  différence 
ne  se  réduit  à zéro  que  si  m est  un  nombre  entier,  donc  dans 
tout  autre  cas  la  fonction  est  discontinue.  - 

• Les  mêmes  considérations  font  voir  que  la  fonction  log(  1 4-2) 
reste  fonction  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  2 dont  le 
module  est  inférieur  à i,  mais  qu’elle  devient  discontinue  lors- 
que 2 prend  des  valeurs  dont  le  module  surpasse  l’unité. 

41.  La  définition  dos  dérivées  relative  au  cas  d’une  variable 
réelle  est  applicable  si  la  variable  devient  imaginaire;  on  aura 
donc,  par  définition,  ' . 


= lim 


./tx4-,rv^— 1 4-aj?-4- Arv^— ■) — 

&x  ■+■  àf  ^ — I 

lo’rsque  A2  = ùx  4-  ^ — i tend  vers  zéro,  ce  qui  exige  que 

àx  et  iy  tendent  simultanément  vere  zéi*o. 

On  dit  qu’une  variable  est  fonction  dé  plusieurs  autres,  lors- 
qu’elle prend  une  valeur  déterminée  quand  ori  aitribue^i  cellês- 
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ci  des  valeurs  déterminées.  Parlant  de  cette  définition,  Cauchy 
a considéré  toute  fonction  ^(x,y)  des  deux  variables  réelles 
ar  et  J comme  une  fonction  de  x +y  i ou  de  z.  Là  déri- 

dz 


vee 


-»  savoir 


df{x,r) 


lim 


f (jr  + Aa:,/-f-  A f)  — f{x,r) 


dz  ^ , AÆT-HAy^y' — i 

est  alors  généralement  indéterminée  et  sa  valeur  dépend  de  la 
limite  ^ vers  laquelle  converge  le  rapport  quand  A x et 

A J tendent  vers  zéro.  A ce  point  de  vue,  il  y a lieu  de  distin- 
guer les  fonctions  en  deux  classes,  suivant  qu’elles  ont  une 
dérivée  unique  ou  une  infinité  de  dérivées;  nous  nous  bor- 
nons à indiquer  cette  conception,  dont  nous  ne  chercherons  à 
tirer  aucune  conséquence.  - < . 

Lès  règles  de  la  différentiation  des  fonctions  algébriques 
n’ont  à subir  aucune  modification,  lorsque  la  variable  devient* 
imaginaire;  il  s’ensuit  que  ces  fonctions  ont  des  dérivées  dé- 
terminées. La  même  chosè  a lieu  à l’cgard  des  fonctions  èx- 
ponenlielles,  logarithmiques  ou  circulaires,  car  les  règles  rela- 
tives à ces  fonctions  reposent  uniquement  sur  ce  fait,  que  les 


J ^si^  tendent  vers  l’unllé  quand  h tend 


expressions  ^ 

■*  1/ 

vers  zéro,  et  cela  résulte  immédiatement  des  définitions  des 
fonctions  «•  et  sins  pour  une  .variable  imaginaire  z.  On  voit 
donc  que  toutes  les  fonctions  composées  avec  les  fonctions 
élémentaires  Ae  l’analyse  auront  une  dérivée  unique  détermi^- 
ncc,  et  dans  ce  qui  va  suivre  nous  ne  considérerons  que  de 
telles  fonctions. 

42.  Soit/(a)  une  fonction  de  la  variable  z =.x+y\j — i , con- 
tinue entre  certaines  limites  et  ayant  pour  dérivée  /'(s  );/(a) 
peiit  être  considérée  comme  une  fonction  de  x et  dey,  et  l’on 
aura  ■ . ' ^ , 

Uoi  ^ = lim  Mii  iim  =/'(a)ÿ, 

A..*-  ^ ^ ' dx 


dx  ^ X 

dy  -Ar 


= llm 


A Z 
A'Z  ' 


A Z 
Aa^ 


lim  — ; 


--f'i 


dr 
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ch 

dx 


dz  I 


Si  Ton  remplace  2 par  x-hr  <f^  dans  f(zj,  et  que  l’on  fasse 

Ÿ et  ^ désignant  des  fonctions  réelles,  l’équation  précédente  ' 
devient  . • - , , 

. et  elle  se  décompose  en  deux  autres,  savoir  , ' . . ' , ^ ' 

■ d^ d^  ' df--  ' 

* ■ . '•  ^dx  djr’  dx  ~ dy' 

qui  indiquent  quç  les  expressions  • 

t{x,y)dy'+^{,x,X)dx:.eX  <t{x>r)4x — ■!/{x,y)dy 

sont  des  différentielles  exactes.  Mais  si  l’on  faiv  la  somme  de  ’ 

J 

ces  expressions  aprèsavoir  multiplié  la'première  par  sj — i,  on 
trouve  ‘ ‘ ; 

d’où  il  suit  eîàe  est  la  différentielle  exacte  d’une  fo.nc.- 

tion  des  deux  variables  x et/;  en  d’autres  termes,  la  différert- 
\\Q\\sf(t)dz  admet  une  intégrale  lorsque  z eSt  imaginaire, 
Çomme  lorsque  z est  réelle. 

■'«î  , . , . 

,-  43.  Supposons  que  la  fonction  f{z)  reste  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  z dont  le  module  p est  compris  entre  o 
et  une  limite  R.  Remplaçons  z par  p{cos  w-t-y'^^sinw)  ou 
P dans  l’expression /(z)rfz,  on  aura  . - • 

■ f(z)dz  =/^(p<,-^>)e-'^'dp+y~f(p  ' 

• ‘ = î (pj  +4  (j»>  -, 
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Cette  fixprés’sion  étant  une  différentielle  exacte,  on  aura  pat 
la  formule  ( I ) du  n"  37 

J [4(R,w)  — 

mais  comme  la  fonction  f{z)  est  supposée  continué  pour  tout 
module  de  a inférieur  à on  a y (p, + ir)  = yf|j,  — *)  et  lé 
premier  membre  de  la  formule  précédente  se  réduit  à zéro.  En 
outre,.  i]»(  0,6)  ) est  nul,  puisque  la 'fonction  i|/  contient  p en 
facteur;  on  a donc  simplement 

£h7t  /M-7t 

)|-(R,6.)rf6)  = o,  OU  / R*e.“'^/(Re"‘^)</6)  = o, 

TT  » ' •/— flf  . . 

- . ' /H-ir 
t,' — îr 


OU  ejicorO 
(•) 


Z/(Z)rf6.  = o, 


la  valeur  de  Z étant' 
(=)  . ■ ■ 


Z = Re 


.GiV'’— .1 


et  cette  formule  (i)  suppose  seulement,  nous  le  répétons,  que 
lajonction  f{z)  reste  continue  pour  les  valeurs  de  z dont  le 
module  est' inférieur  à R,  la  continuité  étant  entenduo  comme 
nous  l'avons  expliqué  plu*  haut. 

Désignons  maintenant  par. F (a)  une  fonction  qui  reste  con- 
tinue pour' toutes  les  valeurs  de  z dont  le  module  est  inférieur 
à R,  et  par  x une  constante  réelle  ou  infaginaire  dont  le  mo- 
dule soit  luhmêmc  compris  entre  o et  R,  la  fonction 


(3) 


■/(^) 


; . F(s)-F(a:) 


3 — X 


restera  continue,  comme  F(z)r  pour  tontes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à R;  il  ne  saurait  effectivement 
sé  présenter  de  discôntinuité-qu’au  moment  où  z atteint  la  va- 

F(.r+A) — F(j;) 

ü 


leurar;  la  fonction^  s ) prend  alors  la  valeur  lim 


ou  F'  ( j:),  quantité  qui  est  nécessairement  finie,  d’après  notre 
hypothèse,  comme  on  va  le  voir  tout  àr  l’heure.  En  appli- 


' i 
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quant  )a  formule  (i)  à ta  fonction  f{z)  définie  par  l’équa- 
tion (3),  il  vient  i “ 


ou 


(4) 


Mais  on  a 
(5)  ^ 

d’où 


Z — X 


X x^ 

Z Z’- 


x>^ 


ZM— I Ï-- 

— ai^— I 


-;r- 


Z •,  /’  + * , X — cuV’^  , 


r 


-flU^  -7  I 


comme  Je  module  de  a:  est  inférieur  à R,  il  est  évident  que.ie 
dernier  terme  du  second  membre  tend  vers  zéro;  quand  f* 
augmente  indéfiniment  ; en  outre,  le  premier  terme  est  égal 
à 2n  et  tous  les  suivants  sont  mils  ; il  résulte  de  là  que  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  { 4 ) se  réduit  à 2 7rF(a;),  et  l’on  a 
en  Conséquence  ' ' . ' * * 


(6) 


T[x)  = — f r.  ÿ^¥(Z) 

' 2”  J-,  z-x-  ' 


cfw. 


Pour  établir  cette  formule,  nous  avons  admis  que  F' fa:)  ne 
pouvait  être  infinie  pour  une  valeur  de  a:  dont  le  module  est 
inférieur  à R;  nous  allons  actuellement  le  démontrer.  Suppo- 
sons que  F'{a:)  puisse  être  infinie  pour  diverses  valeurs  de  a: 
dont  les  modules  soient  compris  entre  o et  R et  soit 
celle  de  ces  valeurs  qui  a le  plus  grand  module.  La  for- 
mule (6)  subsistera  sans  difficulté  pour  les  valeurs  dé  x dont 
les  modules  sont  compris,  entre  à et  R,  et  en  la  différen- 
tiant,  on  aura  encore  • 

' '■  ■ 

Donnons  à dans  cette  formule  l’argumenta  etfaisons  tendre 
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le  module  de  celle  variable  vers  la  limite  a;  le  second  ' 
membre  restera  évidemment  fini  et  tendra  vers  une  limite 
déterminée;  par  conséquent,  le  premier  membre,  qui' est 
toujours  égal  au  second,  tendra  vers  la  même  limite  e^  ne 
pourra  devenir  innhi,  comme  on  l’a  supposé.  ‘ 

Il  résulte  de  là  que  la  formule  (6)  exige  seulement  que  le 

module  de  x soit  inférieur  au  module  R.  _ 

> • 

Formule  de  Maclaurin.  ' ’ 


44.  Cauchy  a tiré  de  la  formule  (6)  le  beau  théorème  suivant: 
La  fonction  F (a:)  sera  développable  en  série  convergente 
Ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  si  le  mo- 
dule de  la  variable  réelle  ou  imaginaire  x conserve  une  va- 
leur inférieure  à celle  pour  laquelle  la  fonction  ¥[x)  cesse 
d’étre  continue. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  remplacer  dans  la 
■*  \ ■ 

* Z 

formule  (6)  du  numéro  précédent  = par  sa  valeur  tirée  de 

Ea  ““  X 

la  formule  ( 5 ),  il  vient  alors 


(I) 


¥{X)=—  r*  F(Z)</«.-4-o:  — f + 


M-i  I f^’'F(Z)  , „ I Z F(Z)  , 

-\-x'^  — I —^du  + j;'^ — I -^da. 

27T  / Z/»-!  in  ) Z — xjp 

%!—n  > » 

Le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  quand  f*  augmente 
indéfiniment,  car  ce  terme  est  égal  à 

le  facteur  tond  vers  zéro  et  l'intégrale  que  multiplie  ce 
facteur  conserve  une  valeur  finie.  On  a donc  • . 

La  formule  ( i)  démontre  le  théorème  énoncé,  la  formule  ( i ) 
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donne  en  outre  l’expression  du  reste  quànd  on  s’arrête  à un 
terme  quelconque. 

Cela  posé,  si  l’on  dîfférentie  n fois  l’équation  (6)  du  numéro 
précédent  par  rapport  à x,  on  obtient 

en  faisant  ar  = odans  celte  formule,  ainsi  que  dans  la  for-. 
mule(6)dun"43,  ilvicnt 

J ■ ■ 

(4)  F(o)  = J-  = ^ 

et,  au  moyen  de  ces  équations,  la  formule  ( 2)  devient 

_ ■« 

(5)  F(a:)  = F(o)  + ^F'(o)4-^F''(o)  + ...,  ■ . 

• - V. 

t 

ce  qui  n’est  autre  chose  que  la  formule  de  Maclaurin. 

CoBOLLAiRB.  La  dérivée  d’un  ordre  quelconque  de  lafono- 
lion  F(  2:)  est  développable  en  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x,  tant  que  cette  fonction 
est  elle-même  développable  de  cette  manière. 

Effectivement,  si  l’on  différentie  « fois  par  rapport  à a;  la 
formule  * • ; 

Z XX'  x>^  ' 

- 1 1-.  -J ^ 


on  aura 


Z"-*-' 


1 X 


ZJ“. 

(re  -t-  i)(»4-2)a:’ 
1.2  'L' 


(Z  — ar )«•*-'  ‘ I Z ‘ 

formule  dont  le  second  membre  est  encore  une^érie  conver- 
gente et  qui  n’est  au  surplus  que  la  formule  du  binôme  pour 
le  cas  d’un  exposant  entier  et  négatif.  Si  l’on  multiplie  les 

deux  membres  par  dn>  et'  qu’on  intègre  ensuite  de 

u=s— ir  à 6)  on  aura,  par  la  formule  ( 3), 

F”Ca)=i.2...«— J ^ ,{«+.)-— j__  — !rfc+..., 


Difllli/:;:  r,  Goo>^lt' 


I 
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OU,  à cause  des  formules  (4).  • - 

^ F*  [x  j — F"  ( O ) 4-  Y ° F"^’(o)  4-'  . • r , 

/fe/na/'9(<«.Dansladémonslration  decè  corollaire,  ndusavons 
fail  usage  du  théorème  suivant  ; Si  u„  ui,' sont  des 
fonction^  d'une  variable  léelle  w et  que  pour  les  valeurs  de  u 
comprises  entre  u,  et  u^,,'  la  série  u,  + ii,  -+-  m,  4-  ,i. . converge 

versunelimitedéterminéeUjlasérie'l . u,du-h  l u,dsi-\-,.\ 

-7  - * V ‘ *'"•  • • V- 

convergera'vers  la  limite,  | «<i«:  Le  , cas 'ou  les  termes 

‘ ^ 

. de  la  série  sont  imaginaires  se  ramène  immédiatement  aU 
cas  ou, 'ces  termes"^sont _ réels { 11  suffit,  en  effet,  con- 
sidérer‘à  part  les, parties  réelles  et  les  parties  imaginaires. 
•Cela  posé,  soit  R,  le'' reste  de  la  série  «,  4- «i  4-.  • . dont  tous 
les  termes  sont  réels,  on  aura  «=«,  4- . ^.4-«„l,4-R,et 

P /*®^*  % 

I.  udtjà:=  I f/ft) , -f-,  I i/w -f-  l HnC/ur  boit 

dciff  :f  * **  r/w*  , . ' ' ‘ » t/  6»,  ; 

R'n'la  plus  grande  des  valeurs  absolues  que  prend  Rn  quand  •> 

varie  de  «o  à la  valeur  absolne  de  . R„  du  sera  moindre 

que  R'„  (a,  — w,),  quantité  qui.  s’annule  pour n = x ; .donc 
. ' ' . ■ - 

' R„rf»  tend  vers  zéro  quand  n augmente  indéfiniment.  . 

15.  Les  fonctions  ( i +2)"  et  log  ( i'  4-«a  ] déflnies'commenoûs 
l’avons  fait  plus  haut,  étant  continues  pour  les  valeurs  de  * 
dont  le  ntodule  est  inférieur  à t , on  aura  peur  cqs  valeurs 

(i  4-a)*’=i:  I 4 a4 \ i-z'-k-.,.,  . . 

iog(.4-. 3 r :.;;; 

nous  avons  démontré  précédemment  cette  dèmièré  forniule 
pn taisant  usage  de  considérations  particulières  à la  toncUoa 
log{l  4-z).  ■ . * ' ' . . ’ • ' 

• ^ . i/V 

Les  fonctions  e',  cqs  Z,  sia  a,  restent  continues  pour  .tontes 
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Jes  valeurs  de  z,  donc  elles  sont  toujours  développables  en  sé-, 
ries  convergentes;  mais  il  faut  remarquer  que  ces  dçveloppq- 
merits  eji  séries  sont,  pour  nous,  l’expression  même  de  la  défi- 
nition des  fonctions  dont  nous  parlons  ; il  n’y  a donc  au- 
cune conséquence  à tirer  relativement  à celles-Ci.  Il  y aurait' 
Heu  à un  théorème  concernant  la  fonction  e*,  par,  exemple,  si 

Ton  prenailpour  définition  de  c*  l'équation  • ■ , 

‘ 

= e*cos/  -H  v^—  i e*siny,  : • 


Les  fonctions 


- cot  - ne  cessent  detre  continues 


qu’en  devenant  infinies,  la  première  pour  des  valeurs  de  s mul-  ■ 
tlples  de'airy^ — i,  la  seconde  pour  des  valeurs  de  z multiples 
de  2 TT  ; donc  ces  fonctions  sont  développables  en  séries'cdnyer- 
geines  pour  toutes  les  vajeurs  réelles  ou  imaginaires  de  a dont  _ 
le.module  est  inférieur  à 2 ir^  ' - , 

. Les  fonctions  s’,  log  z,  e*  sont  discontinues  pour  une  valeur 
nulle  du  module  ; et  elles  ne  sont  développables  en  séries  or- 
données suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  a,’ 
pour  aucune  valeur  de  cette  variable.  • \ 

,,  Formule  4e  Lagrange  y . ... 

; 4G..  Soient  4;  une  constante  réelle  donnée,  t une  , variable 
réelle  ou  imaginaire,  et  consiàérons  l’équation 

to  ^ J ^ 

dans  laquelle  a désigne  une  inconnue  et/fz)  une  fonction  con- 
tinue de  z indépendante  de  x et  de  t.  Cette  équation  aura  un 
nombre  limité  ou  illimité  de  racines  z syiivant  que  la  fonction 
jf(2)  sera  algébrique  ou  transcendante;  pour  t=o,  l’une  de 
ces  racines  se  réduira  à .r  et  les  autres  deviendront  infinies. 
f*our  que  l’éqûation  lj  )ait  deux  racines  égales,  il  faut  qu’efle 
soU  vérifiée  en  même  tenrps  que  sa  dérivée  prise  par  rapport 
à- a,  savoir  ■ . . ‘ '7  •<  , . . !.• 


(a)'  ■ 


Digitizi’5  by  Google 


ET  LE  CALCUL  INTÊCEAL.  319 

. ; ' , 

et  en  éliminant  t entre,  les  équations  ( i ) et  (a),  bn  aura  ’ . ' 


(3)' 


/(2) 

t ==  ar-t-*— — • 

f'{^] 


Les  racines  de  cette  équation  (3)  sont  indépendantes  de 

désignons-les  par  . et  portons-les  suc- 
cessivement dans  l’équation  (2),’on  aura  . ; 


formules  qui  font  connaître  ies  valeurs  qu’il  faut  attribuer  à 
pour  que  deux  des  racines  de  l’équation  (i)  soient  égales  entre 
• ^les.  Désignons  par  R le  module  de  celle  de.ces  valeurs  qui  a 
Je  plus  petit  module,  U est  évident  que  l’équation  (i)-n’aura^ 
point  de  racines  égales  tant  que'  le  module  de  la  Variable  t res- 
tera inférieur  à R, 'et  par  conséquent  les  racines  de  cette  • 
équation  ne  pourront  vériBer  l'équation  (2).  ^ 

■'Cela  posé,  dis  que  si  le  modulé  de  t reste  compris '"entre 
O et  R,  les  racines  de  l’équalion  ( r)  varieront  par  degrés  insen- 
sibles avec  r.  Èn  effeC  donnons  à t une  valeur  /,  dônt  le  mo- 
dulé soit  plus  , grand  que  zéro  et  plus  petit  que' R,  et  désignons 

par  Z.  l’une  des  racines  de  l’équation  (1),  on  aura  r,  s=  ^ ^ 

et  si,  en  prenant  pour  nzi  une  quantité  infiniment  pefite,  on. 

détermine  A /«  par  l’équation  f,  + A/,  ==  U est 

/(2.-HA2,}  • . . 

clair  que  l'équation  (i)  aura  pour  racine  lorsqu'on 

donnera  à < la  valeur  t,  •+  ^ r,.  La  différence  de  nos  deux  valeurs 
de  f est  , ' . . : 

r • ' . * '•  .... 

Z,^AZ,  — X _ 2,  — 2r  iV- 

/("O  4-A2,  ) /(2,  ) • . ..  -hA2,)..  ,.  ■ f 


A<.= 


.■l. 

A .2», 


et  comme  la  fonction /(2)  est  supposée  coniinue,  la  formule  de 
Mactaurin  lui  est  applicable  ; on  a donc,  en  négligeables  infini- 
ment petfts  du  deuxième  ordre,  • . • , • •• 


• i5. 
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le  dénominateur  i — t,f'(z,)  ne  pouvant  être  nul,  on'  voit  qiie 
si  la  valeur  /.produit  une  racine  z„  la  valeur  /,-hA/.  produira 
une  racitie  2.  + A z„  dont  la  différence  à z.  deviehdca  infiniment 
petite  avec  A/,,  . . 

Mais  toutes  les  racines  de  l’équation  (i)  deviennent  infinies 
pour/=:o,  à l’exception  d’une  seule quise  réduità  x;  cellc-cf 
peutêtreconsidérée,  d’après  ce  qui  précède,  commeune  fonc- 
tion continua  de  / pour  toutes^  les  valeurs  de  cette  variàble 
dont  le  module  est  inférieur  à R,  et,  pour  ces  valeurs,'  elle  est 
développable  en  série  convergeme , par  la  formule  de  Mac- 
laurin. 

,47.  Désignant  donc  par  z la  fonction  qui  vient  d’être  déûniCj  . ’ 
on  aura  . : - , • , , ■ , . 

t / dz\  ,'/’  (d*z\  ’ p‘  j d*z\  . 

(4)  z = + 


dz 


exprimant  les  valeurs  queyrennent  z ^ 

pour  / = O.  Et,  si  F ( z)  désigne  une  fonction  continue  de  z, 
indépendante  de  / et  de  x,  on  aura  plus  généralement  ' . 

IL  nous  rcste^ii  calculer  les  coefficients  de  ce  développement. 
Pour  cela,  considérons  ici' le 'paramètre^Æ:  comme  une'va- 
riable.  $rl’on  différentie.l’équalion  .(i)  d’atord  par  rapport  à /, 
puis  p.ûr  rapport  à'jr,  il  vient  ..  . - , -- 

(6)  - //'(a)]'ÿ  ==/(z),  . 


d’où  l’on  tire 

(7) 


D’après  celq,-  la  différentielle  totale  dz  de  z,  sera 

■ "S  ' . ■ * 


•7  r 
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et  si  l’on  roultiplie  les  deux  membres  par  une  fonction  arbi- 
traire ç (a)  de  a,  il  viendra  - - 

’ ' *..'■**  ■ ’ * 

Fe  premier  membre  de  cette  équation,  étant  une  différentielle 
exacte,  la  même  chose  a lieu  à l’égard  du  sectyid  membre,  et  , 
l’on  a,  en  conséquence,.  ' . ' " ‘ 't 

(8)  ; > 


dt 


dx 


cette  formule  (8  ) nous  montre  que  si  Foii  a'  â prendre  la  dé- 

U suffira  de  multiplier  cette  expression  par/  (a)  et  de  prendre 
la  dérivée  du  produit  par  rapport  à x.  Différentions  cette  équa- 
tion (8J  n — 2 fois  par  rapport  à f,  on  pourra  dans  le  second  * 
menabre  intervertir  l’ordre  des  différentiations  relatives  à / et  ar, 
et  l’on.aufa  ...  > ’ ’ \ ” . > 


df->  . 


dx' 


f/r-’ 


mais,  dahslesecondmemhre,  chaque  différentiation  relavive-à  / 
peut  être  remplacée  par  une  différentiation  felativeàx,  pourvu 
qu’on  introduise  d’abord  un  facteur  _/'(a)  ; on  aura  donc 


. . , — dx^' 

et  si  l on  fait  ^ ‘ * 

d’où,  à cause  de  l’éqiiatiOn  (7  ),  ' 

, .dz  ■ P, , , rfa  <f  F(a) 


f/3~l 
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% - - ; 

il  viendra  ' ' 

' dl’  dx'-.',  ■ ' . ' : 

Faisons  maintenant  jî  = o,  on  aura,  par  l’équation  {i), 

. z>  = x,  F(z,)^=F(ar), 

puis,  par  les  équations  (6),'^  • . • ' ^ 

..  • 

d’où  ’ - . . . ; ■ ' ' 

enfin  l’équation  ('9)  donne  . ^ 

■ V ; ; 'i“SFTj. ^ —d^^x  : ‘ • : *;  . •; 

en  sorte  que  la  formule  <5,)  devient  .1 

( .0)  F (Z)  = F ( ) + ^/(  ar  ) F',(^)  Wl.  X > . . / 

‘■7-  ■ r ’>'à^T‘-[/(-g)l''F'(^)  • 

I ai';  ',  n . ■-  dx"-'  ^ 

c'est  la  formule  connue  sous' le  nom  dé  formule  de  Lagrange. 
Si  Ja  fonction  F ^z)  se  réduit  à Z,  on  a , /■ 

, , ^ X/'  r ^ d(fxf'  • . V rf“-<(/r)"  ^ 

W.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  la  fonction 
Continue  Z,  définie  par  inéquation  > , 

' • Z = fz",  . ' . - 

m étant  un' nombre  entier  positif.  ..L’équation (3)  se  réduit 

ici  à • . r ' , ■ ■ - ■ ' 

, • - ■ ‘z  ,,  \s''  mx  •• 

■?=.*. -4 — 1,  d O'u  Z 5=  ’ — ' 1 
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^ . ' • , • ^ m 

l’éijaÿtion  (2  ) donne  ensuiie  • ; . ' ' 

« =:  ■ — y 

^ • • 

el  nous  devons  nous  borner  à donner  à t des  valeurs  dont  le  ,• 
module  soit  inférieur  à. la  valeur  numérique  de  » 


la  valéur  de  z donnée  par  la  formule  (11)  devient  alors  ^ • 

im  . . 3 n»  ( 3 m 1 1 

1.2  '•  l . 2.3  •< 


nm[nm  — 1 )...  .(nm  — «H- a V • . . . 

■ H r — ï ' st^—+>r  + .. . . , 

• 1 .7...  ,n  ^ ‘ . 

Le  terme  général  de  cette  série  a pour  valeur  , 

' ’ '■  ‘ nm{nm^i).^.(nm  — n-»-2) 

u^s= i ^ 

• . 1 . 3 ....  n V . 

et  l’on  en  déduit  • . ' ' • 

Un  + , _ 1 {nm  + ni){nm  '+  m — t). . .[nni  + i)  ^ , 

tt,  n-l-i.'  {nm  — n-fr  2). . .(  «/« — n + m)  . 

la  lirnite'de'ce  rapport  pour  n =«  est  égale  a- 

.7 ^ ou  a±-,  - , 

. ■'  («  — *r  ' > i R-  . . / 

Pt  l’on  recormaü  ain.si  par  les  réglés  ordinaires  de  l’algèbre  qiie 
notre  série. ii’esu  convergénre  due  pour  les  valeurs  de  t dont 
le  module  est  inférieur  à K.  ; . ' ” 

ÀiUte  applicationde  laforàiute  de  Lagrange.  La  formule 
de  Lagrange  est  souvent  utile  pour  le  développement  des  fonc- 
tions explicites.  Nous  allons  en  donner  un  exemple.  Suppiv- 

(î; — /)" 

sOns  qu’on  veuille  développer  Ta  fonction  suivant 

les"  puissances  croissantes  de /.  . 

‘ Eh  appliquant  la  formule  dé  Lagrange  a Téquation 

(>).-  , . V ■:  . -■ 


/ X » 
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OÙ  3 désigne  une  fonction  des  variables  î;  et  t,  et'/ (2)  une 
fonction  quelconque  de  z,  il  vient 


F(a)=  y i—  - 

^ 1 . 2 . . . n • 

et,  en  différentiant  par  rapport  à ' ' 


t"  d"[V(%)f{ï,Y' 
'rfç" 


Maintenant  soient 


- F^(2)‘=z"’  et  .f(z)  = z- 


réqùation  { i f donnera  . 

• . a - Izii  'Jf  — ' ' ' 

I — dZ  I — t' 

ét,  par  suite,  l’équation  (2}  devient  . 

fs  — O"-  _Y  f d‘'ï,-{x,-^\] 
(i  — t]":*'  ■ ^ i .i.  n 


rfÇ"  , , ■ - 

Sur  l'inCégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  , 
• 'premier  ordre,  linéaires  par  rapport  à ces' dérivées'.  ; 

50.  La  méthode  suivante,  due  à Ampère  et  légèrement  mb-’^I' 
cfifiée  par  Cauchy,  eSt  préférable , à celle  dont  Lacroix  a fa  t 
usage.  ...  ■ • • • . 

Considérons  d'abord  le  casHle  deux  variables  indépendantes. ^ 
Soient  P,  Qet  V trois  fonctions  données  des  variables  „ 
la  dernière’ variable  z étant  considérée  comme  fonction  des  . 
deux  autres,  posons  V ' ' - . 

(1)  . dz^  pdx  + qdy,  y.  y • 

et  considérons  l’équation  aux  dérivées  partielles  , 


P/>  + 0 g—  V. 


Si  Tune  des  quantités  '?,  Q se  réduit  à zéro,  l’équation  s’ihtè-' 
gre  à la  manière  des  équations,  différentielles  ordinairesj.et’' 
nous  faisons  abstraction  de  ce  eas.  Le  problème  qui  consiste  - 
à trouver  la  fonction  inconnue  z,  susceptible  de  satisfaire  a 
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l’équation  (a),  n'est  pas  déterminé;  mais  il  le  devient,  si 
l’on  exige  que  a soit  assujettie  en  outre -à  se  réduire  à "une 
fonction  donnée /(/)  de  J,  lorsqu’on  donne  à x la  valeur  par- 
ticulière X,.  C’est  ce  que  l’on  reconnaît  immédiatenoent  quand 
on  cherche  à développer  la  fonction  z en  série  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  ascendantes  de  x — x,  au  moyen  de  la 
formule  de  ’Taylor.  -, 

Ainsi 'nous  nous  proposons  de,  trouver  une  fonciidn. 

F (a-,/)  des  deux  variables  a:,  qui  satisfasse  à l’équa- 
tion (a)  et  qui  soit  telle  que  l’on  ait  en  même  temps 

• ■■■  -X:=:X.,  2'=/{/);  . ' : , 

Ea  méthode  d’Ampère  consiste  dans  un  changement  de  va- 
riable; introduisons  .une  fonction  actuellement  indéterminée 
y,  des  deux'  variables  x et  on  pourra  considérer  inverse- 
ment*/ comme  fonction  de  y,  et  de  x^  et  z deviendra  elle- 
même'  fonction  ^de  x et  de/,;  orf  aura  dès  lors  par  l’équa- 
tion (i) 


dz  dy 


• > di^P-^^dx 

on  tire  dè  là  les  valeurs  suivantes  de  p et  de  g. 


dz 


:JM: 


dx  / dy  \ <// 


(I:) 


V<r.) 

. et  en  les  substituant  dans  l’équation  (2),  il  vient 

■ ■■  ■ .■ 

Désignons  par  P',  Q',  V'  les' valeurs  que  prennent  P,  Q,  V 
quand  on'y  remplace  2 par  sa  valeur  inconnue,  mais  bien  déter- 
tninéé  en  x et/;  l’équation  ( 3 ) deviendra  ' 
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el  il  est  clair  que  lés  équations  (3)  et  (4)  (Jolvent  être  sat^ 
faites  par  les  mêmes  valeurs  de/-,  z fonctions  de  j^.et  de/-if 
mais  comme  la  fonction  de  x et  /•  que  nous  avons  désignée  par 
y-t  est  arbitraire  et  que  réciproquement  /•  est  une  fonction  in- 
déterminée de  X et  de  j,,  on  peut  assujettir  y à satisfaire  à l’é- 
quation ' 


(5) 


et  en  outre  à se  réduire  pour  x =x,  à une  fonction  quelcpn- 

' ; (iy^  ' * 

que  donnée  de  par  exeniple.  Cela  pose,  n'étant  pas 

nulle,  l’équation  (5)  réduit  l’équation  (4  ) à '• 


(6) 


• I- 


La  fonction  inconnue  z — F(x,^)  est  donc  telle,  que/-  et  z 
considérées  comme  fonctions  de  x çt  de/-,  satisfont  aux  deux 
équations  simultanées  aux  dérivées  partielles 


[?) 


>■17  0 = 0'.  P^-V^o, 


ôt  se  réduisent  respectivement,  pour  x=x„  à y,  el/(y,)  ou  z„ 
Mais  les  équations  ( 7 ) ne  renfermant  point  la  variable  indé-'. 
pendante  y„  elles  doivent  être  traitées  comme  des' équations 
dilTérentieHes  ordinaires  ; ces  équations  sont  toutes  deux  com- 
prises dans  la  formule  ' - ; t. 


C8) 


dx  dv'  dz 


et  pour  résoudre  le  problème  proposé,  il  suffira  de  les  intégrer 
de  manière  que  l’on  ait  simultanément  x—/-„j=/-„  z = a,. 
Résolvant  ensuite  les  intégrales  par  rapport  à/-,  el  i„  et.  por- 
tant les  valeurs  obtenues  dans  l’équation  . - 


(9) 


on  aura  la  solution  demandée,  qui  renfermera  une  fonction 
arbitraire  f['y»)-  1 ^ 
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■ Supposons  que  l’on  ait  trouvé  les  intégrales  g^érales  des 
équations  { 8 ) avec  deux  constantes  arbitraires  a et  6,  et  soient 

?)»  =/>(•*■» r. 2)  . 

ces  intégrales,  résolues  par  rapport  aux  constantes.  D’après  ce  ' 
qui  vient  d’être  dit,  il  faudra  résoudre  les  équations 

7 • - ^ ' y , ' 

-^9»  -2b)  — yî  ( 

par  rapport  à jr,  et  z,  et  substituer  lés  valeurs  trouvées  dans 
l’équation  Ç9);  mais  si  l’on  considèrey{ro)  comme  une  fonc- 
tion arbitraire,  le  résultat  de  la  substitution  sera  simplement 
une  relation'arbiiraire  » * 

- ?{«, 6)^ô,  ■ ' 

* . f '*'**'• 

entre  a et  6.  L’intégrale  de  la  proposée  pourra  donc  se  mettre 
sous  la  forme  . , 

=‘>9 

f désignant  une  fonction  arbitraire.  * • 

>»  *9 

51.  La  même  méthode  s’applique  sans  difficulté  au  cas  de 
trois  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  variables  indépendantes. 
Considérons,  par  exemple,  le  cas  de"  trois  variables  indépen-< 

. dantes  x,  y,  z ; la  variable  u étantfonction  de  x,  y,  z,  posons 

(1)  • • du  — pdx  + qdy rdz,  . . 

et  soit  l’équation  proposée  ' ; ‘ 

(2)  ■ . Pp  VQ? -t- Rr=  V,  ••.n  -.-v 

dans  laquelle  P,  Q,  R,  V sont  des  fonctions  données  dé  x,y, 
a,  M.  Ils’agitde  trouver  une  fonc^on  4-=  F (af,^,  a ) dear.jri'a 
qui  satisfasse  généralement  à L’équation  ( 2 ) et  qui  pour  x as  ar, 
se  réduisé  à une  fonction  donnée/(/,  a ) de  / et  de  a';  énoncé 
en  ces  termes,  le  problème  est  complètement  déterminé.  ' 
Introduisons  deux  fonctions  indéterminéosjoCl  a,  dex,^-,  a; 
on  pourra  çonsidcrér,^- et  * comme  fonctions  de,x;  y,,  a,;  par 
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suite  U deviendra  fonction  dçs  mêmes  variables,  et  l'on  aura, 
par  l’équatiofl  ( i - 

dz 


du 

dy  . 

dx 

du 

dy 

dz 

dy. 

~^dÿ. 

' dy' 

•du 

dy 

dz 

dz. 

ün  tire  de  là  le»  valeurs  suivantes  de  p,  q,  r,  - . 

^ du  -^dw"  du 
Y'  Z ' di  ^d^'^*Tz 

en  posant,  pour 'abréger,  . 

^_djr  dz  dy  dz 

dz,  dz,  dy',  ’ ■ - ■ • ■ 

. Y él.  Û!L 

■ . • - ~ dy,dz,  dz,  dy,  _ . 

. ^ du  dy  du' dy  • ' f ' 

. . - - ‘~~7[z,  dy,  dy,  dz,'-  • 

et  si  l’on  porte,  ces  valeurs  de  p,  q,  r dans  l’équation  (2),  elle: 
-devient  • . • . • 

<’!  (o  - h)s-  *C*  - ’’  • 

PésignonS  par  P',  Q'r  R'»  V'.  ee  que  deviendraient  P,  Q,  R„V  ' 
si  l’on  remplaçait  «,par  s»  valeur  inconnue’ F (jt,  y,  z}f  fai-  - 
sons  celle  substitution  dans  (3),  il  viendra  ’ ' 

M)-'  X(f . 

ft  il  est  clair  que  jes  mêmes  valeurs  de  y,  z^  u fonctions  do  * 
X,  y,,  Z,  doivent  satisfaire  aux  équations  (3)  et  (4)-  Mais  los 
fopctrons  de  x,y,  z que  npus  avons  introduites  et  désignées 
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par  J,,  t,  sont  arbitraires,  et,  inversement,  ^ et  z sont  des 
fenctions  indéterminées  de  , z,  ; ces' fonctions  • devien- 
dront au  contraire  complètement  déterminées  si  on  les  assu- 
jettit à satisfaire  généralement  aux  équations 


(5) 


et  à se  réduire  en  outre,  pour  x = a:;,  à des  fonctions  arbi- 
traires.de  y,  et  de  a#,  à à z,  respectivement,  par  exem- 

Y Z 

pie.  Alors,  comme  lés  quantités  qui  expriment  les  va- 

leurs de  q et  r,  ne  peuvent  être  généralement  infinies,  les 
équations  (5)  réduisent  l’équation  (4)  à 


(6)_ 


Il  suit  de  la  que  la  fonction  inconnue  u~¥{x,y,  z)  est 
telle,  que  les  valeurs' de/,  z,  u,  considérées  comme  fonc- 
tions des  variables 'indépendantes  x,  /.,  z,.  satisfont  généra- 
lement aux  trois  équations  simultanées  aux  dérivées  par- 
tielles , 


(7)' 


O, 


et  se  réduisent  en  outre,  poura:='ar„  à/,,z,,/(/,,  a.)  = «, 
respectivement.  ' - 

Les  équations  (9)  ne  renfermant  point  les  variables  indé- 
pendantes/, et  z«,  ellés  doivent  êtpe  traitées  comtne.des  équa- 
tions différentielles  ordinaires,  et  on  peut  les.  comprendre 
dans  la  seule  formule  . ..  . 


dx'  dr  dz  du  • <-• 


•Pour  avoir  la  soFution  du  problème  proposé,  il  suffira  donc 
d’intégrer  Içs  équations  (8)  de  ’manièré  que  les ■ variables 
X,  y,  z,  U se  réduisent  simultanément  à x,,  /, ,.a«,  n,;.  ré- 
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solvant  ensuite  tes  intégrales  obtenues  par  rapport  à/o,  u,, 
on  portera  les  valeurs  trouvées  dans  l’équation  . - , 

(9)  n,=f{x,l  xi  Z,).  i 

, Supposons  que  l’on  ait  trouvé  les  intégrales  générales  des 
équations  (8)  renfermant  trois  constantes  arbitraires  a,  6,  y, 
et  soient  . > ' ' 

te  =/,  (x,  X,  Z,  U),  6 =fix,  X,  Z,  u),  7 =/,  {x,  X,  z,  u), 

les  valeurs  obtenues  en  résoh^ant  ces  intégrales  par  rapport  i 
O,  ê,  7.  Pour  avoir  la  solution  de  notre  problème  défini  comme 
..nous  l’avons  fait,  il  faudra  tirer- des  équations 

y*  {-^i  > J -2#  > n*  ) — a,  , • 

X**  ^ ’ * * ' 

«•>  “•)  = V» 

les  valeurs  de  z,  et  u,,  pour  les  porter  dans  l’équation  (9)^ 
Mais  si  Ton  considère  la  fonction  / de  celte  équation  comme 
une  fonction  arbitraire,  le  résultat  de  l’élimination  sera  sim- 
piement  une  relation  arbitraire  , , . . 

(“>)■■-  ' ‘ç(a,e,7)  = b^ 

entre  a,  6,  7.  Cette  relation  (10),  où  a,  6,  7 représentent  jes 
fonctions peut  donc  être  regardée  comme  exprimant 
l’intégrale  générale  de  l’équation  (2).  - , . . 


Sur  le  passage  des  différences  finies  , aux  différentielles. 
De  même  que  : 


W = lim  = lim  ^ (pour  h^o); 

de  même  on  a aussi,  quel  que  soit  n,  . 

'Il 

dx"  Il' 


(pour  A— 0), 


^f{x)  exprimant  la  n'*“*  différence  de  f{x). 

La  plupart  des  auteurs  regardent  ce  fait  comme  évident  ou 
n’en  donnent  que  des  démonstrations  défectueuses  cette  pro- 
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position  résulte  immédiatement  du  développement  de  la  dif* 
férence  A*/(x)  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  do 
h,  développement  que  Lacroix  établit  au  n"  391;  mais  l’auteur 
en  fait  usage  aù  n”  389  pour  démontrer  la  formule  de  Taylor. 
Or,  en  suivant  la  marche. tracée  par  Lacroix  lui-même,  on  peut 
établir  d'une  manière  élémentaire  la  proposition  dont  il  s'agit, 
èt  sans  supposer  en  aucune  façon  le  théorème  de  Taylor.  (I 
suffit  en  effet  de  remarquer  que  les  expressions 


/*(^)  5/i* 


se  réduisent,  pour  A = o,  à des  quantités  numériques  indé- 
pendantes de  la  nature  de  la  fonction /(x).  Alors  si  l’on  fait 

f{x)'=e’,  d’où  A/(a:)  = — i), 

et  généralement  . 

4"_/'(x)  = e*(c*— i)"=-e*(A”-l-. . .),  ' . 

on  volt  tout  de  suite  que  l’on  aura,  pour  A = o,  -• 

dyfix) 


à’f[x)  = o, 

à"f(x)  _ ^ 


dh 

d'ü'fjx) 


= 1.2..  .nf’{x). 


dh’‘-'  ’ dk- 

SI  donc  on  cherche,  par  les  règles  ordinaires,  la  vraie  valeur 
que  prend  le  rapport  ■ ^ 


A" 


( pour  A = o). 


on  trouvera  que  cette  valeur  est  et  l'on  a en  cônsé- 

quence  ' 

. . lim —-0— —/"(.*■)<  pour  A =o). 

Ainsi  que  nous  l’avons  dit  plus  haut,  Lacroix  démontre  la 
formule  de  Taylor  en  parlant  du  résultât  qui  précède;  la  mar- 
che ^u’ilsuit  est  certainement  la  plus  naturelle  , mais  sa  dé- 
.'monstration  manque  absolument  de  rigueur.  Aussi  croyohs- 


Digilized  by  Google 


23a  SOTE  St'R  LE  CAL<  I L DIlFÉMEKriEL’ 

iiôus-faire  une  chose_  utile  en  présentant  ici  la  remarquable 
démonstration  publiée  par  M.  Caqué  dans  le  tome  X du 
‘ • Journal  de  LionvUle,  et  qui  repose  sur  les  mêmes  prin- 

cipes. ' 

. ' Démonstration  de  Informulé  de  Taylor,  par  M.  J.  Caqué. 

53.  Soil_y  =/(«■)  une  fonction  donnée  de  ar,  et  désignons  par 
r, , r>, . . . les  valeurs  qu’elle  prend  quand  x augmente  succes- 
sixemenl  de  la  constante  ûx,  en  sorte  que  j*=/(ar-(-A'Aa:). 
En  représentant  par  la  différence  de/*,  on  a,  quels 
que  soient  n et  k, 

'I 

(A)  A" /*  = ù»/  -t-  (A«-'/  + -1- . . . + 4*+' /*_,  ), 

équation  qui  n’est,  en  effet,  que  la  différence  n'™' de  l’équa- 
tion évidente,  , ' - . ^ 

/*  = r 4- A J H- A/,  + . . . i/4_. . 

Cette  dernière,  en  remplaçant  k par  m et  posant  m&x=  h,. 
donne  aussi  ' ... 

■ ( ' ) /{^  4- /*)  =/(^)  4- (A/-I- A/,  + . . . + A/,^,-f- A/_,), 

Mais,  si  dans  l’équation  (A)  on  fait  « = i,  puis  successivemeat 
A-=  I,  Af  = 2,. . . , k = m — i,  on  aura  des  valeurs  de  A/,,. 
A/,,. . . , A/,_i,  qui,  portées  dans  l’équation  (i),  nous  donne- 
ront, réduction  faite, 

I 4-  [(m  - 1 ) A’/4- (m  — 2)  A’/,  + 2 A’/,.,  -y  A’/„_,] . 

On  pourrait  reprendre  de  nouveau  l’équation  (A),  y poser 
n = 2,  puis  successivement  k=i,  k = i,.^.,  k =^m  — ■x, 
et  reporter  dans  l’équation  (2)  les  valeurs  de  A’/,,  A>/,,. . . , 
- A’y«_,  ainsi  obtenues;  en  réduisant,  on  aurait  ..  . . : 

/(x -f- A)— -/(jr)  4- mA  v-H  ^ '^A*/  ■ 

4- 

V 
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' ■ ■ ^ . 4- 3 A^/„_,  4- A>/,_3 


• A • 
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T-  1.  . 

El  1 on  pourrait  continuer  ce  mode  d’élimination  qui  condui- 
rait finalement  à la  formule  - • > - 

- • . ' • * '■  'A  ' ♦ 

) m{m  — i). . .(m  — 're-t-i)  „ . > 

I - L..n 

lî,  remplaçant  la 'quantité  suivante,  dans  laquelfe,  en  général,  ' ' • . 
C"'~^  représente  le  nombre  des  combinaisons  de  m — g lèt-; 
tres  n à n : ' . . ’■■■'>'  ■ ' ■ • 

, R„= c:~'  cr!A”+>r4-  cr’  A*+’r>-+-. ...  - 

Maissarisavoir  même  besoin  de  passer  par  réqüali0n{3),  nous  ‘ ’ ~ 
allons  prouver  directement  que  l’équation  (4  ) a toujoürs  lieu.  • 
D’abord  elle  est^  vérifiée  pour  n = i,  puisqu’elle  coïbcidc 
alors  avec  l’équation  (2).  Pour  démontrer  généralement  1,-é-  / - 
quation  (4).  J1  suffit  donc  de  faire  voir  que,  si  elle  est  exacte.,  - 
poiir  une  valeur  de  n,  elle  l’est  encore  pour  la'valeur  suivante^  n 
' Dans  l’équation  ( A),  remplaçons  n par  « -t- 1,  puis  posons.  ■ 
successivement  A = I,  k = n,...,  fc  = in  — n — i;  les  divers"  ' 
résultats,  multipliés  par  des  facteurs  convenables,  fornient  le  • 
'tableau  suivant  : ' i/' 

cr'A%‘.^,=='cr’A-+'.^-+-cr’A"+>j,  . .C  '';  - 


, cr;  cr'  cr*  A’-^«.r..-+  • 

' = c;  4'+'/  -+-  c;  4'+;.r + c"  ’ • 

' v+c::a»+*7^„_3+C;:4’+’j;._ 


'■  ü«ùa,  n. 


•R-?* 

lÜ 


• ** 

\ •. 
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"^En  faisaiU  la  somme  des  premiers  membres,  on  reproduit  la 
valeur  de  R,;  on  peut  donc  écrire  que  cette  quantité  est  égale 
à la  somme  des  seconds  membres;  celle-ci  se  présentera  sous 
ÎHle  forme  plus  simple  en  faisant  usage  de  'ce  théorème  d'al- 
gèbre : ‘ , 

<f  La  somme  des  nombres  des  combinaisons  » à re,  Ae,m  — g, 
•»  m — g—i,. . . , n+i,  « lettreà,  est  égale  au  nombre  des 
» combinaisons  n:*-!  à/i-t-i  dew  — g’-t-i  lettres.  » 
Conséquemment  on  aura  . ■ 


eh  posant,  pour  abréger. 


R,^.,  = C+;  j.-f-. . . 

-hc:îî 


Or  cellé  valeur  de  R«,  mise  dans  l’équation  (4),  donne  le  même 
résultat  que  la  substitution  de  n-l- 1 à n dans  la  même  équa- 
tion; donc  l’équation  (4)  a üèu  généralement. 

54.  Si,-  dans  l’équation  (4),  on  remplace  m par  sa  valeur 
tirée  do  rttAa:  = A,  on  trouve  aisément 


'f[x  + h)=f(x)  + h^ 


h(k  — iix)  ^^y 
• 1.2  Aar’ 


' 1.2  . . .«  • . , ^ 

• ' 

Lè  terme  complémentaire  peut  évidemment  se  mettre  sous 
cette  forme  . - 


Xx"'*- 


— , â"+',r. 


. ,-.11 


J • ^ . . - • • • . * • V 

de  sorte  qu’en  représentant  par  M la  somme  des  termes  entre 
parentbèses,  divisée  par  la  somme  €7”’ -l- etc.  de  leurs  coeffi-: 
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dents,  il  vient  • ■ ' , ’ • 

. -,  . . 

^ R,=A^"+'(c:-'  + ç:-’+'v.-t-c;)M,' 

ç’esl-à-dire,  en  vertu  d'un  théorème  déjà  invoqué» 

en  mettant  donc  pour  Cr+i  son  expression  connue,  et  rempla- 
çant dans  cette  dernière  m par  ^»,nous  aurons  énRn 


R,: 


h{k  — Aar). . .(h  — nAx) 
1.2.  . .'(/l-l-t) 


d’où 


(5  U 


/(^  + h)  =f{^l  +,7  + • • • ^ 

> " 
h{h — :^x)...[h — (n — ft{h—&x)...(li—n^x) 


1.2.../t  ^x''  ' I.2...(/H-I 

Revenons  sur  l’expression  de  M,  savoir. 


M. 


„ '•  Aa:-”-'  " Aa;»^-' 

M 


■C 


Aa:"^' 


■C 


Nous  voyons  que  cette  quantité  est  une  moyenne  entre  les 
quotients  ’ ’ / ‘ 


A'^ïTI  ’ 


Aa:"'*''. 


Aa;"-^' 


de  manière  qu’elle  est  toujours  comprise^  entre  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  d’entre  eux;  il  suffit' donc,  pour  que  M soit 
finie,  que  tous  le  soient,  et  alors  la  remarque  que  nous  venons 
de  faire  fournit  des  limites  simples  de  R,  ou  du  terme  comple- 
mentaire Üe  la  formule  (5).  7 

r\S&.  Quand  on  prend  la  valeur  de  Aar  infiniment  petite,  les 
quotients  — deviennent  les  dérivées  f\x),.  et  les  numéra- 

' * t - 

tguFS  des  coefUcients.de  l’équation  (5)  deviennent  les  puis- 

\ 'iG. 
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gances  entières  et  croissantes , de  A.  La  quantité  devient 
f{x  + h).  Les  quotients  dont  la  quantité  M dépend  se  rédui- 
sent donc  aux  valeurs  de  /"■*"'  (z),  en  faisant  varier  a de  x à 
X + h.  Donc,  si  dans  cet  intervalle /"+' (a)  reste  finie,  M lé- 
sera aussi,  puisqu’elle  est  toujours  comprise  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  cette’dérivée.  , 

Déplus,  si/'"*" (a)  est  continue,  elle  atteindra  au  moins 
une  fois  la  valeur  de  M,  et  l’on  pourra  poser 

M=f"-*"{x  + tih),  ■ ■ 

en  désignant  par  e une  quantité  positive  plus'  petite  que  l’unité. . 
Ainsi  on  retrouve  par  cette  méthode  la  formule  connue 

f{x  + hy—f{x)  + hf  (a;)  -H  (a:)  . . . ' - " ‘ ’ 


h"  »•  A"-"'  _ •' 

—f"(x)  H ' ; [x  +e h). 

.n{n-\r\Y  . . 
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, SUR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES 
' ' . ^PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


i ■ 


§ I. 


1.  Le  problèrtie  ' qui  conslitue  le  calcul  intégral  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles -est  aujourd’hui  complètement 
i-ésolu,  pour  ce  qui  concerne  les  équations  du  premier  ordre, 
c’est-à-dire  que  Tiritégratiori  d’une  telle  équation  peut  tou- 
jours être  ramenée,  quel  quq  soit  le  nombre  des  variables  im 
, .dépendantes,  à l’intégration  d’un  système  d’équations  différen- 
' tiellés.ordinaires  simultanées.  Parmi  les  méthodes  propres. à 
atteindre  ce  but,  il  faut  surtout  distinguer  celles  de  Jacobi  et 
de  Cauchy  ; nous  prendrons  ici  pour  point  de  départ  l’analysede 
Cauchy,  mais  nous  présenterons  en  même  temps  des  dévelop- 
pements étendus  relatifs  à une  difficulté  inhérente  à cetteana- 
^lyse  et  qui  ont  été,  de  notre  part,  l’objet  d’une  communication 
aécenteà  l’Académie  des  Sciences  (*  J.  ' 

% Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  variables  indépen- 
' dantes,  et  soit  ...  - . . ; - 


(>) 


F Çx,j'\z,piq)  = O 


l’équation  proposée,  dans  laquelle.  2 désigne  une  fonction  in- 
connue des 'deux  variables  indépendantes' a:  et^vet  où  p et  g 

' . ' ' dz  dz 

représentent  respectivement  les  dérivées  partielles 

U s’agit  de  trouver  une  valeur  de  z qui  satisfasse  à l’équa-' 
tion  (i)  pour  toutes  les  valeurs  de^  et  de/,  et  qui,  pour  une 
vqleur  donnée  x^  de  V,  se  rédiiise  -à  une  fonction  .arbitraire 

y Comptes  rendus  des  scancH  da  V Académie,  des  Sc'Vnccj  (sôaiKCS  des  7 61 
octobre  ; 


. » , 


'A,'  • 
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donnée  / (j)  de  j.  Ainsi  l’on  doit  avoir  en  môme  temps 

ar=x„  z—fly),'  q—^^^p-=f'{y)\  ' ' . . . 

le  problème,  énoncé  en  ces  termes,  est  complètement  dé- 
terminé. ■ _ 

Introduisons,  avec, Cauchy,  une  fonction  actuellement  indé- 
terminée y>  de  X et  de  y_  ; ori  pourra  considérer  y comme  une 
fonction  de  x et  dey,,  et  alors  z,  p,  q seront  aussi  des  fonc- 
tions de  ces  mêrifies  variables.  On  aura  donc 

: ‘ y •" 

' ■■  ''  ^ -v 

et  si  l’on  porte  ces  valeurs  de  dz  et  de  rf/  dans  l’équation 

.}■ 

dz=pdx-hqdy,  ••  " ' 

V 

qui  exprime  la  définilion  de  p et  de  q,  il  viendra  ’ ' ‘ 

dz  , dz  , , / dy 


dx 


<'*+ 7;:  "',-755^ 

, Cette  équation  ay^nl  lieu,  quelles  que  soient  les  différentielles 
dx  et  dy„  ona  ' 


N 


dz  dy 


dz 


dr 


dy,  ^ dy,  . 


.Si  l'on  différentie  l’équation  (2)  par  rapppn  à y„  l’équation 
(3  ) par  rapport  a X,  et  que  l’on  retranche  ensuite  lesdeux  ré- 
sultats  obtenus  l’un  de  l’autre,  il  viendra  ,•  / , 

(4) 

' dy,  ' ai  dy,  ' dy,  dx  ' ' ■ • ^ 

Cela  posé,  désignons  par  - . 

X Yrfv-t- Z </ï -I- P 


. . V- 
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la  différenlielle  totale  du-premier'membre  de  l’équation  ( i ),  on 
aura,  en  différeniiant  cette  équation  par  rapport  à , 


(5) 


dr. 


dy,  dy\  dy. 


dz 


et,  si  l’oh  porte  dans  cette  équation  (5)  les  valeurs  de  -y-  et 

■ ^ 

■de tirées  des  équations  (3)  et  (4),  on  aura 

(6),  (y+î,  + p^)|_+(Q-p;^)ÿ_==o. 

Or,  la  fonction  de  x et  de  j,  qui  représente  / et  que  nous 
avons  intro(|uile  est  jusqu’ici  indéterminée,  et  nous  pouvons, 
en  disposer  de  manière  qu’elle  satisfasse  à l’équation  * . . •- 


I 


'(7) 


■>5^-0=- 


en  concevant  que  l’on  ait  remplacé  dans  P et  dans  Q,  z,  ÿ ei 
q parleurs  valeurs  inconnues,  mais  déterminées  en  x èl  y.  Lu 
■ . fonction  y ne  sera  pas  entièrement  déterminée  par  la  condition 
'qui  lui  est  imposée  de  satisfaire  à J’équation'(  7 ),  mais  elle  le 
. deviendra,  si  on  l’assujettit  en  outre  à se  réduire,  pourx  ==:x,,. 
à üne  certaine  fonction  donnée  de  y^;  nous  prendronspour 
cette,  fonction  donnée  la  quantité  y,  elle-même.  Ainsi  l’on 
aura  en  même, temps  - ' < , ■ 


■Z., 


q -?</•>  P — P»y 

• ' ■ 


y=y't,  'Z- 

, en  posant,  pour  abréger, 

■ ■ •■■r-  *.=/(/’•)»  q*=f(r*)>  ^ ' 

■’ol  en  déterminant par  l’équation  . 

* - ■ ^ I X*  I Zftt  p^y  qt)  O,  _ 

(jui  n’est  autre  chose  que  l’équation  (i)  dans  laquelle  on  rem- 
place Z,  p,  ÿ respectivement  parx,,j„,  z,,p,,  q,,  , 

L’équation  {7)  réduit  l’équation  (6 )à  ' ; 


(«)'. 
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NOTE  SUR  L^NTÉGftATION  DES  lEQUATIONS 


en  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  à trouver  quatre 
fonctions/,  z,  p,  q des  deux  variables  indépendantes  ar  et /«. 
qui  satisfassent  généralement  aux  cinq  équations  (i),  (3),  (3) 
(7) et  (8),  et  qui  se  réduisent  respectivement  ay,,  z,,  p,,  q, 
pour:r  = Xo;  nous  ne  parlons  pas  de ‘l’équation  (4),  parce 
qu’elle  résulte,  comrne  on  l’a  vu,  des  équations  (2)'et  (3).  • 

' , , *v.,. 

3.  Ma  is  les  équations  ( 1 )<  ( ^)i  ( 7 )»  (8) suffisent  pour  la  dé^ 
termination  des  inconnues  /,  z,  p,  q;  l'équation  (3)  est  donc 
surabondante  et  il  fautqu’elje  se  trouve  vérifiée  d’ellq-inêroe. 
Voici  commént  Cauchy  a démontré  cet  important  théorème. 

Supposons  que  des  équations  (i),  (2),  (7),  (8)  on  ait  tiré 
pour  y,  Zf  p,  q des  valeurs  déterminées  fonctions  de  x et 
de/,  et  qui  se  réduisent  respectivement  à /#,  ?.pour 

x = les  deux  membres  de  l’équation  (3)  seront  aussi  des 
fonctions  déterminées  de  x et  de  /.,  et  en  désignant  par  I leur 
différence,  on  aura  ^ 

w: 


• q»  —j — H I. 
^ dy. 


Si  l’on  différentie  cette  équation  par  rapport  à x^  et  qu’on  en 
.retranche  ensuite  l’équation  (2)  préalablement  différentiée  par, 
rapport  à /, , on  aura,  au  lieu  de  l’équation  { 4 ), 


(10) 


dp  /dq  dy  ’dq  dy 

K V 


dy 


dx  dy,  dy,  dx 


dl 


et  on  portant  dans  l’équation  (5)  les  valeurs  de  ^ et  de ' 
tirées  deséquations(9)et(io),  il  viendra  - ■ ■ 

enfin,  a cause  des  équations  (7)  ei(8),  cette  équation  se  réduit  à , 

/ , . . ‘ i'f  > . ' \ * 

..  . P;^+Zl==o,  ou^  = ••  . . 

La  quantité  *—  p étant  exprimée  en  fonctioj»  de  x et  de  /„  ' 

. ‘ ■ ' ' ' , ^ * ■ - 


^ • V . 


...  A O 
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' ■ ’ Z . ‘ ^ ^ 

si  l’intégrale  — j a une  valeur  finie  et  déterniinée,  on 

nirèra  de  l’équation  précédente  - , 

(12)  logi  = — ï = , 

' ^ ,ep  désignant  par  I,  la  valeur  que  prend  I pour  a:=:c,.  Mais 

' compie  l’hypothèse  ar  = a?,  réduit  ^ * 9»  ^ è i,  l’équa-^ 

(tion  (9)  montre  que  I.  = 0,  et,  par  sui\é,  à cause  de  réqua->  ^ 
tion  (12),  on  aura  généralement  j 

1 = 0.'  ■ "'.V;'-  '’,  \ " 

Nous  examinerons  dans  le  paragraphe  suivant  le  cas  singulier 
- ' Z ' ' ' 

où  l’intégrale  f ' -jr  rfx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  dé- 

Jt.  V 

términée.  ' ■ ' • , 

4.  D’après  ce  qui  précède,  nous  n’avons  à nôus  occuper  * 
que  des  équations  (i)',  {2),  (7)  et  (8).  On  peut  même,  si  l’qiV\' 
veut,  remplacer  l’équation  (i)'par  sa  différentielle  relative ’à  • 
x;  cette  différentielle  n’a  pas  en  effet  plus  de  généralité  que  fé-^  : 
/quation  ( i ),  puisque  les  valeurs  dey,  z,  p,  q doivent  se  réduire  , 
à y„'  Zt,  p„  q„  pour  x = x„  Or  la  différentielle  en  question 
eèt  ■ . _ _ _ .'/;  '■  . 

X + Y Z -i-p^ -1- Q ÿ 

dx  dx  dx  dx 


:0,  .A- 


et,  en  y remplaçant  ^7  Q et  Y par  les  valeurs  tirées'  des 
équations  (2),  (7)  et  (8),  elle  se  réduit  à , • • " 


03) 


rp 


, du 


Le  problènie  est  donc  ramené  à trouver,  au  moyen  de  quatre 
des  équations' (i),  (2),  (7  ),  (8),Ji3),  des  valeurs  dé  y,  z,  p\  q ' 


i . ■ 
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fondions  de  x et  de  j,  qui  se  réduiseril  respeclivetnenl  à 
y„  p„  Y>our  X = x„ 

Les  équations  {2),  (7),  (8),  (i3)  forment  en  réalité  un  sys- 
tème de  quatre  équations  simultanées  aux  dérivées  partielles j 
'mais  parce  que  ces  équations  ne  renferment  pas  la  variable 
^indépendante  r„  elles  doivent  être  traitées  comme  des  équa^ 
tions  dilTérentielles  ordinaires  ; elles  sont  comprises  dans  la 
formule  unique  . ■■  ' / 

, dx  _ dy 'dz  L_!  ' — - 

T ~ Q ~Pf  -hQq~\T^7:îi~y  -i-Zq‘  • ' 'V 

'et  l’une  d’elles,  nous  devons  le  répéter^  peut  être  remplacée 
par  l’équation  (i).  . 

Si  le  premier  membre  de  l’équation  ('i)  est  linéaire  par  rap- 
port aux  dérivées  p et  q,  comme  sa  différentielle  prise  en  ne 
faisant  varier  que  p tX  q est  P et  Q seront  indé- 

pendantes de  P et  q,  et  F aura  la  forme  P/>H-Qÿ— ^V, 
V étant  comnie  P et  0 fonction  de  x,y,  z.  Dans  ce  cas,  les'deux. 
premières  des  équations  contenues  dans  là  formule  ( i4),  savoir 

dx  _dy  dz  ‘ ’ . 

■ • . T~o  r V’: . ■ 

permettent,  sans  le 'secours, des  autres,  de  délerniiner  les 
'valeurs  de  y,  £ en  fonction  de  x et  y,.  On  est  ainsi  ramené, 
dans  le  cas  des  équations  linéaires' par  rapport  aux  dérivées, 
à la  règle  que  nous  avons  rappelée  dans  la  Note  I.  »■ 

5.  Supposons  donc  que  des  équations  (14  ) on  ait  tiré  des 
valeurs  de  y,  z,  p,  q se  réduisant  à y„  z„  p„  ig7,  pour  x ==  x,’, 
soient  ’ - i . 

- '■  : jo,  2.,  9.),  • 

j'o>  9»)>  . ; ' 

1 />  = /s(^.  J.,  z.,  9«)è  ‘ ' . 

■ ' . \ q—Mx,  y„.z„  qi),  ■ ' ' 

•ces  valeurs;  nous  n’écrivons  pas  la  lettre  p,  dans  ces  expres- 
sions, parce  qu’on  pdut  toujours  supposer  que  l’on  ait  substi- 
tué sa  valeur  tirée  de  ¥{x„y„  />„  g,)=o;  quant  à a:,,  c’est 

urie'valeur  numérique  déterminée  dont  il  n’y  a x>ns  à s’occuper. 
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' Les  deux  preiRièrés  équatioos  (i5)  donnent  la  solution  du 
problème  proposé,  en  y remplaçant  z.  par/(  j,)et  q,  par/'(/,). 
•Si  l’on  attribue  à la  fonction  f(y,)  une  forme  déterminée,  et 
îjue  l’on  puisse  éliminer  entre  les  deux  équations  dont  nous 
"parlons,  on  aura  l’expression  dé  la  fonction  inconnue  z en  x 
et  J.  Mais  si  la  fonction /(jo)  ou  z,  reste  indéterminée,  l’éli- 
mination de' y»  sera  impossible,  à moins  que  les  valeurs  dey. 
et  de  Z ne  soient  l'une  et  l’autre  indépendantes  de  q,;  dans  ce 
cas,  si  l’on  résout  les  deux  premières  équations  (i5)  par  rapr- 
port  à y,  èl  z„  on  obtiendra  des  expressions  de  la  forme 

'i,  , ' , y.  = 'H^,y, -3),  Z,  = ç(.r,y,  Z),  ’ 

.c’t  la  solution  du  problème  sera  donnée  par  l’équation 

r • ; 


-d’où  l’on  conclut,  comme  on  sait,  que  l’équation  proposée  (i)  , 
est  nécessairement  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  p et  q. 

.Si  l’on  fait  abstractiori’de  ce  cas  d’une  équation  linéaire*  je  -. 
dis  qu'aucune  des  expressions  de  y et  de  z ne  peut  être  indé- 
pendante de  q,.  En  effet,  portons  dans  l’équation  (3)  lés  va- 
leurs de  y,  z,  çf  tirées  des  équations  (i5),onaura 


'./àf,  Jfi 


df,  dq'o\ 
dq,  <fy,jA 


dy,  ^ dzt  dq^  dy\) 


:o;- 


cette  équation  doit  avoir  lieu  identiquement,  et  par  suite  lés 

.termes  multipliés  par  ^ doivent  se  détruire,  On  a done en-:' 
ay»  , . . ^ 

core  identiquement  ■ 

, . dq,  dq,  •’  . ■ • 

■ le  facteur  f = q ne  peut  être  nul  généralement',  d'où  il  suit 

■que  si  l’une  des  quantités  ^ est  identiquement  nulle, 

l’autre  doit  l’être  aussi  ; donc  les  deux  fonctions  et  /i  dé>- 
pendent  l’une  et  l’autre  de  q,  où  elles-sont  l’une  et  l’autre, 
iiulépondantes  de  cette  quantité  ; ce  dernier  cas  ne  peut  avoir 
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lieu,  comme  on  l’a  vu  plus  haut,  que  si  l'équation  proposée 
est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées />  et  g. 

•.  Cela  posé,  si  l’on  élimine  q,  entre  les  deux  premières  équa- 
iions(i5),  on  obtiendra  une  équation  qui  pourra  tenir  lieu  delà 
seconde  d’entre  elles  ét  que  je  représenterai  par  , ' 


'(<6) 


V(ir,  2,)  = o,  OU  .V  = o, 


'Si  l’on  prend  la  différentielle  totale  de  celle  équation  cl  que  ' 

l’on  y remplace  dza  par  q^d}'»  \,ar  pdx  qJy,  U viendra 

' . ' ' f ■ 

fd-v  d\\  , fdi'  rfv\  , o/V/v  dv\  . 

• **  ^ 

mais  la  première  équation  (i5)  donne  , ' ^ ^ 

' , J df,dq.\-  ’ < •:.  ■ ... 

' ..  , ' ■ < ' S • 

• si  l’on  porte  celte  valeur  dé  dÿ  dans  l’équation  précédente,  il  . 
né  restera  plus  que  les  deux  seules  différénlielles.  indépen- 
dantes dx  et  dy,\  en  égalant  donci  à zéro  les  coefficients  de 
celles-ci,  on  aura  - . " ’ • 

/d\  d\\  fdv  '■■d\\df,  . V. 

\ {d\  ■ d\\  (df,  df,  ' df,  dq,\  (d\  dV\ 

Cea  équations  doivent  devenir  identiques  si  l’on  y remplace 
y,  Z,.  Pi  q par  les  valeurs  tirées  des  formules  (i5);  or  cellcs- 

ci  Aie  contiennent  pas  la  quantité  arbitraire  ~A;  > il  est  donc,. 

. . ■*  r *• 

'nécessaire  que  cette  quantité  disparaisse  de  la  dernière  équa'-  ' ' . . 
lion.  Comme. nous  faisons  abslracUon  du.  cas  où  l’équation  ' 

|)roposée  ( i ) est  linéaire,  ne  peut  être  nul,  il  faut  donc  que 

rfV  ■'  d\  ' - • ' ■ 

+ q -y-  s’annule,-  auquel  cas  on  a sinuillartcmenl  par  les  • 
dy  ; ‘ dz  ..  . -,  • , • v , , ; . 
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‘cqiialions  précédenleiïj'  ■ - ' ; • i-  . ■■• 


d\ 


- N / 


{'8),  . 


rfV  d\  . 

dx  dz  ° 


■dV  d\ 

" dÿ~^^-dJ=°‘ 


Les  équations  (i-6),'  (17)  et  (i8>  deviennent  ainsi  identiques' 
en  vertu  des  équations  (i5);  elles  déterminent  d’ailleurs  les  • 
valenrs  de  y\  2,  p,  q,  et  par  suite  elles  peuvent  suppléer  les  ’ 
.équations  (i5).  ‘ ' , 

Ainsi,  en  particulier,  si  l’on  remplace,  dans  V,  z,  par /(nh 
l’intégrale  cherchée  de  l’équation  (i)  sera  le  résultat  de  l’^li-  ;- 
minaiion  de  jo  entre  les  deux  équations  ^ , 


/rfV\' 

\^/  dérivée’ de  V prise  par  rapport  à jr„  mais  ■ 

en  considérant  z»  çommq  fonction  de\^o.  Donc;  pour  avoir  • ■ 
cètte  intégrale,  il  suffit  de  déterminer  la  fonction  V que  l’on 
obtiendra  en  éliminant  p,  q,  />»,  q,  entre  les  quatre  intégrales  des  ' 
équations  (i4)  et  l’équation  F (a:,, 9,):;=  O.  - 

6.  C’est  ici  l’oceasion  de  faire  remarquer  que  Ja  seule  éqpa-, 
tibn  - . ' ■ • ; ' 

■’  v=:o’-  ■ ■ï"-'-  V 

constitue  une  solution  de  l’équation  proposée  (i),.?î  l’ony 
regarde  J,  et  z„  comme  deux  constantes  arbitraires.  ' ■ . • 

En  effet,  dans  la  solution  générale'  que  nous  venons  de 
développer,  on  reconstruit  l’équation  proposée  en  élimlr', 
hant  X,  et  z»  entre  lés  équations  (16)  et  (i8).  Or,  si,  aiî  lieu  • 
de  regarder  et  z,  comme  des  variables  assujetties  à vérifier 
l’équation  (17),  on  considère  ces  quantités  comme  des  con-  /. 
stantes,  il  est  clair  que  les  équations  (18)  subsisteront  etcon-  .. 
tinueront  avec  l’équation  (i6)’à  reproduire  l’équation  (ij  par,  1:, 
Jélimination  de  7,  et  de  z„  Cette  équation  {t6)  qui  renferma 
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ainsi  deux  cOnslanles  arbitraires,  constitue  ce  que, Lajgra'nge 
a nommé  une  intégrale  complète  de  l’équation  (<).  ' ■ 

7.  Pour  donner  une  application  de  ce  qui  précède,  consi- 
. dérons  l’équation  . . , - 

Z — apq  = o,  ... 

_où  a désigne  une  constante.  On  a ici  • . . , ■ 

* X , • 

X=o,  Y=o,Z=i,P=-:-<7g,Q= — ap,¥p-hQq=p — aapq— — 2a, 
et  les  équations  a intégrer  sont 

...  dx  dy dz  dp idq  ^ 

^ . aq  [ ap~^  2Z  P ~~  Ç ’ 

on  trouve  immédiatement  lès  quatre  intégrales  suivantes  : 

E.—  î.—  ^ V^~  .■ 

P*  9»  J y 

et  on  élimine  tout  de  suite  et  q„  entre  les  deux  dernières  ' , 
en  faisant  usage  de  l’équalioii  z,  — ap,qt^o;  on  a en  effet 

(y/a— y/Zy  (.r— .r»)  iy—r^)  . 

.a,  ’ ■ ‘a^p.q,  ' az,  _ ■ • 

SJ  donc  on  fait  ■ ’ > , ' ■ . 

. V = a [Va  — V/(/.  ) ]’  — {x  X,  Ur—r»  )>  ■ -■  V. 

Tintégrale  cherchée,  de  l’équation'  a = apq,  sera  le  résultat  ' \ 
'de  l’élimination  de  entre  les  équations  . v . 

’ V ' ' rfv 

. y':  • y v .v. 

.V  §n, 

=‘  .,  8.  Dans  toul  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  l'iDié- 

X*  Z > ' 

■pdx  conserve  une  valeur  finie  et  déierminée;  nous  - ' 

allons  nous  occuper  ici  de  Cette  intégrale. 

Supposons,  pour  abréger,  que  l’on  ait  résolu  l’équation  (i6) 
par  rapport  à a et  que  l’on  en  ait  tiré  la  valeur  a = M,  M. étant 
une  fonction  donnée  de  x,  /,,'a,.  Les  équations  (i6}  et  (17  ).  -\- 
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qui' fournissent  la  solution  cherchée  de  l’équation  { 1 ) seront  ■.  -■ 

plus  siniplemeni  ’ ' . ^ ^ . i.  i 

^ 

: ■ • ■ ■ ' ^/M  </M  ' . . ’ . 

+ : 
et  les  équations  (18)  qui  donnent  les  valeurs  de  » cj  de  o ' 
seront  . ;■  _ 

, ■ dM  dM  ■ ■; 

^ • .. 

• Pour  reconstruire  l’équaiioh  proposée  (i),  il  faut  éliminer  ‘ • 

y,  et  Z,  entre  les  équations  ( 20)  et  (22);  par  conséquent  la  dif-  ■ ’ - 
férentielle  totale  efF^  du  premier  membre  de  cette  équation 
s’obtiendra  en  ajoutant  les  différentielles  totales  de  M — z, 

' — P>  ~^ — respectivement  multipliées  par  des  facteurs  • 

i,  (*,  V susceptibles  de  faire  disparaître  les  différentielles et  . ■ - 

• dz,  qui  doivent  ici  être  regardées  comme  indépendantes;  on  ■ 

aura  doue  ' . • ' ■ 

^ • **  t _ . » - , ; * 

• ' ^ ' s "y'*' 

et  les  facteurs  ft,  v devront  vérifier  les  deUx  équations  sui- 
; vantes  : , . ' ' 

'I  dx.~^^dxdy,  ] dydy,~.°’"  ' ^ 

1 , rfM  rf’M  ' ' dm-  ~ " 

( dz„  ^ dxdzt  7*~  * dydz,  . / > ■ 

. De  l’équation  (23),  on  tire  , , . ' . ‘ ■ 


et,  à cause  des  équations  {24), 

rf’M~  d'M  dm 

' Z dx  dvt  dy  dz„  dx  dz,  dy  dy,  > 
~P~~^1  r/M 

. dy,  dydzi,  dz,  dydy,  . 
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Pour  &voir  l’intégrale  dont  nous  avons  besoin,  il  faut  ren.- 
placer  dans  cette  expression  y par  sa  valeur  tirée  de  l’équa- 
tion (21),  multiplier  ensuite  par  dx,  et  intégrer  entre  les  li- 
mites x,  et  j:;  or  on  peut  éviter  l’élimination  de  j en  procédant.  • 
comme  il  suit.  Si  l'on  ajoute  au  numérateur  de  l’expression 
2 

précédente  de  — 5 et  que  l’on  en  retranche  ensuite  la  quantité  ' 

• \ JT 


/</M\ 

\ dn  1 

</>M  r/’M 

' ' ' * 

/r/W\ 

dxdz,  dyuZo' 

il  vient 

s 

• ”**  4 

<i’M 

fdM 

<PM 

'dM  <rM  \ d*M  /JM  J>M 

_jM_j=M\'  : 

l-ù-. 

dt.dxà}\)  ' Jr  Jr, \Jf„  dxi/i. 

dx,d.rdzj^^’ 

I’  \ 

dM 

fdS\  d' M , </  M d*  M \ 

» 

* 

• 

: ' 

Wr;  dr  J*.  J*,  dx  Jxj 

*v  * 

•f  •• 

mais  en  dlfférentlant,  dans  l’hypothèse  où  x et  y sont  seules 
variables,  l’équation  (ai)  mise  sous  la  forme 


il  vient 


c?M  <f»M\  , 

\dz,  dxdy,  ^ dy,  dxdz,]  ^ \dy,dydz,  Uz,dy'dyJ^^'' 

ce  qui  réduit  l’expression  précédente  de  — p</x  à 
. ■ rfM  r/M  - 

Z,  ‘‘'"e-âr.,  „ rfM 

Comme  la  fonction  M doit  se  réduire  à z,  pour  x—x,  ely=y,, 
il  s’ensuit  que,  dans  la  même  hypothèse,  se  réduit  à 

f (*Z^ 

l’unité.  On  aura  donc,  en  intégrant  l’équation  précédente  entre  . 


1 


;■  • -'pistil,*  c<3.by.T:'.OOglij 
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les  limiles  x,  et  x. 


(»4) 


-r 


Z , , </M 


9.  L’analyse  développée  dans  le  § 1 se  trouve  en  défaut 

^dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et 

déterminée.  Ainsi  que  l’a  remarqué  M.  Bertrand,  cette  cir- 
constance se  présente,  non  pas  seulement  dans  quelques  cas 
particuliers,  mais  dans  le  cas  le  plus  général.  Et  en  effet 
il  suffit  généralement  d’attribuer  une  forme  convenable  à la 
fonction/(r)  ou/(/,)  ou  z,  pour  que  l’intégrale  dont  il  s’agit 
devienne  infinie.  Mais  je  dis  que.:' 

Si  pour  une  forme  particulière  de  la  fonction  f (y’)  l’inté- 

f*  Z 

— dx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  déterminée, 

. ^ 

les  formules  que  nous  avons  établies  deviennent  illusoires  et 
sont  impropres  à fournir  la  solution  du  problème  proposé. 
Celle-ci  est  donnée  dans  ce  cas  par  l’intégrale  complète  de 
Lagrange  qui  accompagne  l'intégrale  générale. 

On  voit,  en  effet,  par  l’équation  (a4)>  Que  si  l’intégrale 

X*  Z 

P dx  cesse  d’avoir  une  valeur  finie  et  déterminée  pour 
une  certaine  forme  de  la  fonction /{/),  la  dérivée  partielle 
devient  nulle,  infinie  ou  indéterminée  après  la  substitu- 
tion de  la  valeur  de  y tirée  de  l’équation  (2i),<  Mais  alors  il 
est  évident  qu’on  ne  saurait  tirer  de  celte  équation  (ai)  une 
valeur  déterminée  de  y se  réduisant  à y,  pour  x = x,,  puis- 
que la  double  hypothèse  xz=x,,  y = y«  doit  réduire à"” 

l’unité.  De  ce  qu’il  est  impossible  de  tirer  de  l’équation  (21) 
une  valeur  déterminée  de  y se  réduisant  à j*.  pour  x = x,,  il 
faut  conclure  que  l’hypothèse  x = x,  fait  disparaître  y du  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  et,  parce  que  celle-ci  est  sa- 
tisfaite quand  on  fait  à la  fois  x = x,,  y=y,,  il  est  évident 
qu’elle  est  vérifiée  identiquement,  quel  que  soit  y,  quand 


6'«l.  Il 
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on  y failx  = ar,.  II  rcsullc  de  là  que/,  disparaît  de  l’éqoa- 
lion  (20)  quand  on  fait  x — x,,  car  la  dérivée  du  second  mem- 
bre par  rapport  à y,  est  identiquement  nulle;  celte  équation 
donnera  donc,  dans  cette  hypothèse  Ae  xz=x,, 

■ ■ z=f(r)>  ■: 

puisque  nous  savons  qu’elle  a lieu  identiquement  quand  on 
(ail  y — y,,  z = z,,  et  que  l’on  a z,=/(/o)- Concluons  donc 
que  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous  occupons,  la  solu- 
tion du  problème  proposé  sera  donnée,  non  plus  par  le  sys- 
tème des  équations  ( 20  ) et  ( 2 1 ),  mais  par  la  seule  équation  (20). 

10.  Nous  éclaircirons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Soit 
l’équation 

F = pz—pqy~aq  = o, 
où  n désigne  une  constante  donnée.  On  a ici 

X=o,  Y==-pq,  Z=p,  V=z-qy=%  Q=-py+a=^e^-, 
✓ 

les  équations  simultanées  à intégrer  sont 

— pdx  _ qdy  _ dz  dp  dq 

aq  pz  pqy  p^  o ’ ' ' 

et  on  en  tire  sans  difficulté 


q=q„ 


P'  Pl 


■-,+ÎË=ÎL>. 

P p>  PP"  ?• 


d’où,  en  remplaçant  p,  par  sa  valeur  — — — , 

J—  g.ro)— 

V^(2.— 7.aq,{x  — x,Ÿ 
z,{z, — qty„)+ aq,(x  — x^) 

Z — . " ' 

S{i.—  q,y,y+iaq^[x  — x,) 
«Îî 


q,y,y-\-aaq,(x—x,)' 
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telles  sont  les  valeurs  de  7,  z,  p,  q en  fonction  de  x,  z,,  q,. 
On  a ensuite  ■ ' . 


> 


.l  = -£ 

P aq 


aq> 


■ > 


•>aqtix  — X,) 

' ' — f 

^ v(2.— î«ro)’-f-2«7.(^— ^.j 

* » s " * ' 

XX  rj 

P dx  devient  infinie  si  l’on_a 

, V dz,  z,  ' 

Où  ^=-, 

dans  ce  cas,  la  valeur  de  z„  est  . . 

■ ' z,  ^ ajo,  d’où  q,=za,  . 

a désignant  une  constante  arbitraire.  ' ‘ 

Mais,  si  l’on  suppose  à 2,  celte  valeur,  nos  formules  de- 
viennent illusoires,  car  elles  donnent  pour  y et  pour  s les 
I valeurs 

qui  sont  indépendantes  de  r,.  • ■ - ' 

Eliminons  q,  entre  les  deux  équations  qui  donnent  les  va- 
leurs de  y et  de  z.  On  tire  de  ces  équations  ’ 


■ y».?'-  = 


^(z,-^q,y\Y  -\-iaq,(x  — Xx,) 


z —q,y=t  q,y,y  + o.aq,(x  — x,)‘,  / 

et  par  la  multiplication,  • , 

au  moyen  de  quoi  la  deuxieme  équation,  élevée  au  carré,  se' 
réduit  à _ ^ 

'9"(r’  — ,>'î)  = (r^  — ,r(f2.)-i-rt(.r  — ar,),  . . . 

L’élimination  de  q,  entre  ces  deux  dernières  équations  se-  , 
: • IJ.  , . 
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fait  tmmédiatcment;  on  trouve  ■ 

(r*— rî  ) ( 2’ — «;  ) — [(  r*  — r.  2.  ) + « ( — ^*  )]• = O. 


OU 


c’est  l'équation  que  nous  avons  désignée  en  général  par  V==d; 
on  en  tire  ‘ ‘ ' , ' 


formule  dont  le  second  membre  est  la  quantité  désignée  "par 
M.  On  vérifie  aisément  que  l’équation  ’ . ' . ' 

dM  dM 

donne  la  valeur  de  y obtenue  précédemment,  et  en  sub- 

</M  ^ 

siiiuant  celte  valeur  dans  la  dérivée  -j — on  trouve 

dz. 


Z,  — q,r» 


q,y>Y ^aq,[x  — x,Ÿ 

ce  qui  s’accorde  avec  les  résultats  généraux  déduits  de  notre 
théorie.  , - ' 

Si  l’on  pose  z,  = a^,dans  notre  équation  a = M,  elle  devient 

- [-  ^’]  - - \/(-K)  ('-^)  ‘ 

celle  valeur  de  z salisfait  à l’équation  proposée  en  regardant 
a et  y,  comme  des  constantes  arbitraires;  d’ailleurs  elle  se' 
réduit  à 

■*.  = “7* 

pour  X = x,\  donc  elle  donne  bien  la  solution  du  problème 
proposé,  dans  le  cas  où  l’on  suppose  la  fonction  f(y)  égale 
à «r. 

§ m. 

i 

11.  La  méthode  de  Cauchy  s’étend  au  cas  d’un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes;  nous  allons  développer 
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l«  câs  où  ce  nombre  est  égal  à 3,  on  verra  sans  peine,  que  nos 
raisonnements  ont  une  généralité  absolue. 

Soit  donc  • 

(i>  ' ■ F(a:,  y,  Z,  U,  p,  g,  r)  = o 

l’équation  proposée,  dans  laquelle  u est  une  ronclion  in-  . 
connue  des  trois  variables  indépendantes  x,  y,  z et  où  p,  g,  r ■ 

désignent  les  dérivées  partielles^» 

11  s’agit  de  trouver  une  fonction  u qui  satisfasse  généralement 
à l’équation  (i)  et  qui,  pour  a:  = a:»,  se  réduise  ù une  fonction 
donnée  f[y,z}  des  deux  variables,/  et  z.  Ainsi  l‘on  aura  en 
même  temps  ' 


x = x,,  u=f(y,z),  g = 


.^df(y.  z) 
dz 


Nous  introduirons  ici  deux  fonctions  actuellement  indétermi-' 
nées  y„  z,  des  variables  x,  y,  z,  en  sorte  qu’on  pourra  considé- 
rer inversement  / et  a comme  fonctions  dex,y„  z,;  et  alors 
9,  r seront  aussi  des  fonctions  de  x,  y„  z,.  Dpnc,  à 
cause  de  ' . 

du  = pdx  + gdy-i- rdz, 


on  aura 

(3)-- 

(3) 

(4) 


du 

dx  ^ 


dy 

■^dx 


■ dz 

''di' 


du  dy  dz 

du  ^ dy  , dz 
dz,  ^ dz, 


Différentipns  les  équations  (a)  et  (3)  par  rapporta  x et  re- 
tranchons respectivement  les  équations  résultantes  de  celles 
qu’on  obtient  en  différehtiant  l’équation  (a)  par  rapportn/. et 
par  rapportez.,  on  aura  ' ' . - 

dp  _ dg  dy\  ‘ / dr  dz  dr  dz\ 

dy,  \dx  dy,  dy,~Sx}  dy,  ' dy,  dxj' 

' dz,  \dx^,  dz,^j  \dx  dz,  dz,^/_ 
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Désignons  maintenant  par*  . ..  •>  i 

. dV  — \dx  -I-  Y dy  + 'Ldz  -y  Mdu  + Vdp  + Q,dq  -y  R.dr_ 

la  différentielle  totale  du  premier  membre  de  l’équation  ( i )i  ■; 
on  aura,  en  différentiant  cette  équation  (i)  par  rapport  à et 

• • . i , , 

par  rapport  a a,,  . . . * . 

dy 


.(7) 


dy. 


7*+U^  + p4  + 04i+Ri  = o, 

dy,  dy,  dy,  dy,  dy. 


et  si  l’on  porte  dans  ces  équations  (7)  et  (8)  les, valeurs  de 
tirées  des  équations  (3),  (4)»  (51,  (6),  il 

dy,  dz,  dy,  dz, 
viendra 

Or,  comme  les  fonctions  de^,  z,  qui  expriment lesvaleurs^ 
de  J et  de  Z sont  entièrement  indéterminées,  nous 'pouvons  . 
les  assujettir  à satisfaire  aux  deux  équations 


('J) 

(12) 


''-y '£=’■■ 


et  à se  réduire  en  outre  pour  xi=x,k  des  fonctions  quel- 
conques données  de  y,  et  do  z,.  Nous  choisirons,  pour  ces 
fonctions  données,  les  quantités  elles-mêmes,  en  sOrie 

que  l’on  aura  en  même  temps  '•  ' . 

x=x„  y=y„  z=z.,^  u = u„  p = p„  q=q„  r'=r„ 

en  posant 


. AUX  Délivéss  PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE,  255 

et  on  déslgnani  par  p,  une  quantiié  délenninée  par  l'équation 

Wj,  'Pt,  <^%,  r^()  =o. 

Les  équations  ( 1 1 ) et  ( 1 2 ) réduisent  les  équations  ( 9 ) ét  ( 10)  à 

On  ne  saurait  avoir  •- 

, / V dx  dz  dy  dz  ' • 

^ iÿ:dr.-w.  Tx:=°\  ■ ' ' 

J 

car  aulrenaem  il  existerait  une  relation  entre  x,  y,  z.  On  a,  en 
effet,  , ^ 


dy,  dz, 

, dz  J _ dz  , ' dz  , 


si  l’on  retranche  ces  équations  l’une  de  l’autre,  après  les  avoir' 
'multipliées  respectivement  par  ^ ’ U viendra,  â cause 

de(i4). 


Û^dy-^dz^ 


dz. 


dz, 


= ( 


dx  dz,  dx  dz. 


^ dx, , 


équation  qui  suppose  une  relation  entre  x,^,  z,  car  les  dérivées 
dz  d Y 

et  ne  peuvent  être  nulles  en  même  temps<  t ■ • 
' ^ D’après  cela  les  équations  (i3)  donneront  , • • I 


(15) 

(16) 


■ y+u,  + pg=„:, 

. Z4-Ur4-pÿ  = o; 

dx 


en  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  à trouver  six  . , 
fonctions/,  z,  u,  p_,  q,  r des  variables  ar,  y„'z„  qui  satisfassent 
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aux.  huit  équaiions  (i).  (2),  (3),  (4),  {'i>,  (12),  (t5),  (r6)  et 
qui  se  réduisent  simultanément  à /„  z„  «»,  p„  q»,  r„  pour 

JP  ' JP 0 • . » I 


12.  Mais  les  équations  (i),  (2),  («i),  (12),  (i5),  (i6j suffisent  ^ 
pour  la  complète  détermination  des  inconnues  x>  “» 
q,  r;  il  faut  donc  que  les  équations^S)  et  f41  soient saUsfaites 
d’elles-mêmes,  et  c’est  ce  qu’on  peut  établir  aisément  en  ré- 
pétant le  raisonnement  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  au  § I. 
Supposons  donc  qu’on  ait  tiré  des  équations  ( i ),  ( 2 ),  ( 1 1 ),  O2). , 
(i5),  ( 16)  des  valeurs  de  y,  t,  u,  p,  q,  r fonctions  de  x,  z„ 
et  se  réduisant  respectivement  à it,,  p„  q„  r,  pourar=a:,. 
Désignons  par  I et  J les  différences  entre  les  deux  membres 
des  équations  (3)  et  (4  ),  on  aura  v 


('7) 

t'8) 


» ♦ 

du  djr 

dr,  ^ djr, 

, -du dy 

~dz„  ^ dz. 


dz 

'TF.  - 


Si  l’on  différentie  ces  équations  par  rapport  à .r  et  qu’on  en  re- 
tranche ensuite  respectivement  les  équations  qu’on  obtient  en 
dilTérentianlles  équations (2)  par  rapport  à^,  et  par  rapport  à 
on  aura,  au  lieu  des  équations  (5j  et  (6),  .. 

! ^ dp  ^ !dq  dy  dq  dy\  fdr  dz  dr  dz\  dV  , 

dy»  dy\  dy,  dx)  dy»  ■ dy,  dx)  dx' 

(20)  — dz\  dJ  • 

• dz,  \dx  dz,  dz,  Hxj  \dx  dz,  dz,  dxj  ^ dx 


Si  l’on  porte  ensuite  dans  les  équqtions  ( 7 )et(K)  les  yalcursde 


tirées  des  équations  (17),  (18),' (19),  (26),  On 

aura  deux  équations  qui  ne  différeront  des  équations  (g)  et  (10) 
respectivement  qu’en  ce  que  leurs  premiers  membres  contien- 


dront les  nouveaux  termes  P ^ -plU  et  **  S El. 

comme  tous  les  autres  termes  des  ^équations  que  nous  considé- 
'ronsdisjiaraissent  en  vertu  des  équalions(i  i),  (12),  ( i5J,  (i6),  On 


AUX  DésiVÉES  PARTIELLES  DV  PREMIER  ORDAE. 

aura  simplement  • ‘ ‘ * ' ' 

- • - ' ••  *-  ‘ 


pg  + UJ  = o, 


d’où  l’on  tire 


1=1, e '•  , J = J,«.  *• 

- . . f * 

• .1  •'  ^ ^ : 

en  désignant  pari,  et  les  valeurs  de'l  eldeJ  pouric  = ir,.  On 
reconnaît  immédiatement  que  I,  et  J,  sont  nuis  et  l’on  a par 
conséquent  - ’ ' . , / . ' • 

..  ..  1 = 0,  J = o,  ■ ^ 

• ■ /’•»  U > • ’ ' < 

pourvu  que  l’intégrale  J <ir  conserve  une  valeur  finie  et  ' 

déterminée. 

r ' / 

• 13.  D’après  ce  qui  précède,  il  nous  suffit  de  considérer,ies 
six  équations  (i),  (2),  (ii),  (12),  (i5),  (i6).  On  peut  même, 
remplacer  l’équation  (i)  par  sa  différentielle  relative  à 
savoir  : . ’ • - 


dx 
■ du 


dx 


Hx 


^ dx 


dx 


qui,  en  remplaçant  -j-i  Q,  R,  Y,  Z,  par  leùrs  valeurs  tirées  des  . 
équations  (2),  (n),  (12),  (i5),  (16),  devient  --  . \ 

(21)  • .5  / - : X+ ü/>4-P^  =0.  •.:v'  :•  . 

Le  problème  est  donc  ramené  à trouver  au  moyen  desix  des 
sept  équations (i),  (2),(ti),  (12),  (i5), (16),  (21)  des  valeurs  de 
y,'  Z,  U,  p,  q,  r se  réduisant  respectivement  ày-,.  u„p„  q„  r, 

. pourx  = x,. 

Les  équations  (2)^(1 1);  (12),  (i5),  (16),  (21)  sont  en  réalité 
. aux  dérivées  partielles,  mais  comme  elles  ne  renferment  point 
les  variables 2„  on  doit  les  traiter  comme  des  équations 
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différenlielles  ordinaires.  Ces  équations  sont  comprises  dans 
la  formule  unique  ,•  ...  • 

- ■ f 

fiai  ^ - ^ ~àp  , —dr 

. P Q H l^/>-i-Q7-HRr  X-1-Ü//  Y-t-U^  “z-t-ür^ 

et  1 une  d elles  peut  être  remplacée  par  l’équation  (i). 

Si  le  premier  membre  de  l’équation  proposée  est  linéaire 
par  rapport  aux  dérivées  p,  q,  n les  quantités  P,  Q,  R sont 
• indépendantes  de  ces  dérivées,  et  l’on  a F=P/>+ Qç  -t-Rr— V, 

V étant  comme  P,  Q,  R fonction  de  x,  y,  z,  u.  Dans  ce  cas* 
les  trois  premières 'des  équations  contenues  dans  la-  for- 
mule (i4),  savoir  • , ■ . 

dx dz'_du 

■ P r Q ~1r  TT’ 

\ 

permettent,  sans  le  secours  des  autres,  de  déterminer  y,  z,  u 
en  fonction  de  x,yt  et  a,.  On  est  ainsi  ramené  pour  le  cas 
des  équations  linéaires  à la  règle  connue  (voir  Note  I),  * 

14.  Supposons  que  de  six  des  sept  équations  comprises 
dans  les  formules  (i)  et  (22}  on  ait  tiré  des  valeurs  de\y,  a, 
u,  p,  q,  r se  réduisant, respectivement  à y„  z„  «„  p„  q„  r,, 

^ pour  x=x,;  soient  , 

a#,  iti,  ^ji,  r#), 

^ = Mx,yt,z„u„q„r,),-'  ' • 

^ ~ /^(x, yt,,zi,  Uc,  q„  r,),  _ , 

a»,  Mf,  ÿ»,  r«),  ^ , 

valeurs;  nous  supposons  quep.aitétéremplacé  dans  ces  ex- 
pressions par  la  valeur  tirée  de  l’équation  ^{xt,y„z„p'^q„r,)z=^o, 
Les  trois  premières  équations  du  système  (a3)  donneront  la  so 
lution  du  problème  proposé,  si  l’on  y remplace  «•,  qt,  r,.par 

^ ’ niais  l’élîminationde/j  etdea» 

entre  ces  trois  équations  ne  sera  possible  en^  général  que  si 
l’on  attribue  à la  fonction / une  forme  déterminée. 

Si  l’équation  proposée  (i)  n’est  pas  linéaire  par  rapport  aux 


AUX  DéaivéBs  vabtibllks  du  -mieiueb  obobe.  i5g 

dérivées  p,  q,  r,  les  valeurs  précédentes  de  r>  s,  « ne  peuvent 
être  loules^les  trois  indépendantes  de  q,  et  de  r,\  car  si  cela 
avjüt  Heu,  ort  pourrait  tirer  des  trois  premières  équations  (aî) 
des  valeurs  de  y»  la  forme 

-y,=  <f{x,y,  z,  u),  z,—  -!/(x,y,  Z,  u)i  u,z=.vt{x,  y,  z,  u), 

et  l’intégrale  cherchée  de  l’équation  (i)  serait 
\ 

, . '1'), 

forme  qui  ne  . peut  convenir  qu’à  l’intégrale  d’une  équation 
linéaire?  Nous  ferons  en  conséquence  abstraction  de  ce  cas. 

15.  Au  moÿen  des  formules  (a3),  les  équations  (3)  et  (4) 
deviennent  . 


■ (iâ. 

\«<r. 


\4r.  dq,4jr,dr,4r,),. 

/«*/. ^ à,n  df, àjj.^an,K\ _r  I4r,dj\  ar,  d<,,  ay  rf,-.\ 

W**  4r,  * d<i,df,  dr,dt,/  V^r,  da,’'"'^  dq^dt,  É\ST,/ 

ces  équations  doivent  être  identiques;  par  suite  Les  termes  qui 

contiennent  les  dérivées  ^ = ^ doivent  se  dé- 

u^$  dz^  ^ dz% 

truire  mutuellement;  on  a donc 


(24) 


it  ^ -ê)  {Ê, 


^/A 


' dq,  dq,  ,3^ 

'd_n  fdj,  ^ 


■ \ Les  deux  dernières  éq'uations  de  ce  système  montrent  que 
si  les  expressions  de  deux  des  variables  j,  z,  u sont  indépen- 
dantes de  q,  ou  de  r„  1»  troisième  expression  est  elle-même 
indépendante  de  q,  ou  de  r,.  Pfus  généralementî'on  déduit  des. 


Digilized  by  Google 


a6o  NOTE  SOB  l’iNTÉOBÀTION  DBS  éoVATIOKS  . . 

, ’ deux  dernières  équations  ( a4  ) > 

■ ~dq,  dr,  dr,  dq,  - àn  dr,  dq,j 

■ ■'  . dq,  dr,  dr,  dq,  - •'*\3q,  dr,  ~3r,dq,j 

d’ob  il  suit  que  si  l’un  des  déterminants  , • . . 

■'  '*  df,d^_^df,^  d^^_ÿ,df,^ 

" dq,  dr,  dr,  dq,’  ^ or,  dr,  ïïq,’  dr,  dr,  3^  . ‘ 

. est  nul,  les  deux  autres  sont  nécessairement  nuis. 


16.  Nous  supposerons  d’abord  que  ces  déterminants  ne 
sont  pas  nuis;  dans  ce  cas  deux  quelconques  des  trois  pre- 
mières équations  (28)  peuverit  être  résolues  par  rapport 
à 9,  et  r,.  Faisant  donc  l’élimination  de  q,  et  de  r.  entre  ces 
trois  équations,  on  aura  une  équation  résultante  que  je  re- 
présenterai par  . . ; 


(25)  V(ar,yr,z,û,jr„z„u,)  = o ou  V=o. 

f Prenons'Ia  düTérentielle  totale  de  cette  équation  (aS.)  et 
remplaçons  dans  cette  différentielle  du,  par  q,d/-$  +.  r,dz„  du 
pdx qdy rdz,  - . v 

i - • .'■*  .*  *-r 

il  viendra  ^ ' 

I/dv  JV\^  /d\  <jv\'  ^ (ds  , <tv\  . 

(d\  d\\.  /dV  . <JV\  • • 

mais  les  deux  premières  équatiods  (3)  donnent  , ■ 


dr^-^  . 

. df..  [df,  df^  df^d,/,  dr,dr,\,  (df.  df,  df,dq,  df,dr.\,  • 

portant  ces  valeurs  de  dy  et  dans  l’équation  (26)  et  égalant 
ensuite  à zéro  les  coefficients  des  différentielles  restantes 


AITX  DÉRIVÉES  PARtlRLUBS  DO  PREMIER  ORDRE.  a6i 
n viendra'  . 

(d\  d\\  /d\  d\\df,  /d\  d\\df.  ■ ••  *' 

/<*v  dV\  /dV  d\\/df.df,  dr,dq.  df,dr.\  . . 

v</;r;,  ’duj  \dr  ^ du)  \^,  du,^'~*'d<i,dr,^ dr,dr,), 

. i d\\/df,  df.  df.dq,  4/,dr,\  ' • 


\d»,  ' dttj  V‘<>'  ^ du)\dt,  du„  ‘ lq,dt,  dr.dtj 


\d*  du)\de,  du,  ’ dq,ds,  dr,di,) 


. Ces  équations  ( 27  ) doivent  être'  identiques  en  vertu  des 

équations  ( 23),  et  comme  celles-ci  ne  renferment  pas  les  déri- 

, t/g,  dg,  dr,  dr,  , , , . ... 

vees  il  faut  que  les  termes  multiplies 

dy,  , dz,  . dx,  dz,  , ^ 

par  ces  dérivées  dans  les  deux  dernières  équations  ( 27  ) se  dé- 
truisent mutuellement,  cè  qui  exi^e  que  l’on  ait 


/d\  dY\  dfr 
du)  dq. 


( 


d\  d\\  df. 


(d\  d\\df  (dV  d\\df, 

.'*  ■ ' ' < * 

. ‘ df  df,  df  df,  . 

et,  comme,  par  hypothèse,  le  déterminant  ^ ' 

n’est  pas. nul,  oa  aura  nécessairement 
(^8) 


d\  d\ 
dy  ^ du 


d\ 

dz. 


dV 

’'lTu=^' 


et  les  équations  ( 27  ) donneront  ensuite 


; , dY  ' dY  - "rfV  • ‘ rfV  ‘ dY  dV 


■ Les  équations  (25),  (2&),  (29)  déterminent  les  valeurs  de  . 
X,  Z,  «,  p,  q,  r,  et  en  conséquence  elles  peuvent  suppléer  les 
équations ( 23 ).  En  pariiculiersiron  remplace  «.par /(y„  z,), 
l’intégrale  demandée  de  l’équation  (i)sera  le  résultat  de  l’éli* 
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a6a  hotê  sor  L’iimÉoRATioN  des  i^datioks' 
mination  de  y,  et  de  z,  entre  les  trois  équations 


(3o) 


V-  (©=«.  : r 

fin  désignant  ici  par  dérivées  partielles 

de  V prises  par  rapport  à j,  et  z„  après  la  substitution  de 

17.  On  voit  que  la  seule  équation  ...  ' . 

- ■ ' V = o 


satisfait  à l’équation  proposée  (i),  si  l’on  y regarde  y#,  z„  u, 
comme  des  constantes  arbitraires.  £n  eiTet,  dans  la  solation 
générale  que  nous  venons  de  développer,  on  reconstruit  l’équa- 
tion proposée  en  éliminant  J,,  A,  et  u,  entre  l’équation  (a5),  les 
équations  ( a8)  et  la  première  équation  ( ag).  Or,  si,  au  lieu  de 
considérer.;^,,  z„  u,  comme  des  variables  assujetties  à satisfaire 
auY  deux  dernières  équations  (2g),  ori  traité  ces  quantités 
comme  des.  constantes,  il  est  clair,  que  les  valeurs  de  p,  q,  r 
tirées  de  l’équation  ( a5  ) seront  données  par  les  mêmes  équa-  ' 
.tiens  qui  continueront'  avec  l’équation  (aS)  à,  reproduire 
l’équation  ( J ).  Cette  équation  (25),  qui  renferme  trois  constantes 
arbitraires,  est  l’intégrale  complète  associée  à l’intégrale  géné- 
rale qui  est  représentée  par  les  équations  ( 3o  ).  . 

On  voit  aussi  que  l’équation  proposée  { »)  estsatisfoite  1“  par 
l’équation  qui  résulte  de  l’élimination  de  y,  entre  les  deux 
. seules  équations  ' , > i . ' 


si  l’6n  y regarde  z,  comme  une  constante  arbitraire;  a"  par 
l’équation  qui  résulte  de  l’élimination  de  z,  entre 


si  l’on  regarde  n comme  une  constante  arbitraire.  Car,  pour 
le  calcul  des  dérivées  p,  q,  r,  l’hypothèse  de  z,  ou  de  y,  con*- 
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stanie  équivaut  évidemment  à l'hypothèse  de  ou 

de  Chacune  des  deux  solutions  particulières  que 

l’on  obtient  ainsi  renferme  une  fonction  arbitraire,  mais  cette 
fonction  ne  dépend  que  d’une  seule  quantité  variable. 

Enfin,  si  l’on  considère  et  z,  comme  des  paramètres  liés 
entre  eux  par  une  relation  quelconque,  on  aura  encore  une 
solution  de  l’équation  (>)  éliminant,  par  le  moyen  de  cette 
relation,  y,  et  z,  entre  les  deux  équations 

/dW\  fd\\  dz. 

Tous  les  résultats  qui  précèdent  sont  compris  dans  un  théo- 
rème plus  général  que  nous  établirons  plus  loin. 

18,  Comme  application  de  ce  qui  précède,  considérons  l’é^- 
quation  . 

■ U — apqr=o,  \ - . . - , 

dans  laquelle  désigne  une  constante.  On  a ici  _ 

X='o,  Y^o,  Z = o,  ü = i,P:= — ‘aijr,  Q=  — opr,  R r=  — <v’7, 

" P/»-eQ9-HKr= — îtpijrT^—iu, 

les  équations  à Intégrer  sont 

dx  djr  dz  ‘ du ^ dq dr  ",  ! 

(iqr  apr  apq  5«  p q r’ 

et  l’on"  trouve  de  suite  les  Intégrales  - ''  ' 


p»\  q>  ..  r,.-  aq,r,  ~ ap,r,  ~ ap,qt 


I u‘ 
3 


Cbas^nt  p,  au  moyen  de  l’équation  u,-^ap,q,r,=o,  il  vient, 

U, 


y— y. 


aq;  r. 


{x—x,y. 


é i 8m’  ' 
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L’élimination  de  q,  cl  de  entre  ces  trois  équations  se  fait 
immédiatement;  on  trouve  ^ . 

«(m"— t<l)  =8(jp  — âr.)(^— 7,)(ü— a,), 
et  si  l’on  pose 

' V = a I m’  — [/(  Z,  )] * I — 8 ( ^ — X,)  { 7— /. ) ( 2.  — Z, 

* r 

l’intégrale  générale  de  l’équation  proposée  sera  le  résuliai’de 
l’élimination  dé  7;  et  de  z,  entre' les  trois  équations  ' 


V = o, 


= 0, 


rfZo 


on  aura  en  outre  les  solutions  parliculicres  suivantes:  i®V  = o , 

dans  l’hypothèse  de7„  z«,' «»  =/{7„  z«)  constantes;  2°V  = o 

dV  ' rfV 

^ =0  dans  l’hypothèse  de  z,  constante  ; 3”  V=o,  ^ = o dans 

' rfV  ' dY 

l’hypothèse  de  7,  constante  ; 4®  Y = q,  ^ ^ ( 7«  ) = o , 

dans  l’hypothèse  de  Z,  = <p(7a).  • ' ' 

19.  Revenons  maintenant  aux  équations  (24)>  et  supposons 
que  les  déterminants  - • 

dq,dr,  .dr,dq,'  dq,drt  dr,  dq,’  ' dq,3F,  dr,dq. 


soient  nuis.  Nous  avons  vu  que  si  les  fonctions /|.  et /i  sont 
l’une  et  l’autre  indépendantes  de  q,  et  de  r,',  Ja  fonction/,  est 
aussi  indépendante  des  mômes  quantités  et  que  cette  circon» 
stance  SC  présente  seulement  dans  te  cas  où  l’équation  pm-' 
posée  est  linéaire,  cas  dont  nous  avons  fait  abstraction.  Nous 
pouvons  donc  supposer  que  f,  dépend  de  l’une  au  moins  des 
quantités  q,  et  r,;  alors,  de  ce  que  les  déterminants  dont'  il 
s’agit  sont  nuis,  il  résulte , que  f,  et/,  sont  des  fonc- 
tions dé  / qui  peuvent  d’ailleurs  contenir,dans  leur  expres- 
sion, X,  Xn  *«•  Soit  donc 

(3i)  ./ = '>1'(/,  X,  7„  z„  M«),  /,  = î {/,  2:,  7»,  z„  «,); 
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en  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a4),  et  en  remarquant 

que,  d’après  notre  hypothèse,  l’une  au  moins  des  dérivées 

rf/,  (if,  ^ . 

-y-  est  differente  de  zéro,  on  aura 

(i(^ü  * • 

' ' ^ 

. f/f 


puis 


(l^ 

dr. 


^ dus  \dyv 


dy 


‘1±\ 

dz„ 


■ '’«  :r"  =/«  T-  -f-  r.  1 , 

ri».  •'  \(lz„  du,! 
et  en  éliminant /«  entre  ces  deux  dernières,  il  vient 

. i 

.A'V.rfi;  dt,dr,i^^’Uu,dc,  Jz.duj'^  ‘\Jt,~du, 


Les  déterminants 


dtf 
dy,  dz. 


d'if  f/ç 

dz,  dr. 


d-!(  dtf' 
du,  dz. 


d^f  dtf 
dz,  du,' 


d-!/^  dtf 
dr,  du. 


dô  dttf 
du, 


ne  peuvent  être  nuis  tous  les  trois,  car  si  cela  avait  lieu,  on 
déduirait  des  équations  (3i)  une  relation  déterminée  entre  x, 
f<t  fit  f>  ou  entre  x,  r,  a»  «.  Donc,  à cause  de  l’équation  ( 3?),' 
l’un  au  moins  des  deux  derniers  déterminants  est  différent  de 
zéro,  et  en  conséquence  les  équations  (3i)  pourront  être  ré- 
solues soit  pàr  rapport  à u,  et  z„  soit  par  rapport  à u,  et  ^'o; 
nous  admettrons  la  première  hypothèse,  et  nous  poserons 


(33) 


u,  — v{x,  r,  a,  u,  j„), 
z,  = t>(x,  jt-,  a,  «.  n ). 


Ces  équations  peuvent,  dans  le  cas  qui  nous  occupe>  être  sub- 
stituées à la ‘deuxième  et  à la  troisième  des  équations  (a3).  Si^ 
on  les^différentie,  puis  que  l’on  remplace  du,  par  q,dy,+  r,di„ 
du  par  pdx  qdy  rdz,  et  qu’ensuile  on  élimine  dz  enire 
e*-  éd.  II.  i8  ■ 
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les  é(|uatiüns  résullanles,  il  vient 


= O, 


Si  l’on  reniplaee  dans  celle  équation  (34)  (fy'  par  sa  valeur 
tirée  de  la  première  équation  (23),  savoir 

les  coefficients  des  différentielles  restantes  dx,  df,,  dz,  se- 
ront identiquement  nul^  en  vertu  des  équations  (23).  Or  la 
fonction  /,  dépend,  comme  nous  l’avons  vu,  de  l’upe  au  moins 
des  quantités  q,,  r,;  donc  l’expression  de  dy  contiendra  les 

, dq,  dq,  dr,  dr,  ....  . . 

dérivées  ou  -j—9  -j— ; ces  derivees  doivent  en  con- 

«V,  «s,  «)'o  dz^  J " 

séquence  disparaître  d’elles-mêmes,  et  cela  ne  peut  arriver 
que  si  le  coefficient  de  dy  est  identiquement  nul  dans  l’équa- 
tion ( 34  ).  Donc  les  coefficients  des  quatre  différenliefies  sont 
nuis  et  en  les  égalant  à zéro  on  obtiendra  quatre  équations 
qui,  avec  les  deux  équations  (33),  formeront  un  système 
équivalent  au  système  (23).  Les  quatre  équations  dont  nous 
venons  de  parler  peuvent  s’écrire  comme  il  suit  : 


(3S) 


' d'y  d'V 

dy 

dy 

dy 

dy 

jn 

^’-dlc. 

V y/  <^  ir/  fl»  ~ 

d<l> 

d’î>  ~ 

dy 

dy~'°' 

, dx  P du 

dJ-’^-^dU 

dz 

-^'dTt 

(36) 


di- 

d^-- 


d'V 

dy. 


L’équation  (36)  donnera  la  valeur  de  7,  et  les  équations  (35) 
détermineront  p,  q,  r. 

On  voit  qiie  l’équation  (36)  n’est  autre  chose  que  la. déri- 
vée de  la  première  équation  (33)  par  rapport  à y,,  prise  en 
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regardant  comme  fonction  de  ,r,  et  de  z,,  et  2»  comme  une 
fonction  de  r,  déterminée  par  la  deuxième  équation  ( 33  ).  Si 
donc  on  pose  " • . ' 


{ 37  )■  y=f[y, , ^{x,  r,  2,  U,  r. )1—  r-  r< )» 

• * 

l’intégrale  cherchée  de  l’équation  (i)  sera  le  résultat  de  l’éli- 
mination de  r»  entre  les  deux  équations 


.<38)  ' 


20.  On  reconstruit  l’équation  proposée  (i)  en  éliminant 
V,  entre  les  deux  premières  des  équations  contenues  dans  la 
formule  ( 35  ) ; il  s’ensuit  que  la  seule  équation 


( 3q  ) . V = O 

* ' • i 

^ J. 

satisfait  à l’équâtion  proposée  si  l’on  y regarde  y,  comme  une 
constante  arbitraire.  En  effet,  en  différentiant  l’équation  { 39) 
dans  cette  hypothèsé,  on  reproduit  les  deux  prernières'équâ- 
lion^  (35),  et  celles-ci  continueront  à' reproduire  l’équation 
proposée  par  l’élimination  de  J,.  ’ 

' Cette  solution  (Sg),  qui  s’adjoint  ici  à l’ini^rale  générale  (38), 
renferme  une  fonction  arbitraire;  mais  il  faut  remarquer  que 
cette  fonction  arbitraire  ne  dépend  que  de  la  seule  quantité  va- 
riable 4>.  ' . 


•< 

21.  Pour  donner  un  exemple 'du  cas  que  nous  venons 

d’examiner,  considérons  l’équation 

. , ' _ 

. ^ ^ F = p + rz  — q^=zo;  . ■ 

on  a ici  ' ' . . . . ' 

P.— I,  Q = ^2q,  R = 2,  \ = o,  Y=o,  Z=r,  ü = o, 

et  les  équations  qu’il  faut  intégrer  sont  ' 

<lx  —ily ^2 — ihi dp _ — fif. 

I o.q  a ' q'  o o r ’ 

18. 
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on  en  lire  immédialement 

P — p0  7 Q — y»  » 


puis 


• r^T«  — “ U — u,=—q\(x--x.) 

et  , '' 


g— (I-Io) 


On  a donc,  ontre^»  J,  z,-M,  y,,  z,,  i/,  les  deux  équations 

(r— .n)’  : 


M — K,=  ■ 


^(x  — x„) 

\ * 

cl,  par  conséquent,  si  l'on  pose 


, z = z,e‘-'% 


, l’inlégrale  cherchée  de  l’équation  proposée  sera  le  résultat  de 
l’éliminatioii  de  entre  les  deux  équations 


V 

V=o»  T— = o; 
dy. 


on  vérifie  en  effet  facilement  que  la  seconde  équation  donné  la 
v^eur  de  y,  qui  a été  écrite  plus  haut. 

Enfin  si  l’on  regarde  j,  comme  une  constante  arbitraire,  l’é- 
quation y=:o  fournira  une  nouvelle  solution  de  l’équation 
proposée. 


’ § rv.  .. 

22.  Bans  ce  paragraphe  nous  allons  nous  occuper  de  Tintér 

X'  ü . 

P dx  et  étudier  les  cas  ou  elle  cesse  d’avoir  une  valeur 


finie  et  déterminée. 

Nous  examinerons  d’abord  le  cas  où  l^inlégrale  cherchée  de 
l’équetion  (i)  est  représentée  par  un  système  d’équations  de 
V ^ là  forme 

„ • rfV  • rfV  d\  dV 
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nous  supposerons,  pour  abréger,  que  lif  première  équation  soit 
résolue  par  rapport  à « et  l’on  aura  plus  simplement 


„ </M  dM 

(4o)  « = M,  — + = 


ilz^ 


dyi 

J — O ÿ 

du^ 


M étant  une  fonction  donnée  de  x^jr,  z,  z#,  «>;  Jes  valeurs 
de  />,  (Jf  r seront  ensuite  données  par  les  équations  i 


(4>) 


dM 


dM 


dM 


dx  , 


dz 


Pour  reconstruire  l’équation  proposée  (i),  il  faut  éliminer  , 
Tt,  Z,,  Mj  entre  les  équations  (40  et  la  première  équation  (4o); 
^par  conséquent  la  différentielle  totale  dF  du  premier  membre 
de  Cette  équation  s’obtiendra  en  ajoutant 'les  différentielles 


totales  de  M- 


dM  d\\ 

"^'dxrP'-^ 


dM 


-r,  respectivement 


multipliées  par  des  facteurs  >,  p susceptibles  de  faire  dis- 
paraître les  différentielles  t/jfo,  dz„  du,,  qui  doivent  être’ regar- 
dées ici  comme  indépendantes.  On  aura  donc 


(42) 


V, 

J’M  - 

(/■M 

V dx 

-f-  -1-  » 

dxdr 

dxdz  j 

dx 

(dM 

d'M 

N 

dy. 

+ 

\ dr 

dfdz  j 

(dM 

d^M 

rf’Jl  , 

dz  ‘ 

-1- 

d^dz 

lï^j 

I — - 

\^u  — 

fidp  — vdq  — 

-pdr, 

et  les  facteurs  p,  »,  p devront  satisfaire  aux  trois  équations 
suivantes; 


(4-^) 


. </M 

t/’M 

d’M 

dy^  ^ dxdjTn 

” dÿdy. 

. dM' 

' d^M 

d’M 

dz»  ^ dxdz» 

dydz. 

dzdz,  ’ 

. dM 

d^M- 

d'M 

rf’M 

du,  ^ ^ dxdu» 

^ ''  dydii. 

^ dzdii. 
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BTOTE  SCR*  L^nrréeRATION  DES  équations 
On  tire  de  l’équation  (4a) 


(44) . 


= — '^dx, 

r U 


t/*M  d’M  ( 

i-é-ï  ( 

r il' <i'M  \ 

+p{ 

' d'M  ' d'M  ' 

dxdjr^  \ 

' ‘^‘<txduj 

i,ds  dj^  * ^'^■dedup^ 

fl'M  ' \ 

dx  dz^~^^**dxdu^^) 

l-l-v 

/ d'M  <f’M  ' 

\ tir  de,,  '“ds  du„  J 

/rf*M  rf*M 

\ dz  ^*  ds  du^ 

et  les  équations  (43)  donnent,  par  l’éliinination  de  X,  à cause 
des  deux  cTernières  équations  (4o),  ^ 


C45)( 


. Or  si  l’on  considère  jr  d ^ comme  des  fonctions  de  x déter- 
minées par  les  deux  dernières  équations  (4o),  il  est  clair  que 
les  équations  (45)  seront  satisfaites  en  posant 

■ ' . , f»  =?  dx-,  V dy,  dz  t . , 

•X.  » % ' '■  * ' 

puisqu’elles  expriment  alors  les  différentielles  des  équations 
’(4o);  l'équation  (44)  nous  donne  en  conséquence 


la  dernière  des  équations  (43)  donne  ensuite  . 

t/M  ,,  f/M  ,, 

,/|063j-  rflog^ 

-“= —;5— + ^ÎT- 

Et,' comme  la  dérivée  doit  se  réduire  h l’unité  quand  on 

fait  x=:x„,  y=y„,  z = Ze,  puisque  M se  réduit  alors  à «„ 
on  aura  ' • ' 


(46) 


ü 


<fM 


*2  = 


/’•'  ü 

’ 23.  On  voit  par  là  que  l’intégrale  I -ÿ^x  ne  peut  deve- 

oir  infinie  ou  indélcrininée  que  si  l’on  alliibue  à la  fonction 
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. f(y,  2)  une  forme  telle,  que  la  dérivée  ^ devienne  nulle, 

infinie  ou  indéterminée  après  la  substitution  des  valeurs  de  y 
et  de  Z tirées  des  deux  dernières  équations  (4o).  Mais  alors  il 
es.t. évident  qu’on  ne  saurait  tirer  de  ces  équations  des  valeurs 
déterminées  de  .y  et  de  z se  réduisant  à et  à z,  pour  x =:  Xo,' 

puisque  l’hypothèse  x = x„  y — y,,  'z  = z,  doit  réduire  ^ 

- -■  ' diu 

à l’unité;  les  formules  générales  deviennent  donc  nécessaire- 
ment illusoires  et  la  solution'  du  problème  proposé  doit  être 
fournie  dans  ce  cas  par  l’une  des  intégrales  subsidiaires  qui 
accompagnent  l’intégrale  générale  et  que  nous  avons  rencon- 
trées dans  notre  analyse.  • . 

Si  l’hypothèse  x = x,  fait  disparaître  y et  z des  deux  der- 
nières équations  (4o),  ces  équations  se  réduiront  à des  iden- 
tités, car  elles  sont  satisfaites  quand  on  pose  simultanément 
x—x„y=y^,  z = z,',  il  s’ensuit  que  la  première  équation(4oh 
savoir  « = M,  ne  contiendra  plus  et  z„  quand  on  y fera 
X — x„  puisque  ses  dérivées  relatives  à y,  et  à z,  deviennent 
ajors  identiquement  nulles.  Et,  comme  cette  équation  m=M 
est  satisfaite  quand  on  pose 

. . x = x>,  y—y„  a = ir  = ir,  =r/(_r.,  z„), 

elle  se  réduira  généralement  pour  x = x,  & u=f{y,  z), 
et  en  conséquence  elle  fournira  la  solution  du  problème 
proposé,  solution  qui  contiendra  deux  constantes  arbitraires  y, 
et  z,.  ' " > ' 

Supposons  rtiaintenant  que  l’hypothèse  ^ = ne  fasse  pas 
disparaître  à la  fois  7 et  z de  l’une  et  de  l’autre  des  deux  der- 
' nières  équations  (4o).  On  pourra  tirer  de  l’une  de  ces  équations 
la  valeur  de  l’une  des  variables^  et  z,  et  si  l’on  porte  cette  va- 
leur dans  l’autre  équation,  celle-ci  se  rcdüirtj  nécessairement 
à une  identité  pour  x = xt.  Je  dis  alors  que  si  l’on  considère 
l’une  des  variables  y„  z,  comme  une  fonction  arbitraire  de 
l’autre,  t}ue  l’on  fasse,  par  exemple  z»  = et  que  l’on  dé- 
signe par  <p'(7,)la  dérivée  de  t(7,),  la  solution  cherchée  de 
l’équation  { i ) sera  le  résultat  de  l’élimination  de  7,,  i,,  «.  entre 


a7>  NOTE  SDB  L’iNTéOBATiON  DES  ÉQUATIOKS 

les  quatre  équations  > , • 


(4:) 

(48) 


« = M, 


/(IM 

\dx. 


</M\ 
</«0  / 


fclM 

2o  = ip(r»); 


dM\  ■ 


O» 


cette  solution  renferme  comme  on  voit  une  fonction  arbi-" 
traire  <p,  et  si  l’on  suppose  qu'on  ait  remplacé  dans  M,  «,  eX.  z, 
parleurs  valeurs  tirées  des  équations  (48)>  les  équations  (47) 
ppurront  s’écrire  plus  simplement  . . • . * , . 


Les  équations  (47  ) fournissent,  comme  on  l’a  déjà  dit  (n“  17),  ■ 
une.  solution  de  l’équation  proposée  (i);  par  conséquent,  pour  , 
établir  ce  que  nous  venons  d’avancer,  il  suffit  de  prouver  que 
les  équations  (47)  et  (48)  donnent  par  l’élimination  dej„  z„  m», 
une  valeur  de  « qui  se  réduit  à f{y,  z ) pour^r  = a;».  ' 

Dans  l’hypothèse  où  nous  nous  sommes  placé,  les  deux  der- 
nières équations  (4<>  ) et  la  deuxième  équation  ( 47  ) se  réduisent  ■ 
pourar  = ar„à  une  seule  et  même  éqüalion;  par  conséquent, 
lorsqu’on  donne  à x cette  valeur  particulière  les  équa- 
tions (47)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (4o),  • 
dont' les  deux  dernières,  nous  devons  le  répéter,  rentrent 
l*une  dans  l’autre.  Or,  je  dis  que  si,  après  avoir  remplacé 
«0  par/(7',i  z,),  en  tire  la  valeur  de  z,  de  l’une  .des  deux  der- 
nières équations  (4o),  pour  la  porter  dans  la  première  « = M, 
lé  résultat  de  la  substitution, sera  indépendant  de  7-,.  En  effet, 
après  cette  substitution,  la  dérivée  de  M Relative  àj»  est 
■ ■ '■  > ' 

/</M  ■ </M\  fdM  dM\dz,  , . 

du.)  \dz„  '^.'^°  duj -dro'  ‘ 


dz  ' - 

exprimant  ici  la  dérivée  de  z,  relative  à jr,  tirée  de  l’une  des 

(lyt 

deux  dernières  équations  ( 40 ),  en  y considérant  j»  et  z,  comme 
seules  variables.  Mais  l’expression  précédente  est  identique- 
ment nulle  en  vertu  des  équations  (4o);  donc  l’élimination  de 
>•  fait  disparaître  en  même  temps  z,.  Et  alors  il  est  évident  que 
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l'équation  « = M se  réduit  à pour  a.-  =^ar„,  puisque 

, les  équations  (4o  ) sont  identiquement  vérifiées  quand  on  y fait 
simultanément  a = Xa,  y 2 = 3„  « =/(/o,  Z,). 

2<i.  Pour  montrer  un  exemple  très-simple  de  l’analyse  qui- 


, précède,  considérons  l’équation 


t 

F=i 

I I " I 

= o; 

U 

P M -J. . ' 

r 

on  a ici 

-,  • 

• 

t 

X 

II 

O 

* ^ 
II 

O 

Z = o,  ü 

= — p?=i-',  0 = 

«’  -P 

Q ^ . 

et  - 

I 

H-  . . 

• 

-P’."  .■  ' 

P a>* 

Les  équations  xfiffcrentjelles  à intégrer  sont 


p'<ia:  = q^dy==  t^dz  — udu  : 


u'dp u'dq  u'dr ^ . . 


on  en  tire 


^ U P q r 

«.  ~ p«  ~ Ç>~ 


■ y]x  — x,'  t^>-— ,r.  _ / 


f 

T» 


2—2. 

I 


1 


. el  à cause  de  — = — -h  — -h  — î on  obtient  immédiaicmenr 
wô  p.  r.  ^ -, 


• l’équation  « = M,  jsavoir  : 


y/iog  =:  y/x  — x,  4-  v(r  — r»  ' 


ou 


On  aura  donc  la  solution  générale  demandée  en  ’joi- 
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gnant  à celte  équation  ceilçs  que  l’on  en  déduit  en  la  différen- 
Uant'par  rapport  à J,  et  à a,  ; on  obtient  ainsi  •' 


\/x  — X,  + >Jr — n-t-Vs  — 

ÿo Wo  — '*  ■ > • — O,' 


^!x’^x,-\-\Jr' — n -I-  yjz  ■—  2» 

To  — U, ' = O,  • 

■ s!z  — z,  ’ 

. résultat  qu’il  eslfacije  de  vériOer  au  moyen  des  valeurs  écrites 

I -p  dx  a ici  pour  valeur  • 

*.  . ' ■ 

Jx,  . • «/X,  t/X,  • 

ou,  en  remplaçant  />«  par  sa  valeur  en  fonction  de  q^,  r,  et  «», 


^ ■ 'Jx:^ 


dx  = 


dn 


q\K 


[q<,r,-{q„-hrt)u,] 


-,(x—x,). 


On  trouve  pour  log-^^  la  même  valeur,  comme  il  est  facile  de 
s’en  assurer.  Cette  valeur  devient  infinie  quelle  que  soit  x,  si 


l’on  a 


Uo  Çe  ^0 


et  on  voit  de  suite  que,  dans  ce  cas,  nos  formules  générales 
sont  illusoires.  La  solution  demandée  est  alors  donnée,  d’a- 
près notre  théorie,'  par  l’équation  qui  résulte  de  l’élimina- 
tion de  /■«,  Zn  entre 


■ 


i4-v(r— ^ 


-/(.r.) 


. ' <ilx—x„-\-dy—y„  + d*  — i 


’ï-y,.  J ' 

■“•=/(r»>  2.), 

2.  — ?(r«)- 

On  se  trouve  placé  dans  le  cas  particulier  que  nous  exami- 


=)  = o. 
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noDs,  si  l’ori  prend 

la  deuxième  des  équations  du  système  précédent  est  alors 
satisfaite  pour  Xz=x„  en  posant  ' . . 

' ■ L = L 

■ ^,1  • r»’ 

et  l’on  trouve  sans  difficulté  que  la  valeur  de  u se  réduit, 
dans  la  même  hypothèse,  à , , . 

25.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la,  solution  générale 
demandée 'de  l’équation  (i)  ne  se  présente  pas  comme  une 
équation  résultant  de  l’élimination  de  deux  variables  j,,  z, 
entre  une  équation  donnée  et  ses  dérivées  prises  par  rapport 
à J, «et  par  rapport  à z,.  Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  l’in- 
tégrale demandée  résulte  de  l’élimination  dej»  et  de  z,  entre 
trois  équations  telles  que  . 

Zf  U,  jTo), 

z„z=9{x,  y,  Z,  U,  y,),  • . 

' d<i>  d'i’ 

où  'F  et  ♦ désignent  des  fonctions  données;  les  valeurs  de 
p,  q,  r sont  ensuite  données  par  les  trois  équations 


(49) 


(5o) 


d'\> 

°di 


d<i< 


=0  q- 


dw  d0 
dr  '^°dy 


du  ° du 


d'v 

Thi" 


°d7l 


-O, 


d'y 
d Z 


</<l> 

°di 


dy 

dTi' 


d'il 

’dU 


=o, 


et  l’on  peut  évidemment  reconstruire  l’équation  différentielle 
proposée  en  éliminant  y„  et  r„  entre  les  trois  équations  (5o), 
ou  y,,  r,  et  a entre  les  quatre  équations 


^ P -y  a ^ 


d'y 

d<i'\ 

fdy 

dy 

dx 

[dy  . 

dy 

dy 

(/t>\ 

fdy 

■ d<t> 

dz 

'’Tzr^' 

— 1 n 1 

[dit 

‘"'dit 
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Si  l’on  ajoute  les  différentielles  totales  des  équations  (5i), 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  des  facteurs 
i,  (t,  V,  P propres  à faire  disparaître  dy„  dr„,  du,  on  repror 
duira  la  différentielle  d¥  du  premier  membre  de  l’équation 
proj)Osée,  et  l’on  aura  en  conséquence 

; p = ;^, 

et  - 


/ d"v 

d'iS>  '' 

/ d"v 

_ «f’  4> 

^^^[dxdu 

dx  du  j 

\dydu 

dy  du 

J d' T 

-,  d»-l)  \ 

, / 

d**\ 

\dzdu 

dz  du  ] 

|-t-pn( 

du* 

''"du*)' 

î.)  . 


à cause  de  la  dernière  équation  (5o),  on  peut  écrire 


■ U . . rflogn  rflogn 


dy 


«flogn 

dz 


rflogn  • 

PT- 


Quant ^aux  facteurs  "k,  pt,  v,  p,  Us  dojvent  satisfaire  aux  trois 
équations^ 

t/'P  d'y  dw 
dz 


dx 


^ dy  ~^  ^ dz~^^  du 


d'\> 
' dx 


d<b 


d^ 

'dz 


^ ~ ■*'P;7ïï  — , 


^.du 


d’  'F 

( rf’'P 

d'^ 

dx  dy. 

’dxdr,)  ^\dydy. 

’^-dydyi 

d*^' 

d*Of  \ 

/ d*v 

d*<K  ' 

dz  dy,- 

•’^’dzdy,}  ' ^\dudy. 

dudy. 

= 0, 


et  il  est  évident  que  ces  équations  sont  satisfaites  en  posant 

\~dx,  fi  = dy,  v = dz,  p = du, 

les  différentielles  dx,  dy,  dz,  du  se  rapportant  au  cas  où  l’on 
considère  y,  z,  u comme  des  fonctions  de  x déterminées  par 
les  équations  (49)-  En  conséquence,  l’équation  (Sa)  donne 

^J^S^,fy+^dz+^du=diogii, 


dy 


dx 


Digilized  by  Google 


AUX  DEBITEES  PABTIELLES  DU  PREIWIEB  ORDRE.  ^77 

et  par  suite 

'~L.  ■ 

dw  ' ..  . . , 

en  remarquant  que  ^ et  ^ se  réduisent  respectivement  a i 

et  à zéfO  pour  x = x„  puisque  les  équations  {49)  deviennent 
identiques  pour  x = x„  y=y„  z'=z,,  « = «,. 

X'  U 

■^dx  ne  peut  cesser  d’avoir 

une  valeur  finie  et  déterminée  que  si  l’on  attribue  à la  foncr 

1 di> 

lion  /{y,  z)  une  forme  telle,  que  la  fonction  — r,  ^ de- 
vienne nulle,  infinie  ou  indéterminée,  querque  soit  x-,  mais 
puisque  cette  quantité  doit  se  réduire  à l’unité,  pour  x=zx„ 
par  les  conditions  mêmes  du  problème,  les  équations  (49) 
deviennent  nécessairement  illusoires.  Si  donc  on  tire  des  deux 
premici’es  équations  de  ce  système  les  valeurs  de  « et  de  a 
pour  les  porter  dans  la  troisième,  celle-ci  sera  impropre  à 
déterminer  une  valeur  dey  se  réduisant  à y,  pour  x=x^; 
l’hypothèse  x = cç,  fera  donc  disparaître  y,  et  en  consé- 
quence l’équation  dont  nous  parlons  se  réduira  à une  identité, 
puisque  les  trois  équations  (49)  sont  vérifiées  en  posant 
x=x,,  yz=j\,  Z — Z,,  « = «,.  En  d’autres  termes,  la  troi- 
sième équation  du  système  (49)  est  vérifiée  identiquement 
pour  x = x,,  en  vertu  des  deux  autres;  or  l’élimination  de  z, 
entre  ces  trois  équations  conduit  évidemment  à deux  équa- 
tions de  la  forme  «=M,  = o,  M étant  une  fonction  de 

X,  y,  Z et  de/o , et  puisque  la  seconde  doit  avoir  lieu  identi- 
quement pour  x:i=x,  en  vertu  de  la  première,  il  est  évident 
que  l’hypothè-se  a:  ar,  fait  disparaître  j,  de  M.  Enfin  l’équa- 

tion m=M  étant  satisfaite -pour  x = x,,  y = y,,  z = z,, 
it=f{y\,  z„),  elle  donnera  généralement  11=  f (y,  a)  pour 
x = x,.  Donc,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  solution  du 
problème  proposé  est  fournie  par  les  deux  premières  équa- 
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lions  du  système  (4g).  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 
l’équation  unique 

( ^4)  / /[r.,  f {3:,  y,  2,  H,  y,  )]  = y,  Z,  U,  y,), 

qui  renferme  une  constante  arbitraire/',.  . 

27.  Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas,  considérons  l’équa- 
tion . ..  . 

F = 7.(]{p  — (•)> — ‘11  = 0. 

On  a ici , ■' 

X=0,  Y = o,-.  Z = o,  U=T— I,  P = 4</{p — r), 
Q=2(p  — /f, 

et  les  équations  différentielles  à intégrer  sont 

, <ly  -‘-dz  (lu dp  _^dq dr 

^q(p-r)  ~ ■>.(p  — rf  ~ ^q[p~  r)  ~~  3u~  p ~~q  ~"7' 

On  lire  de  là  • 

I , • ' ' 

îil  — ü — i - 

■ ■ „3  ~p>~  n’  . ' , ■ 


puis 


Z — 2,  — u\ 


~ ’ • 


^ X-~X\  _ J )'o  

. 2ÿ,(P(i — r,)~  (p,  — r,y-~  i-q«{pa — r„) 

et  en  remplaçant  /?,  — r,  par  sa  valeur  i /^°  > il  vient 

V 

r _l  * ' 

\/wô  ' ■ c ^ 

'V-r-y»— — Xi),  2— 2„=— (j? — X,),  id — t<î=^— — Xi). 

<2Ç,)’  . ,/■ 

On  a ensuite  ■ 

^ r^dx=  r—^='  r- 

Jx,  *’  Jr,  4</(/^-^'‘)  \l-ZUi(}l+X  — xJ 


OU 


■ -£■ 


ndx  =3  log 


vVat/,^.  -t-  x' — X, 


\u,qi 
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Celle  inlcgralé  devient  infinie  quel  que  soit  x si  l’on  a 

Ça  — O, 

c’est-à-dire  si  «,  ou  /(/o,  2»)  se  réduit  à une  fonction  f(  z^}  de 
Z,  seule,  et  il  est  évident  que  nos  formules  deviennent  illu- 
soires. Mais,  dans  le  cas  général,  ces  formules  donnent,  par 
l'éliminatipn  de  q„ 

’ ■ A A ' 

ii‘,  ==  u' —ix — x,y  ijt'—x.y , z,=z-^-(x—x,), 

• s 

el  l’intégrale  cherchée  de  l’équation  proposée  sera  le  résultat 
de  l’élimination  de  7*0  entre  l’équation 

' ' S 

, Il  ?.  1 

' [f(ri,,z-hx—x,)y  =u’  ~{x  — x„yix—r,,y, 


el  sa" dérivée  prise  par  rapport  à r«.  Dans  le  cas  où  la  fonc- 
tion fiX’  se  réduit  à une  fonction  ip(2)  do  s seule,  la  so- 
lution demandée  est  donnée,  d’après  notre  théorie,  par  la 
seule  équation  précédente  qui  devient 

. 3 ' * 1 • J. 

K*  — (j— J.)’ -4- [,p(a-f-x— 

onvoilque  cette  valeur  dense  réduit  bien  à <p{  z)  pour.ir  = a;,.  • 

§ V.  . 

< 28.  L’analyse  développée  dans  les  paragraphes  précédents 

montre  que,  dans  le  cas' de  deux  variables  indépendantes, 
l’intégrale  générale  d’une  équation  aux  dérivées  partielles  est 
le  résultat  de  l’élimination  d’une  variable/,  dont  dépend  une 
Ibnction  arbitraire  entre  deux  équations  dont  l’une  est  la  dé- 
rivée de  l’autre  par  rapport  à /,.  Il  n’y  a d’excëption  qu’à 
l’égard  des  Quations  linéaires  relativement  aux  dérivées  par- 
tielles; l’intégrale  est  alors  représentée  par  une  équation 
unique  où  figure  une  fonction  arbitraire. 

Dans  le  cas  de  trois  variables  indépendantes,  il  peut  se  pré- 
senter trois  cas  ; V”  l’int^ale  générale  est  représentée  par  le 
système  de  trois  équations  dont  deux  sont  les  dérivéesde  la  troi- 
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sième  par  rapport  à deux  variables  auxiliaires  z,  ; 5"  l’intégrale 
générale  est  représentée  par  le  système  de  deux  équations  dont 
l’une  est  la  dérivée  de  l’autre  par  rapport  à une  variable  auxi- 
liaire j»;  3“  enfin  l’intégrale  générale  est  représentée  par  une 
équation  contenant  une  fonction  arbitraire  de  deux  variables. 
On  a vu  que  ce  troisième  èas  ne  peut  se  présenter  que  si 
l’équation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux  dériyées. 

Ces  différentes  formes  sous  lesquelles  se  présente  ainsi  l’in- 
tégrale générale  d’une  équation'  aux  dérivées  partielles  sont 
inhérentes  à la  méthode  que  nous  avons  jadoptée.  On  peut  j 
toujours,  en  effet,  représenter  l’Intégrale  générale  d’une  équa-' 
tion  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  le  cas’ d’un 
nombre  quelconque  n de  variables  indépendantes,  par  un  sys- 
tème de  n équations  dont  l’une'  renferme  n- — i variables 
auxiliaires  avec  une  fonction  arbitraire  de  ces  variables,  et 
dont  les  n — i autres  sont  les  dérivées  de  la  première  par 
rapport  aux  auxiliaires. 

Soit,  en  effet,  l’équation  ' ' . 

(1)  ¥(x,y,z,...,u,p,q,r,...)  — r> 


dans  laquelle  u désigne  une  fonction  des  n variables  indépen- 
dantes x,x,  Z,. . ei  oh  p,  q,  r, . . . , représentent  les  dérivées 
partielles  de  « par  rapport  à x,  j'y  z,. respectivement.  Sup- 
posons que  l’on  ait  trouvé  une  intêgraie  complète  do  cette 
équation,  c’est-à-dire  une  solution  renfermant  n constantes 
arbitraires Soient 

* I * ■ . * ✓ 

(2).  V(j?,r,  3,. 6,7.. = O.  • 

/ 

cette  intégrale  complète.  On  en  tirera 


(3) 


dV  d\  d\  dV 


dV  d\  ' 
711-^’^ihcr^’"- 


et  l’on  reconstruira  évidemmentl’équation  (i)  en  éliminant  les 
n arbitraires  a,  6,  7, . . . , ^ entre  les  équations  ( 2 ) et  { 3 ). 
Supposons  maintenant  que  l’on  remplace  l’arbitraire  S par 
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une  fonction  arbitraire 


i—f(x,  6,  7,. . .) 


des  n — I autres  et  que  l’on  considère  celles-ci  comme  des 
variables.  Il  est  évident  que  les  équations  (3)  subsisteront,  si 
l’on  assujettit  les  arbitraires  devenues  variables  à satisfaire  aux 
n — I équations 


(4)' 


d\  dV  dV 


et  par  conséquent  le  système  formé  par  les  équations  (a)  et  (() 
représentera  une  solution  de  l’équation  proposée  contenant 
une  fonction  arbitraire  de  n — ^ i variables. 


29.  Considérons,  par  exemple,  l’équation  linéaire 

' . z = p-^  + qy, 

dans  laquelle  z est  une  fonction  inconnue  des  variables  x etj, 
etoii  /»  et  g représentent  les  dérivées  On  satisfait  à 

cette  équation  en  posant  . • 

Z — XX  -t-  6>’, 

2 et  6 étant  des  Constantes  arbitraires;  cette  dernière  équation 
est  donc  une  intégrale  complète,  et  si  l’on  remplace  6 par 
f(x),  l’intégrale  générale  sera  le  résultat  de  l’élimination  de  a 
entre  ' ' ’ 

'z  = xx  -{-xf{x),  X + xf'{x)  = o. 


On  peut  retrouver,  au  moyen  de  ces  équations,  la  forme  de 
l’intégrale  à laquelle  conduit  l’application  de  la  méthode  ordi- 
naire. En  effet,  d’après  la  seconde  équation,  la  fonction  arbi- 
traire/'(a)  est  une  foncticn  dc^?  « et/(a)  sont  donc  aussi 
G«  <Jd.  II. 
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des  fondions  de  et  la  première  de  nos  deux  équations  donne 

alors  - ^ • 


7 désignant  une  fonction  arbitraire. 


a8^3 


NOTE  III. 

SUR  QUELQUES  FORMULES  NOUVELLES  ET  LEUR 
APPLICATION  A LA  THÉORIE  DES  LIGNES  ET  DES 
. SURFACES  COURBES.' 


Celte  Note  est  le  résumé  de  deux  Mémoires  publiés  Tun 
dans  le  tomé  XVI  A\\  Journal  de  Mathématiques  pures -et 
appliquées,  loutre  dans  les  tomes  XLl  et  XLII  des  Comptes 
rendus  dés  séances  de  l’Acàdémie  des  Sciences.  . 

Quelques-uns  des  résultats  contenus  dans  le  premier  para- 
graphe-font  partie  d’une  lettre  que  j’ai  écrite,  il  y a plusieurs 
années,  à M.  Liouville,  et  qu’il  m’a  fait  l’honneur  d’insérer 
dans  une  des  Notes  qu’il  a publiées  avec  la'cinquième  édi- 
tion du  chef-d’œuvre  de  Monge,  Y A ppliçation  de  l’Analyse 
à la.  Géodiétrie.  • ' • ■ , 

. . § I. 

Formules  relatives  aux  lignes  courbes. 

t.  Considérons  une  courbe  à double  courbure  rapportée  à 
trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  Soient  M un  point  de 
cette  courbe  ; MT  la  tangente  en  M ; MN  la  normale  principale, 
c’est-à-dire  Celle  qui  est  située  dans  le  plan  osculateur  et  avec 
laquelle  coïncide  le  rayon  de  courbure;  ML  l’axe  du  pjanoscu- 
laleur.  Je  désignerai  par  («,  6,  y),  (Ç,  u,y,  {1,  (*,v)  les  angles  for- 
més avec  les  axes  coordonnés  par  les  droites  MT,  MN,  MJ. 
respectivement;  par  ds  la  différentielle  de  l’arc  terminé  en  M ; 
par  rfs  et  </>i  les  angles  de  contingence  et  de  torsion;  enfln, 
-par  P et  r les  rayons  de  courbure  et  de  torsiôn,  lesquels  ont 
pour  valeurs,  comme^on  sait,  ^ 


(-) 


ds 


ds 

'd^' 


. Je  me  propose*  d’indiquer  ici  quelques  formules^  par  les- 
quelles on  simplilic  notablement  la  solution  de  diverses, 

; . ig.  ■ 
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questions  relatives  à la  théorie  des  lignes  et  des  surfaces 
courbes.  Ces  formules  permettent  d’exprimer  les  différen- 
tielles des  divers  ordres  des  cosinus  des  trois  angles  a,  ï, 
ou  C,  V,  [i,  ou  7,  ç,  V,  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes 
cosinus  dont  les  coefficients  ne  contiennent  que  ds,  r,  f et 
■ leurs  différentielles.  Je  donnerai  ensuite  quelques  exemples 
qui  suffiront  pour  montrer  le  parti  que  l’on  peut  tirer  de  ces 
formules. 

Rappelons  d’abord  les  formules  connues  ' ; 

!<i«  =V(  cos  a )■' -»- ( </ cos  6 )’ -h  ( fif  cos  7 )s 

. : 

dn=  v/{rfcos>)’-(-  (<f  cosj*)»'-+-(ef  cosy)’, 

■ V • ■ , 

dcosa  d cos  a ^ . 

= — =f— ■ ; 

dcosè  dcosZ  ’ 


, d cos  7 d cos  7 

cos;  = -^=p-^^ 


d’où  l’on  tire 


IrfC0Sa=C0St — > ' 

P- 

I ..  ds 

a cos  6 = cos  V — 1 

,P 

J » 

acosi7  = cosç — < 

P 

2.  En  vertu  des  équations  (3),  les  équations 

cos  O cos  ç ‘t-  cos  6 cos  U -t-  cos  7 cos  î;  = 0, 

COSX  COS.Ç-l-  COSfiCOS  v-t-  COSV  COSÏ=  O, 


deviennent 


COS  a rf  cos  a 4- cos  e rf  COS  6 4- COS  7 rf  COS  7 = O, 
cosîi  d cos  a 4-  COS  [t  d cos  6 4-  cos  V d COS7  = o. 


D’ailleurs,  eh  différentiant  les  suivantes  : 

CÔS  a cos  i 4- cos  e cos  (*  4- COS  7 COSv  = O, 
cos’  i 4-  COS’  (i  4-  COS’  V ==  I , - 
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Cl  ayant  égard  à la  seconde  des  équations  (5),  il  vient 


(6) 


cos  a d COS  X -f-  COS  6 d cos  ft  H-  cos  7 d cos  V = O, 


cosi  </cOS>  H-  cos  (irfcos  (*  H-  COSv  </  cos  V = O. 

On  voit  que  les  équations  (6)  ne  diffèrent  des  équations  (5) 
qu’en  ce  que  rf  cos  a,  </ cos  6,  rf  cos  7 y sont  remplacées  par 
dcos\,  dcosfi,  dcosv;  d’où  l’on  conclut  que  les  premières 
différentielles  sont  ptoportionnelles  aux  dernières  t on  a donc 

d cos  X d cos  jx d cos  v dn p 

dTôsè  ‘ 


(7) 


d cos  a d cos^6  d cos  7 -Tt  r 
Ces  équations  {;;)  démontrent  le  théorème  suivant  : 

Si  a et'\  désignent  les  angles  formés  avec  une  droite  fixe  1) 
par  la  tangente  et  par  l’axe  du  plan  oscutateur  en  un  point  M 
d'une  courbe  à double  courbure,  le  rapport 

d cos  X ' ■ 

d cos  CL 

est  indépendant  dé  la  droite  D,  et  sa  valeur  est  égale  au  rapx 
port  de  la  première  courbure  à lu  seconde  (']. 

Des  équations  (4)  et  (7)  on  déduit 

ds 


(8) 


d cosX  = cosÇ  — > 
r 

J ds 

d cos  IL  — cos  U — 1 
^ r 

, ^ds 

d cos  w = cosç — • 
r 


(*)  M.  Bertrand,  ^ qui  J'avais  communiqué  ce  théorème,  Ta  proposé  convine 
cxcrcicoaiix  élèves  de  l’Ecole  Norihalo.  L’un  d’eux,  M.  Guiraudet,  lui  a remis  la 
démonstration  (jcométrique  suivante,  qui  csld’uno  cxtrèiiio  sinipHcitc: 

« La  direction  qui  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  pro- 
» portioiinels  à d cos  «,  à cos  %,  d cos  7,  est  celle  du  rnyun  de  courbure.  SI  roii 
» mène  par  l'origine  deux  parallèles  aux  axes  des  deux  plans  osculateurs  in(i* 

> niment  voisins,  et  que  Ton  pVenne  sur  ces  parallèles  des  longueurs  OM,  OM' 

> égoles  à l'unité,  la  ligne'MM'  qui  joindra  leurs  extrémités  fera  avec  les  axes 
))  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à dcosA,  d cos  fij  dcosv, 
» Ainsi,  pour  prouver  notre  théorème,  il  sufltt  de  montrer  le  parallélisme  deces 

, a deux  directions..  Or  cela  est  évident,  car  le  plan  parallèle  aux  axes  de  deux 
» plans  osculatenrs  voisins  est  parallèle  au  plan  normal  de  la  courlje  proposée, 
a et  la  droite  MM'  située  dans  ce  plan  est  évidemment  perpendiculaire  à Taxe 
m du  plan  oscillateur,  et,  par  suite,  parallèle  au  rayon  de  courbure,  s 
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3.  De  l’équntion  ' 

cos’  Ç + cos’  a + cos’  ).  = I , 

on  tire,  en  différenliani,  . ^ ' 

d cos  « , rf  cos \ > 

d cos  Ç = cos  a — cos  X ■ » 

cos  I - cos  t 

ei,  à cause  des  équations  (4)  et  (8), 

</cOSÇ  = — (COS«f?e-i-  COS  X d r.  ) _ 

I /cos  a COSXN  , 

> 

on  a donc  les  trois  nouyelies  équations  - > ’ . ' 

■ i d cos  Ç — 

(9)  jrfcosu  = 

I d cos  ç = 


( cos  a 

c.osX\ 

ds. 

'N 

\ P 
( cos  e 

■ rJ 

•cos'fi' 

) </#,  ■ 

\ P 

“T"  ‘ 

r 

/ cos  7 

COSï"' 

“f* 

\ P 

C ; 

f N 

'N'  • . 


d’où  i'on  tire 


(lO)  (»/cosÇ)’-h(rf  cos  v)’4- (rf  cos  ç)’ 4- — ^ 

Divisant'les  équations  (9)  par  ds,  différeotiant  ensuite,  et 
'ayant  égard  aux  équations  ( 4 ) et  { 8 ),  on  obtient  les  suivantes  : 

. , / jdcosS 


(i^)U 

l 


— ■ — f—  \ cos  ç ds  — ( cosad — t-cosXd  -')* 

ds  \f’  c’/  \ p rj 

I — -4-  — 1 cosu  ds — ( CQSêrf hC0S(4<f-l> 

\ p"  rV  ' - \ P . '■/ 


.rfcosu 


lis 

.dcosti 


ds 


cos  ^ds — ( cos7rf--t-cos»rf- 


4.' Des  formules  qui  précèdent,  découlent  immédiatement 
deux  théorèmes  remarquables.  Le  premier  de  ces  théorèmes, 
qu’on  établit  facilement  .par  des  considérations  géométriques. 
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aélédémoiUré  analytiquement  par  M.  Puiseux(i;o/>le  tome  VI 
du  Journal  de  M.  Liouville).  Il  consiste  en  ce  que  l’hélice  or- 
dinaire est  la  seule  courbe  dont  les  deux  courbures  sont  con- 
stantes. Le  second  théorème  est  dù  à M.  Bertrand,  qui  l’a  dé- 
montré géométriquement;  il  consiste  en  ce  que  les  courbes 
dont  les  deux  courbures  ont  un  rapport  constant  sont  des  hélices 
tracées  sur  un  cylindre  à base  quelconque. 

Le  premier  des  deux  théorèmes  dont  il  vient  d’être  question 
résulte  immédiatement  des  équalions(i  i),  qui,  en  faisant,  pour 
abréger. 


nr 


X 


et  prenant  ds  pour  la  différentielle  constante,  donnent,  si  r 
et  P sont  constants. 


’ [ </’  cos  I 


-,  cos  ç , 


(12) 


— cos  ç. 

m’ 


En  intégrant,  on  a 


(.3) 


' ■ S s 

cosX=  cos  cos  — cos  a'  sin  — » 
m ^ m 

• 

, s s 

cos  U =cos  6 cos h cos  h sm  — > 

m in 

' ■ ■ s , . s . 

cos  ç = cos  ccos  ' — h cos  c sm  — -■>  , 

m in 


en  désignant  paru,  />,  c,  b',  c'  les  angles  formés  avec  les 
axes  par  deux  droites  arbitraires  D et  I)'  perpendiculaires  entre 
elles.  Si  x,  y,  z représentent  les  coordonnées  de  la  courbe, 
on  a • ' 

. , </ cos  a d'.r 

• - ' = ; 
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les  équations  ( i3  ) donnent  alors,  en  intégrant. 


dx 

/ 

S 

e^ 

i 

^ ds 

= m 

1 cos 

a 

sin 

m 

- cos  a' 

COS 

771; 

cos 

a". 

dy 

= m I 

f 

^cos 

b 

sin 

s 

m 

- cos  b' 

cos 

771 } 

1 

cos 

h". 

dz 

( 

s 

s \ 

'‘.Ts 

= m 1 

1 cos 

c 

sin 

m 

- cos  d 

cos 

m) 

— 1~  71 

cos 

c". 

où  n désigne  le  radical  \/p’ — et  a",  b",  c"  les  angles  formée 
avec  les  axes  par  une  droite  D*  perpendiculaire  aux  droites  D 
et  D'.  Si  l’on  fait  coïncider  les  droites  rectangulaires  D,  D',  D"  . 
avec  les  axes  des  a:,  des  / et  des  z,  les  équations  ( i4)  se  rédui- 
ront à ’ ■ 

dx  .s  I ' 

P -T-  = w sin  — > 
ds  m i . 

dy  s . 

ds  ' m 

dz__ 

'"as-"’ 


d’où,  en  intégrant, 


nv  s 

X — X,  = cos  — J 

P ffi 

7»l’  . S 

P m 


À»  1 — An  — ? 

P 


ou,  en  transportant  l’origine  au  point  arbitraire  (x^,y„  z,)  et 
éliminante,  , , - 


(i5)  x = cos ^ y': 

' ' 0 mn 


7/i'  . 2 

sin  — — 

P mn 


Ce  sont  les  équations  de  l’hélice  ordinaire. 

' 5.  Le  second  des  deux  théorèmes  dont  il  a été  question  au 
numéro  précédent,  se  démontre  très- facilement  en  faisant 
usage  des  équations  (7).  Nous  nous  proposons  de  trouver  les 
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courbes  dont  les  deux  courbures  out  un  rapport  constant  k. 
On  a . - , 

(16)  d„  = kds, 

et,  par  suite,  en  vertu  des  équations  ( 7 ), 

Id  cos\  — kd  cosa  = O, 
dcosfi  — /frfcosS  = o, 
rfcosv — kd  cosf  = o; 

réciproquement,  l’une  des  équations  (17)  entraîne  l’équa- 
tion (i6).  En  intégrant,  on  a 

cosX  — itcosa  — constante, 

• cosft — Arcos6  = constante, 
cosv  — /rcos7  = constante;  , 

la  somme  des  carrés  des  premiers  membres  ayant  pour  valeur 
I ■+■  k',  on  aura 


ou  bien 


(18) 


cosl  — k COSa  = V I -t-  /r’  cosa', 
COS;* — A-COS6=  V^r+T’cosê', 

. coSï  — k COS7  + II*  COS7', 

cosX  = k cosa  -h  cosa'. 


cospt  = k cos6  -H  s/*  -H  A”  c0s6',, 
cos»  = k COS7  -H  •+-  A-^cos7'  ; 


6/7'  étant  les  angles  formés  avec  les  axes  par  une  droite 
fixe  arbitraire.  Si  l’on  prend  cette  droite  pour  axe  des  z,  les 
équations  (18)  deviennent 


('9) 


f COsX  =A'COSa, 

I cospi  = Arcos€, 

( cos»  = Ar  COS7 -i-  v^i  -t-A’; 


élevant’  au  carré  ces  équations  (19)  et  ajoutant  les  résultats, 
on  a 

f.o)  ■ : 
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■(21) 
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COS  V = 


V > 4-  /'■’ 

L’équalion  (26)  montre  que  la  tangente  à la  courbe  considé- 
rée fait  un  angle  constant  avec  l’axe  des  z;  c’est  donc  une 
hélice  tracée  sur  le  cylindre  qui  la  projette  sur  le  plan  des  arj. 

il  est  facile  de  voir  que,  réciproquement  pour  toute  hélice, 
c’est-à-dire  pour  toute  courbe  qui  satisfait  à l’équation  ( 20), 
l'équation  (16)  aT lieu.  En  effet,  7 étant  constant,  les  équa- 
tions (3)  montrent  que  cosi;  est  nul,  donc  la  normale  princi- 
pale est  constamment  perpendiculaire  à l’axe  des  z ; alors  l’é- 
quation {20)  entraîne  l’équation  (21)  à cause  de 


cos’Ç  -f-  cos*7  -t-  cos’v  = I . 


D’après  cela,  on  à 


cos’l  -H  COS’ft  = 


I -I-  /r’ 

I 


. - cos’a-f- cos’6= n* 

• I -f-  /i  ’ - 

. COSaCOS^-t-COSecOS(*  = -j-pjj; 

en  ajoutant  ces  équations,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
/l’ et  la  troisième  par — 2 A;,  il  vient 

■ - (cos>  — A cos«)’-i-(cosft  — A cos6)’  = o, 

d’où  l’on  conclut  les  équations  (19),  et,  par  suite,  les  équa- 
tions (17)  et  (16); 

11  est  facile  d’établir  maintenant  que  la  projection  sur  le  plan 
des  jrjde  la  courbe  qu’on  vient  d’étudier,  est  un  cercle  si  les 
deux  rayons  de  courbure  et  de  torsion  sont  eux-mémcs  con- 
stants, ce  qui  donnera  unè  nouvelle  démonstration  du  théo- 
rème établi  au  n°  4-.  " • ’ 

En  effet,  à cause  des  équations  (rg),  les  équations  (g)  don- 
nent ■ - 

■ - ■ r’  ■ ■ 


cosa  ff#  = <lx. 


rfC0sÇ:^-(:4-^) 

</cosu'=  — f-  4-  CQsfi  ds  = — - dy, 

\?  n ..  P' 
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d’où,  en  iirtégrant  et  désignant  par  x„  y,  deux  constantès, 

X X,=X  __  cos?, 

■ ' pr* 

- r — V,  = T cosu.  . ' 

. J r»+p’  , - 

Élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient,  à cause  de  cosï  = o, 

ce  qu’il  fallait  démontrer.  -, 

6.  L'équation  du  plan  normal  en  un  point  M{x,  y,  z]  d’une 
courbe  à double  courbure,  est 

(22)  (x,  — x)  cosa4-  ( Ji  — /)  cos6  + (z, — a)  COS7  =0. 

Différentions  celte  équation  par  rapport  à la  variable  indé- 
pendante dont  X,  y,  z,  a,  6,  7,  etc.,  sont  fonctions,  on  aura 

[x,  — x}d  cos  a -I-  ( — y)  d cos6  + (z,  — z}d  COS7  = ds, 

ou  . ' , 

(2$)  (x,  — x)cos?-|-(j^.  — /)C0SV -l-(a,— ^a)cosÇ  = p,  ’ 

Le  système  des  équations  (22}et{23)  appartient  à l’inter- 
section du  plan  normal  au  point  M et  du  plan  normal  in^ni 
ment  voisin,  oa,  si  l’on  veut,  à l’aie  du  cercle  osculateur  qu’on 
nomme  aussi  droite  polaire.  En  différentianl  de  môme  l’équa- 
tion (23),  il  vient 

(x,  — x]d  cos?  -i-  (yi — 7)  (/  cosu  4-  (zi  — z)d  cosç  = rfp, 

car  efx  cos? 4- rf/ cosu  4- rfa  cosç  est  nulle;  en  faisant  usage 
des  équations  (9)  et  ayant  égard  à J’équation  {22),  la  dernière 
équation  devient 

dv 

{i\)  (x,  — x)  cost -4-(7t — 7)coSp  4-  (z,— z)cosv  = — r 

’t  * ■ 

Le  système  des  équations  (22),  (a3^,  (24)  represènte  l’in- 
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“9’  . 

torsection  de  trois  plans  normaux  infîniinent  voisins,  c’est-à- 
dire  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  au  point  M.  Si  l’on  ajoute 
ces  trois  équations,  après  les  avoir  multipliées  respectivement, 
d’abord  par  cosa,  cosÇ,  cosX,  puis  par  cos6,  cosv,  cosf*,  puis 
enfin  par  cos 7,  cosÇ,  cos»,  il  vient 


(25) 


X,  — X = P cos  l — /■  ^ cosX, 
dp 

Xt  — X — P — r ^ cos  fl, 
dp 

Z,  — Z = p cos  ï — r ^ cos  ». 


En  élevant  les  équations  (aS)  au  carré,  et  désignant  par  R le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice,  on  a ' " 


{26) 


R’ 


De  là  résulte  ce  théorème  ; ■ ■ 

Si  une  courbe  est  tracée  sur  une  sphère,  la  quantité  p’-f-  /•’  ■ 

est  constante  en  chaque  point  et  égale  au  carré  du  raxon  de 
la  sphère. 

Réciproquement  : 

Si  en  chaque  point  d’une  courbe  la  quantité 

est  constante,  la  courbe  est  sphérique,  à moins  que  son  rayon 
de  courbure  P ne  soit  constant. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  différentier  les 
équations  (25).  On' trouve  ainsi,  en  se  servant  des  formules 
données  précédemment,.',. 


{27) 


('S)J 

m 


cosX, 

COSfi, 


Ainsi  la  condition  “pour  que  le  centre  de  la  sphère  oscula- 
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trice  soit  le  môme  pour  les  différents  points  de  la  courbe  est 


elle  n’est  pas  satisfaite  si  p = une  constante.  Elle  devient  in- 
tégrable en  la  multipliant  par  l’on  trouve 

f’ 


rf  p’ 

r’  = constante, 
as' 


équation  qui  est  satisfaite  par  p = une  constante.  En  excluant 
ce  cas,  on  voit  que  si  la  précédente  équation  a lieu,  les  quan- 
tités X,,  jr,,  J,,  R sont  constantes  pour  tous  les  points  de  la 
courbe  proposée  ; cette  dernière  est  donc  tout  entière  située 
sur  une  spbère  fixe  (*  ).  ! 

Les  équations  (27)  peuvent  servir  à démontrer  ce  théorème 

(*)  M.  Bertrand  m'a  donne  do  ces  résultats  une  démonstration  géométrique 
fort  simple,  fondée  sur  des  considérations  dont  il  a déjà  plusieurs  fois  fait  usage. 
Je  crois  devoir  1a  transcrire  ici  : 

■ Nommons  p le  rayon  do  courbure  d'une  courbe,  s"  l’arc  de  la  courbe  lieu 
» de  scs  centres  de  courbure:  le  triangle  induitésimal  formé  par  l’arc  d/,  la 
» normale  principale  qui  aboutit  à Tune  de  ses  extrémités,  et  la  perpendicu* 

» laire  abaibsce  sur  cette  normale  par  l’autre  extrémité  de  montre  que  le 

dû 

» cosinus  do  l'angle  formé  par  Tare  i'  avec  le  rayon  p est  égal  à Si  l'on  re< 

» marque  que  le  rayon  p est  langent  à la  surface  développable  lieu  des  axes  des 

• cercles  osculateurs  sur  laquelle  estsitué  l’arc  ds\  et  qu’il  coupe  à angle  droit 

» la  génératrice  correspondante,  on  en  convhitque  ~ est  aussi  le  sinus  do  l’an- 

as 

> gleque  ds'  forme  avec  cette  génératrice^  et  que,  par  suite,  dp  est  la  distance 
1»  de  l’une  des  extrémités  de  dr' h la  génératrice  qui  passe  par  l'autre  extrémité; 

» mais  l'angle  de  deux  génératrices  égal  à l'angle  de  deux  plans  oseulatears  do 

d s 

» la  courbe  proposée»  est  mesuré  par  ~ > en  désignant  par  ds  l'arc  înnnlment« 

» peltt  de  cette  courbe  et  par  ^ sa  seconde  courbure.  Si  donc  on  nomme  u la 

M distance  de  l'arc  ds*  au  point  où  se  coupeut  les  deux  axes  consécutifs,  on  aura 

, ds  dp 

dp  = u • 

r ds 

• Or  le  rayon  p,  la  distance  u et  le  rayon  R de  la  sphère  osculatricc  forment 

» évidemment  un  triangle  rectangle;  donc  « 

R*  = p*  + '*^- 

» Si  Ton  porte  sur  des  normales  à une  courbe  une  longueur  constante»  la  courbe 
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connu,  que  le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatricés  d'une 
courbe  quelconque  est  V arête  de  rebroussement  de  la  surface 
développable  lieu  des  droites  polaires  ou  axes  des  cercles  os- 
culateurs." 

S'il  s’agit  d’une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  p est  con- 
stant, mais  seulement  dans  ce  cas,  les  équations  (aSJ  se  ré- 
duisent à ■ 

X, — x = pcosÇ, 

^'i~^=pcosu,  ■ ■ 

V Zi  Z P cos 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  la  sphère  osculalrice  coïncide 
avec  le  centré  de  courbure  ; d’où  l’on  conclut  ce  théorème  : 
Si  une  Courbe  à double  courbure  a son  rayon  de  courbure 
constant,  le  lieu  des  centres  de  courbure  se  confond  avec  l'a- 
rête de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe  des  plans  nor- 
maux, et  réciproquement.  . ’ 

7.  Considérons  une  courbe  située  sur  une  sphère  de  rayon  n 
et  dont  le  centre  est  à l’origine  des  coordonnées;  On  aura 

{28)  ' p-4-r»,^  — ; . . 


et,  comme  les  coordonnées  x,,/,,  z,  sont  constamment  nulles,  - 
les  équations  (aS)  deviennent 


x = — P cos  $ -)-  r ^ cos  X , 


• (29)  ' 


‘7=  — pcosu  -|-/^COS{t, 
rfp 

" dŸ 


z = — P cosÇ-l-  r-feosv. 


» lioil  do  leurs  extrctnîlés  les  coupe  luutes  h ançlo  droit;  si  donc  R est  constant, 
I»  l’arèle  de  rebroussement  de  la  surface  développable  doit,  si  elle  ne  se  réduit  pus 

* h un  poinij  couper  à anclc  droit  les  oormalt^s  de  la  courbe  proposée  qui  pas- 

• sent  par  les  différents  points»  cc«  normales  sont  donc  perpcndiculuircs.à  Taxe 

» des  cercles  oseulateurs  et  sont,  par  conséquent,  des  normales  principales; 
,»  U se  confond  donc  avec  et  Ion  a * * ^ 

P =i  constante,  n 
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Il  est  facile  de  voir  que  les  courbes  sphériques  de  courbure 
constante  sont  des  cercles.  En  effet,  si  p est  constant,  l'équa- 
tion {28)  montre  que  l’on  a r=oo  ou  f — a.  Dans  le  premier 
cas,  il  est  évident  que  la  courbe  est  une  circonférence,  puis- 
qu’elle est  plane.  Dans  le  second  cas,  où  p = a,  les  équations 
(29)  donnent.  ‘ 

X — — a cos  Ç , a cos  o , z = — a cos  ç. 

D’ailleurs,  en  prenant  l’arc  a de  la  courbe  pour  variable  in- 
dépendante, cosÇ,  cos  U,  cosÇ  sont  proportionnels  à d’x, 
d'y,  d' IX  011  a donc 

" yd'z  — zd'-y=o,  zd'x  — xd'z  = o,  xd'y — yd'x  = o. 

Intégrant  cf  désignant  par  A,  B,  C des  constantes,  il  vient 

\ 

ydz — zdy  — K ds,  zdx — xdz  = B </* , xdy  — ydx  = C </a  ; 

. enfin,  en  ajoutant  ces  équations  respectivement  multipliées 
parx,  J,  Z",  il  vient  ' ' . 

-Ax-)-B^'-t-Cz  = o,  ‘ ~ 

qui  est  l’équation  du  plan  d'un  grand  cercle.  ~ 

Là  recherche  des  courbes  sphériques  dont  le  rayon  de 
torsion  r est  constant,  présente  plus  de  difficulté.  Je  me  bor- 
nerai à montrer  que  ce  problème  dépend  de  l’intégration  d’une 
seule  équation  différentielle  du  deuxième  ordre. 

V Si  r est  constant,  l’équation  {28)  s’intégre,  et  donne 

" - .s  — s, 

P = a sin J 

. ' r ^ . 

■ “ r ' • • 

' ou  simplement, 

.s  ' ' ' 

, ^=asin-j 
r ^ 

puisque  l’origine  des  arcs  s est  arbitraire.  On  déduit  do  là 

‘do  ' s' 
r-r  = n cos  -» 
ds  r . ‘ 
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et  le$  équations  (ag)  donnent 


s . . sdcosX 

- = cos- cos  X — rsin -, — » 

, a r r as 


(3o) 


)r 


s 


. sd  cos  (t 


= cos-cos(»  — rsin- 


^ ««O  * ^ . s d cos  V 

- = cos-cosv  — rsin = — • 

‘a  r r ds 


Le  problème  est  ainsi  ramené  à exprimer  cos  X,  cos  [i,  cos  v 
en  fonction  de  s,  car  les  équations  (3o)  donneront  ensuite  a?, 
.r,  Z en  fonction  de  cette  variable. 

La  première  des  équations  (9),  savoir, 

É^cosï=— 1^— - + — — j É&,  ■: 


donne,  à cause  de 

rfcosX 


COS  5 — r - 


ds 


et  cosa=  v/i— cos’X  — cos’ç. 


et  en  prenant  toujours  s pour  variable  indépendante, 

,<f’cosX  , r / /dcosW^  ' 

r»  — - -h  COS  X ■+■  - y/ 1 - cos-  X - r-  (— j — ) = o , 

ou,  en  remplaçant  p par  sa  valeur  sin  - , - • 

! ^ 

.‘s/  .É?-^cosX  \ ! /<fcosX\‘ 

~dï‘ l-cosXj  + ry/i-cos-X-r-^-^j  =0. 

On  peut  prendre  pour  unité  le  rayon  r de  torsion,  et  l’on 
voit  alors  que  l’équation  différentielle  du  deuxième  ordre 


(3.)  àsin,(''^J  + T)-i-Y/,_^._^*=o 

est  satisfaite  par?  = cosX,  = cos  f»,  = cos  v. 

En  combinant  l’équation  (3i)  avec  celle  qu’on  en  déduit  par 
la  différentiation,  on  obtient  une  équation  linéaire  du  troi- 
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sièmc  ordre,  mais  i'intégratioii  de  cette  équation  parait  offrir 
de  grandes  difficultés;^  ' 

8.  Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  XV  du  Journal  de 
M.  Liouville,  M.  Bertrand  a démontré  que  les  normales 
^clpales  d’une  courbe  à double  courbure  donnée  ne  peuv'ent 
être  les  normales  principales  d’une  autre  courbe,  à moins  qu’il 
n’existe  une  relation  linéaire  entre  les  deux  courbures  de  la 
courbe  donnée.  On  démontre  ce  théorème  d’une  manière  très-  ' 
simple  et  très-élégante  en  faisant  usage  des  formules  obtenues 
plus  haut.  ■ - 

Soient  x,  z les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe  ' , 
donnée,  et  cherchons  la  condition  pour  que  les  normales 
principales  de  cette  courbe  soient  aussi  celles  d’une  autre 
courbé.  Désignons  par  xi,  , z,  les  coordonnées  de  cette 
deuxième  courbe,  par  ds,  la  différentielle  de  l’arc,  et  dt,  l’an- 
gle de  contingence. 

On  doit  avoir,  a étant  une  constante,  - • . 


(3a)  . 
(33) 


X,  = x-|-acosï, 

, rfx,  . , 

O -r~  — cos  ç ««,. 
ds, 


Différentiant  l’équationf  3a),  il  vient,  à cause  de  rfx  = ds  cos  a, 

rfxi=|^^i  — ^jcos  a — ^cosxj  rfi;  ■ .•  . . 

de  cette  équation  et  des  deux  autres  semblables  relatives  aux  ' 
axes  des  J et  des  a,  on  déduit  • „ 


■V  rf*,  = y/(i -2^V^,rf*  = RrfAr  f 

on  a,  d’après  cela; ^ 

rfxi  I r/  «\  ■ ^ 1 

J -, 

différentiant  cette  dernière  équation  et  comparant  le  résultat^ 

, C®-etf.  11.  . ' ^ 2Ü 
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avec  l’équalion  (33),  il  vient 


(31 


[?  '*'  ?)  “ “ ^ J * ■ ■ 

• i -H+C' 

Il  est  évident  que  cette  équation  aura  lieu  encore  si  l’on  rem- 
place a,  Tl,  Ç par  6,  (i,  vou  par  y,  y,  ç respCctivernent  ; d’où  il 
.suit  que  les  coefficients  de  cos  5,  cos  a,  cos  X sont  nuis.  On  a 
donc  • , 


,(35) 


J ad 


J I \ d\\ 


Ces  équations  (35)  sont  le  résultat  de  l’élimination  de  a,, 
entre  les  équations  (3a),  (33)  et  les  quatre  semblables  rela- 
tives aux  axes  des  / et  des  z.  Les  deux  dernières  ne  contien- 
nent que  P et  f,  car  ' 


<2» 

7î’ 


et  elles  conduisent  au  même  résultat  par  l’intégration.  On  dé- 
duit de  l’une  ou  de  l’autre 


(36) 


a 

P 


b_ 

r 


h désignant  la  constante  arbitraire.  Telle  est  la  condition  à la- 
quelle doit  satisfaire  la  courbe  donnée  pour  que  ses  normales 
principales  appartiennent  à une  autre  courbe.  Quant  à la  pre- 
mière des  équations  ( 35),  elle  fait  connaître  l’angle  de  contin- 
gence dt,  de  la  seconde  courbe.  - ■ 

§ II. 

Sur  les  lisaes  de  courbure  des  surfaces. 

9.  Considérons  une  courno  C située  sur  une- surface  S.- 
Désignons  par  ^ 6,  y les  angles  que  forme  avec  trois  axes 
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rectangulaires,  la  tangente  à la  courbé  C au  point  (x,  r,  a); 
par  I)  y,  5 et  X,  p,  v,  les  angles  formésavec  les  mêmes  axes  par 
la  normale  principale  et  par  l’axe  du  plan  osculateur.  Soient 
aussi  déeldn  les  angles  de  contingence  et  de  torsion.  Les  onze 
angles  qui  viennent  d’être  définis  et  les  coordonnées  x,  j,  z 
doivent  être  considérés  comme  des  fonctions  d’un  paramètre 
, dont  les  diverses  valeurs  répondent  aux  différents  points  de  la 
courbe 

Soient  a',  &,  y'  les  angles  formés  avec  les  axes  par  la  nor- 
male de  la  surface  S au  point  (x,  x)  de  la  coyrbe  C.  On 
peut  assigner  une  courbe  C'  dont  les  points  correspondent- 
,aux  points  de- la  courbe  Ç et  telle  que  la  tangente  au  point 
a')  qui  correspond  à (x,/,  z)  fasse  avec  les  axes  les 
angles  a',  6',  y'.  Si  la  courbe  Cest  une  ligne  de  courbure  de 
la  surface  S',  les  normales  à cette  surface  aux  différents  points 
de  la  courbe  C forment  une  surface  développable  dont  l’arête 
' de  rebroussement  peut  être  prise  pour  la  courbe  C'.  Dans  tous 
les  cas,  la  courbe  C'  étant  définie  comme  il  vient  d’être  dit, 
nous  désignerons  par  i',  v',  ç'  et  V,  p',  v'  les  angles  que  for- 
ment avec  les  axes  la  normale  principale  et  Taxe  du  plan  oscula- 
teur de  cette  courbe  C';  par  dt'  et  dn'  les  angles  de  contin- 
gence et  de  torsion. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  les  trois  groupes  suivants  de  for- 
mules par  lesquelles  les  angles  u et  a se  trouvent  complète- 
ment définis. 

cos  4 cos  a' -t- cos  e cos  ê'-l- cos  7 cos  7'  = O,  . 
cos  a cos  5'  -t-cose  COSu'-+-  COS7  cosï'  =sinw,  ’ - ‘ ■ 
COSaCOsV-l-  cos  6 cos  p' 4- cos  7 COSv'  = cos«  ; 

I C0SÇC0Sa'-f-C0SuC0Si;'-f-C0Si;C0S7' 

{2)  . \ C0SÇC0S?'4-C0SvC0Sv'4-C0SÇC0SÇ' 

1 cosCcosi' -f-COSvCOSp'-t-COSÇCOSv' 


COS  O,  - 

— sinsreosu, 
-l-sin  osin  u. 


I COS  i COS  a'-f-COSp  COSê'-|-COS»COS7'  = 
cos  >COS|‘  -h cos  ft  COS'/-+-COSvCOS  = 
cos  X cos  V COS  ft  COS  fx'  COS  V COS  v'  =r 


= — -siOcr» 

= — COSoCOSw, 
=±C0SüSin  oi  ; 


2.0. 


3oo  ■ SOTE  SUR  Ut  THÉORIE  - 


. La  dîffércniiaiion 

de -ces  équations  conduit  aux  trois  sui- 

vantes  : 

- 

' 1 

sin  w </j'=  sin  13  </t. 

(4) 

dn-yduz=  — cos  a r/e, 

r/a  =r/jj -1-COS  ur/e'.  r , - 

' 10.  Lp  dcmitTC  équation  ( 4 ) fournil  un  lliéorème  remarqua- 

ble. Je  dis  d’abord  que  si  la  courbe  C est  une  ligne  de  courbure' 
de  la  surface  S,  l’angle  « = 90",  et  réciproquement.  Désignons 
en  effet  par,_X,  Y,  Z les’ coordonnées  d’un  point  quelconque 
de  la  normale  menée  à la  surface  S par  le  point  {x,  y^.z)  de 
là  courbe  C,  et  par  R la  dislance  des  deux  points  (X,  Y,  Z), 

, a ),  on  aura 

■C  ' ■ ■ 

,.X — tr-(-Rcosa'  = o,  Y— J+ Rcos 8'=^  O,  Z — z-hRcos7'=  o; 

pour  exprimer  que  celle  normale  est  rencontrée  au  point 
^X,  Y,  Z)  par  la  normale  menée  à S en  un  point  inûnimeht 
voisin  de  ( x,  re  a)  pris  comme  celui-ci  sur  la  courbe  C,  il  suf- 
fira de  difiérenlier  les  équations  précédentes  en  considérant 
X,  Y,  Z et  R comme  constantes.  On  a ainsi 


Rcos?'rft'=rfscosa,  RcosuV«'=rfscüsê,  Rcpsç't/j'=(licos7, 
d’où'  ' - - • ■ 

et  * ■ , , ; . • . 

COS5'  = COS«,  COSu'=  C0S8,  ' COSÇ'  = COS7. 

Les  formules  (1)  montrent  que  ces  dernières  équations  équi- 
valent à ■ 

sin>a=i,  ou  cos  U. = O,  ou  01  = go°.  ' 

D’après  cela,  et  en  se  reportant  aux  formules  (4),  on  voit  que 

l’équation  - . , 

rfo  = 

exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  C soit,, 
une  ligne  de  courbure  de  S.  Mais  o désigne  évidemment  ’ 
I première  équation  (3)]  l’angle  que  le  plan  osculateur  de  C 
fait  avec  le  plan  langent  de  S,  ou  avec  la  surface  S elle-même. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  dû  à Lancrel: 
L’artf'le  de  torsion  d'une  ligne  de  courbure  d’une  surface 
est  la  différentielle  de  l'angle  que  fait  avec  la  iiirface  le 
plan  osculateur  de  la  ligne  de  courbure.  . , 
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• Et  réciproquement,  y • . 

Vne  lignç  tracée  sur  une  surface  est  une  lifr/ie  de  courbure 
de  la  surface,  si  l'angle  de  torsion  est  la  différentielle  de 
l'angle  que  fait  avec  la  surface  le  plan  osculateur  de  la  ligne. 

Si  l’on  suppose  que  la  courbe  C soit  plane,  on  a rfn  = o et, - 
par  suite,  l’équation  da^dn  donne  n - constante.  On  a donc 
le  théorème  suivant  qui  est  un  cas  particulier  du  précédent  et 
que  Joachimstlial  a démontré  direclonient:  - 

Si  une  ligne  de  courbure  d'une  surface  est  plane,  le.  plan 
de  cette  ligne  de  courbllre  coupe  la  surface  partout  sous  le 
même  ansrle.  ' 

O - t . ‘ 

Et,  réciproquement,  , 

Si  un  plan  coupé  une  surface  partout  sous  le  même  angle, 
l'intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  la  suiface. 

• On  peut  encpre^  déduire  de  ce  qui  précède  une  propriété 
curieuse.  La  courbe  C étant  ligne  de  courbure  de  S,  on  a, 
comme  on  a vu,o)  = 9o"  et  par  suite  du>  — o;  les  deux  pro- 
niières  équations  (4)  donncjit  alors 

. • f ■ 

d t' 


(/«'  = sin  dn' — — -COSade, 


ce  qui  montre  que  est  constant  si  la  courbe  C est  plané.  On 
.a  donc  ce  théorème; 

Si  une  ligne  de  courbure  d'une,  surface  est  plane,  les  nor- 
males de  la  surface  aux  points  de  la  ligne  de  courbure  for- 
ment une  surface  développable  dont  l'arête  de  rebrouisemenl 
jouit  de  la  propriété  qae  ses  deux  courbures  ont  un  rap- 
port constant.  Cette  arête  de  rebroussement  est  donc  une  hé- 
lice tracée  sur  un  cylindre  à base  quelconque.  , 

11.  Supposons  que  la  courbe  C soit  l’intersection  de  la  sur- 
face S par  une  autre  surface  S,  ; désignons  par  o',-,  n, , s\  et 
les  valeurs  qu'il  faut  mettre  au  lieu  de  w,  n,  ê,  «'  quand  on 
substitue  S,  à S.  On  auiâ  < 

d m = dn  cos  ad ê , d a,  ==  di,  -f-  COS  fri,  i/e', , 
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d’où,  en  faisant  nr  — o,  = V, 

_ V = COSfkif/j'  — COSw,  rfl',. 

Il  est  aisé  de  voir  que  V est  l’angle  sous  lequel  se  coupent 
les  surfaces  S et  S,,  car  le  cosinus  de  cet  angle  est  la  somme 
des  produits  des  cosinus  des  angles  que  font  les  normales  aux 
surfaces  S et  S,  avec  trois  axes  rectangulaires  quelconques. 
l’on  prend  pour  ceux-ci  les  trois  droites  (a,  6, 7) , ( ç,u,  ç )>  { (*>  '’)> 
on  trouve  immédiatement  que  le  cosinus  dont  il  s’agit  est  égal 
à cos  a cos  O,  -t-  sin  nr  sin  a„  c’est-à-dire  égal  à cos  ( n — o,  ). 

Si  la  courbe  C est  ligne  de  courbure  de  S et  de  S,,  cos  »>  et 
cos  M,  sont  nuis,  on  a donc  • • » , 

« I ■* 

(l\  = 0 et  V=  constante. 

t 

Réciproquement  si  V est  constante  et  si  l’un  des  cosinus  cos  « 
et  cos  ui  est  nul,  l’autre  est  aussi  nécessairement  nul.  On  a 
donc  ce  théorème  : , 

Si  l'intersection  de  deux  surfaces  est  une  ligne  de  coiir- 
hure  de  chacune  d’elles,  ces  deux  .surfaces  se  coupent  partout 
sous  le  même  angle. 

Et  réciproquement , 

Si  deux  surfaces  se  coupent  partout  sous  le  même  angle  et 
si- l’intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  l’iitie  des  sur- 
faces, elle  sera  aussi  une  ligne  de  courbure  de  l’autre  sur- 
face. 

Supposons  que  l’une  des  deux  surfaces  se  réduise  à un  plan  ou 
à une  sphère;  toute  ligne  plane  ou  sphérique  peut  être  consi- 
dérée comme  une  ligne  de  courbure  du  plan  ou  de  la  sphère 
sur  laquelle  elle  se  trouve.  On  a donc  ce  théorème  quf  com- 
prend l’un  de  ceux  énoncés  précédemment  : 

Si  une  ligne  de  courbure  d’une  surface  est  plane  ou  sphé- 
rique, le  plan  ou  la  sphère  qui  contient  cette  ligne,  coupe  la 
surface  partout  sous  le  même  angle. 

Et  réciproquement, 

Si  un  plan  ou  une  sphère  coupe,  une  surface  partout  sous 
le  même  angle,  l’intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  la 
surface.  ' 
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On -peut  ajouter  la  proposition  suivante  : 

Unç  ligne  de  courbure  d'une  surface  ne  peut  être  ligne 
géodésique  sur  celle  surface  que  si  elle  est  plane,  et  dans  ce 
cas  il  faut  encore  que  le  plan  de  la  ligne  de  courbure  soit  nor- 
mal A la  surface;  celte  condition  est  évidemment  suffisante. 

En  effet,  reprenons  les  équations  (4).  Pour  que  la  courbe  C 
soit  ligne  géodésique  de  S,  il  faut  et  11  suffit  que  sr  soit  égal  con- 
sta’niment  à 90®;  on  a alors  da  =0,  et  la  troisième  équation 
( 2)  devient 

. . • .V 

dt!  4-  cos  adt'  —O. 

• Pour  que  cette  lighe  géodésique  soit  ligne  de  courbure,  il 
faut  que  cos  « = o et  par  suite  d»  = o. 

§111.  ' 

Recherche  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de  l’un  des 
systèmes  sont  planes  on  sphériques. 

12.  Sur  les  trajectoires  orthogonales  d'un  plan  mobile; 
La  recherche  des  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  l’une 
des  courbures  sont  situées  dans  des  plans  nprmaux  à la  surface,  ' 
se  ramène  immédiatement  à la  détermination  des  trajectoires 
orthogonales  d’un  plan  mobile.  L’intégration  dont  dépend  la 
solution  de  ce  problème  peut  être  effectuée  d’une  manière 
très-élégante  au  moyen  des  formules  que  nous  avons  établies- 
■ dans  le  § I;  c’est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  içi. 

Désignons  par  x,  y,  z des  coordonnées  rectangulaires;  par 
a,  6,  7.;'Ç,  y,  Ç;  ft,  v les  angles  formés  avec  les  axes  par  la 
tangente  de  la  trajectoire  orthogonale  du  plan  mobile,  par  la 
normale  principle  (direction  du  rayon  de  courbure)  et  par 
Taxe  du  plan  osculaleur.  Soient  aussi  ds  la  différentielle  de 
l’arc  de  la  trajectoire,  dt  l’angle  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines,  et  drt  l’angle  de  deux  plans  osculatcurs  infiniment 
voisins.  Ou  aura  ces  trois  formules  relatives  à l’axe  des  x, 

l d cos  a = cos  Ç </« , 

( I ) . < (/  cos  1 = cos  ï </>i , 

■ ^ (/ cos  ç = — cos  a di — COsX//>i,  . ' . ; 
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et  six  autres  semblables  relatives  aux  axes  dos  j et  des  a;  on 
a,  en  outre,  . . 

rff  = \^(rfC0S  a)*  4-(</cOS  5)’ -t-(rfcoS7  )*,  / ' 

(/r.=  v^(<icosX)’-f-(</cos(i)’  + (</cosv)’. 

Cela  posé,  l’équation  du  plan  mobile  sera 
( 3 ) X cos  a -f-  J cos  e 4-  3 cos  7 = «, 

où  l’on  doit  considérer  a,  ê,  7 et  « comme  des  fonctions  d’un 
paramètre  variable  t;  et,  pour  obtenir  les  trajectoires  ortho-  ' 
gonalcs,  il  faudra  intégrer  les  équations 

(4)  dx  = ds  cos  a,  t//  = </jcosS,  dz  = ds  CQS  ■J.. 

* 

A cet  effet,  nous  poserons 


(5) 


:CC0S>4-/C0S  + 2 COSv  = U; 


en  différentiant  deux  fois  cette  équation  (5),  et  ayant  égard  aux 
équations  ( 1 ) et  ( 4 )(  il  vient 

(6)  ; arcosï+/cosu4-acos!;=:-^^ 


d 'fl 


(7)  XCOS  a -(-/cosfi -r- 2 cos  7 = ■ 


de 


r , 

_ dr,  J 


La  comparaison  des  équations  (3)  et  (7)  donne 


f8) 


rfU 

,,  . de 


Sans  fixer  la  quantité  qàf||^ous  choisissons  pour  le  paramè- 
tre/,  nous  pouvons  prendre  >i  pour  variable  indépendante,  et 
poser  . , . . ' . 


(9) 


f"  désignant  la  deuxième  dérivée  de  la  fonction  f ;.alors  l’inté- 
grale de  l’équation  (8)  est  • 

(lo)  ^ U = A sin  J) -l-B  cos  n — ^'("),  ■ * 

A Cl  B étant  deux  constantes  arbitraires.  : 
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11  résulte  de  là  que,  si  l’on  pose 
(il)  V=jrcosH-j'-cos(i-(-z  cpsv  + 9(>i)— Asin«  — Bcosn, 

les  équations  (5),  (d)  01(7)  qui  appartiennent  à la  trajectoire 
du  plan  mobile  seront  équivalentes  aux  trois  suivantes  : 


(>2) 


V = o. 


dV 

dt 


= 0, 


rf’V 
di^  ■ 


car  les  termes  qui  proviennent  de  la  variation  de  x',  y,  z 
d\ 

dans  V et  dans  — r-  se  détruisent  mutuellement. 
ai 


Nous  ferons 
cosX  = 


COS  f*  : 


/(<) 


COSv  = 


d’où  il  résulte 
(.3) 


fv/. -+-/'■•  + {/-//')■ 


en  désignant  par/une  fonction  du  paramètre  t et  par/'  la  dé- 
rivée de  cette  fonction.  Si,  en  outre,  on  met  dans  l’équa- 
tion (n),F(t)  au  lieu  de  ÿ(ii),  9 et  *(6)  au  lieu  de  A et  B,  il  vient 

(i4)  V = — Osinn  — 4>(9)cos»i^" 

où  » représente  la  valeur  donnée  par  l’équation  (i3).  Et  si  l’on 
élimine  < et  0 entre  les  équations 


(.5) 


V = o, 


d \ _ p\ 
dt  dp' 


:0, 


on  obtiendra  l’équation  générale  des  surfaces  pour  lesquelles 
les  lignes  de  l’une  des  courbures  sont  dans  des  plans  normaux 
à la  surface;  les  équations  (i5)  renferment  trois  fonctions  ar- 
bitraires,/, F et  9>.  11  est  clair  que  notre  analyse  exclut  le  cas 
où  les  lignes  de  la  deuxième  courbure  sont  planes. 

On  peut  obtenir  un  résultat  plus  simple  encore  dans  le  cas 
particulier  où  les  plans  des  lignes  de  la  première  courbure 
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passent  par  un  point  fixe.  En  plaçant  l’origine  des  coordon- 
nées en  ce  point,  on  a « = o,  et  la  fonction  <f  de  l’équation  ( lo) 
est  nulle.  Si  l’on  pose 

W = V sin  B -J-  cos  n, 

' an 

on  pourra  aux  équations  (12),  c’est-à-dire  aux  équations  (5), 
(6)  et  { 7 ),  substituer  les  trois 


W = o, 


dW 

dt 


O,  A’ 4- B’, 


dont  la  dernière  s’obtient  en  ajoutant  (5),  (6),  (7)  après  les 
avoir  élevées  au  carré.  Or,  en  désignant  par/(<)  une  fonction 
du  paramètre  t et  faisant 


cosisin  13 -^-cos  Çcos  1}  _ cos /x 811119 *4* cos u cos cos  v sim? -t- cosÇ  cosij 

i 7TÔ  ; 

la  valeur  de  W se  réduit  à — si  donc  on  pose 

- yjTTTTT 

K — A>  + B>),  ■ • > 

et  qu’on  remplace  A’ -t- B’ par  a;’ 4- 3’,  ce  qui  donne 
S 4-  f-î"  ~^fy 

l’équalioii  de  la  surface  que  nous  considérons  sera  le  résultat 
t!e  l'élimination  de  t entre  les  deux  équations 

dW 

' -dT^°’ 


qui  renferment  les  deux  fonctions  arbitraires/ et  4’.  On  re- 
trouve ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  rune  des  surfaces  étu- 
diées par  Monge.  . 


13.  Sur  les  trajectoires  orthogojiales  d’une  sphère' mobile. 
La  recherche  des  surfaces  dont  les  iignes  de  l’une  des  cour- 
bures sont  situées  sur  des  sphères  normales’à  la  surface,  se  ra- 
mène immédiatement  à la  détermination  des  trajectoires  orllm- 
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gonales  d’une  sphère  mobile,  et  ce  dernier  problème  se  réduit 
lui-mônie  très-aisément  à la  détermination  des  trajectoires  or- 
thogonales d’un  plan  mobile,  question  dont  nous  venons  de 
donner  la  solution.  C’est  ce  que  je  me  propose  d’établir 
ici  (*). 

Soit 

’(.i)  ^ {x  — — b)'  + {z  — cY=r^ 

l’équation  d’une  sphère  en  coordonnées  rectangulaires;  a,  b,c,r 
désignent  des  fonctions  d’un  paramètre  variable  t.  Les  trajec- 
toires oHhogonales  de  cette  sphère  mobile  auront  pour  équa- 
tions différentielles 

, . dx  dy  dz 

(a)  — — = — — x = 

Soient  a,  6,  y les  angles  formés  avec  les  axes  par  une  droite 
arbitraire  variable  avec  le  paramètre  /;  désignons  aussi  par  a 
une  nouvelle  fonction  de  < et  posons  ■ ' 

f 3 ) da=  rttd > db  — rud * de  — rud  — 

' ' M « U 


Enfin,  au  lieu  des  variables  x,y,  z,  prenons-en  trois  autres 
XttjTx,  Z,  telles  que  l’on  ait 


! 

( •)  M.  Ossiûn  Bonnet  s’est  occupé  le  premier  de  la  recherche  des  surfaces 
dont  il  s’agit  (ci.  Mais  les  formules  qu’il  a données  me  paraissent  trop  compli- 
quées pour  qu'on  puisse  en  tirer  parti  ; aussi  je  crois  faire  une  chose  utile  en 
publiant  le  résultat  si  simplcque  j'ai  obtenu.  On  verra  d'ailleurs  que  l'analyse 
dont  jo  fais  usage  s'applique  sans  difficulté  au  cas  général,  non  encore  résolu, 
des  surfaces  dont  les  lignes  de  l'une  des  courbures  sont  sphériques.  / 
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d’où  l’on  tire,  en  ayant  egard  à l’équation  (i). 


u{x  — a -h  rcos  a) 

( JT  — fl)  cosa-t-[j — 6)  cos  6 + (j  — c)cosy  -f-  r’ 

H (r  — 6 -f-  r cos  g) 

' {x  — II)  cos  «-)-(/ — fc)cos6  + (z  — c)C0S7+r’ 

u{z  — c-+-r  cos  7) 

{x  — fl)cosa-f-(j  — i)  cos  6 + (2  — c)cos7-+-c" 


Au  moyen  des  équations  (3)  et  (4)  les  équations  (i  ) et  (2)  se 
réduisent  aux  suivantes  ; 


(<^) 

(7) 


X,  cos  a -HJ,  cos  6 -H  2,  cos  7 = M, 

dx,  dy,  dZi 

cos  a cos  6 cos  7 ’ 


on  voit  que  si  l'on  considère  x„  y„  z„  comme  dos  coordon- 
nées rectangulaires,  les  équations {7)  appartiendront  aux  tra- 
jectoires orthogonales  du  plan  mobile  représenté  .par  l’équa- 
tion (G).  X ... 

14.  Nous  conserverons  toutes  les  notations  dont  nous  avons 
fait  usage  au  n“  12.  Ainsi  nous  désignerons  par  Ç,  u,  Ç;  ).,  p,  » 
. les  angles  formés  avec  les  axes  par  le  rayon  de  courbure  et 
par  l’axe  du  plan  osculateur  de  la  trajectoire  du  plan  (G); 
par  dt  l’angle  de  deux  tangentes  infiniment  voisines  et  par</>i 
l'angle  de  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins.  Dési- 
gnant en  outre  par  et  B deux  constantes  arbitraires,  et 
posant 


K ^ =ÿ(>i) -t- 

. ■ ' U = .\  sin  Tl -H  B cüs»  — 7(>i), 

les  trajectoires  orthogonales  du  plan  (G)  seront  représentées 
j)arré(iuation(G)  jointe  aux  deux 

t ' • ' ' ' 

(G)  - X,  cosX -H  ji  cosft -H  2,  cosv  = l!, 

, , </U 

<))  ' .r,  cos|-Hr,cosu-(-s,  cosÇ  = -7“- 

Il  r, 
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Si,  dans  les  équalions  (8)  el  (9)  on  remplace  x„  y„  z,  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (5),  on  aura  doux  nouvelles  équations 
qui,  jointes  à l’équation  (1),  feront  connaître  les  trajectoires 
orthogonales  de  la  sphère  (i).  Enfin,  si  l’on  exprime  A et  B en  " . 
fonction  d’un  paramètre  0 et  d’une  fonction  arbitraire  de  ce  • ■ 
paramètre,  les  mêmes  trois  équations  représenteront  les  sur-  '' 
faces  dont  les  lignes  de  l’une  des  courbures  sont  situées  sur  . • 
des  sphères  normales  à la  surface.  Les  équations  que  nous  for- 
mons ainsi  contiennent  seize  quantités  fonctions  du  paramè- 
tre savoir  : a,b,c,r,  «ouf  («)  et  les  onze  angles  a,  6, 7;  ç,u,  Ç; 

1,  fl,  y;  < et  D.  Toutes  ces  seize  quantités  peuvent  s’exprimer 
immédiatement,  dans  le  cas  général,  en  fonction  du  paramè- 
tre /et  de  trois  fonctions  arbitraires  de  ce  paramètre;  cela 
peut  se  faire  d’une  infinité  de  manières;  le  choix  du  paramètre 
et  des  fonctions  arbitraires  doit  être  subordonné  aux  conve- 
nances du  cas  particulier  que  l’on  veut  étudier. 

^ Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  les  sphères  qui  contien- 
nent les  lignes  de  courbure  ont  leurs  centres  en  ligne  droite. 

On  pourra  faire  ici  ' : 

a = o,  b —O,  cosa  = o,  cos6  = o,  C0S7'=i; 
alors  les  équations (7)  se  réduisent  à . • , ' 


(Ix,  — O,  dy,  = O, 


et  nous  pouvons  poser 


(>) 


ê 


F désignant  une  fonction  arbitraire.  Faisant  ensuite 


c=l,  M=v— /U)» 


on  a 


el  si  l’on  pose 


V = 


Z — { •—  \lx' 

Z — M- v'x' 4- j’-t- (i 
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l’équation  (lo)  se  réduit  à V=o  en  vertu  de  (5).  La 'surface 
que  nous  considérons  ici  sera  donc  représentée  par  l’équa- 
tion V=  O jointe  à l’équation  (i);  il  est  aisé  d’assurer  qu’elle 
peut  l’être  aussi  par  les  deux  équations 


résultat  que  j’ai  donné  déjà  dans  mon  Mémoire  sur  les  surfaces 
dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphériques. 

Remarquons  encore  le  cas  où  les  sphères  qui  contiennent 
les  lignes  de  courbure  ont  seulement  leurs  centres  dans  un 
même  plan.  Ce  cas  se  ramène  immédiatement,  d’après  ce  qui 
précède,  au  cas  des  surfaces  dont  les  lignes  de  l’une  des  cour- 
bures sont  dans  des  plans  parallèles  à une  droite  fixe  et  nor- 
maux à la  surface. 

15.  Sur  les  surfaees  dont  les  lignes  de  l’une  des  courbures 
sont  sphériques.  Soient  x,  y,  z des  coordonnées  rectangu- 
laires et  a,  b,  c,  r,  l des  fonctions  d’un  paramètre  t,  dont  la 
dernière  / contient  le  facteur  v^— i.  Si  l’on  pose 

dz  = pdx  -(-  qdy, 

l’équation  différentielle  des  surfaces  dont  il  s’agit  sera  le 
résultat  de  l’élimination  du  paramètre  i entre  les  deux  équa- 
tions 

(1)  (a:  — — by  -t-(2— c)’=r’  — /’, 

(2)  -r-[x—a)p-  [y—b)q-\-[z  — c)  ==  l\j— i — p^  — qK 

Soient  x„  y„  z„  v,  quatre  fonctions  inconnues  de  t,  assujetties 
à vérifier  les  équations 

(3)  (a:.  — a)’-t-  (jt  — *)’-!-  (z,— c)’-f-  (e,— /)'  = r’,_ 

...  - dx,  dy,  dz,  de, 

X,  — a y, — b Z,  — c c,  — l 

et  posons 

(5)  V = (X.  - e)  (x - «) -H  (r,  — &) (r  — - e)  — t (••,  -l)-r'. 
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Il  esl  aisé  de  s’assurer  que  l’êqualion  V=o  satisfait  à l’équa- 
tion (2)  ; elle  sera  donc  une  intégrale  complète  de  celle-ci,  si 
les  valeurs  de  x,,yt,  z„  tirées  des  équations  (3)  et  (4)  ren- 
ferment dans  leurs  expressions  deux  constantes  arbitraires. 
Si,  en  outre,  on  exprime  les  deux  constantes  dont  il  s’agit  en 
fonction  d’un  paramètre  9 et  d’une  fonction  arbitraire  de  ce 
paramètre,  l’intégrale  générale  de  l’équation  (2)  sera  le  résul- 
tat de  l’élimination  do  0 entre  les  deux  équations 


(&) 


Enfin  l’équation  intégrale  des  surfaces  dont  nous  nous  oc- 
cupons sera  le  résultat  de  l’élimination  de  t et  fl  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (fi). 

Soient  n, , è,,  c, , /,  et  n cinq  fonctions  de  f,  choisies  de 
manière  que  l’on  ait 

(7)  rtj -+-è’ -t-cJ-H/?  = I, 

(8)  da=  rud  — f db  = rud  — t dc  = rud—t  dl~rud—y 

U U U U 


et  prenons,  au  lieu  de  x,,  y,,  z„  v,,  quatre  nouvelles  variables 
^1)  X<>  ‘'1  > telles  que 


(9) 


(2  «.r,  \ 

~r~. — —, — —, — î “ » 

-i-rî / 

+ 

I V*'. -i-.T'î +2? -'-‘'î  J 

, / -zaz,  \ 

'"Uî-hjl-f-aî -4-vî  ‘^7’ 

' V-^;  -t-rî  -+-2;  v;  J 

Au  moyen  des  équations  (7),  (8),  (9),  les  équations  (3)  et, 
(4)  se  réduisent  à 


(10) 


rt,  JT,  + 6,  y, -t- CiZi -l- /,(’,  = M, 

dx,  dy,  _ dz,  _ dv, 

a,  b,  c’i  II 
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el  la  question  est  ramenée  à trouver  des  valeurs  de  x, , j-, , 
Z,,  V,,  qui  satisfassent  à ces  équations  et  qui  renferment  daps 
leurs  expressions  deux  constantes  arbitraires. 

Remarquons  d’abord  le  cas  où  les  sphères  qui  contiennent 
les  lignes  de  courbure  ont  leurs  centres  dans  le  même  plan. 
En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  xy,  on  a c = o,  puis  on  peut 
faire  c,  = o et  z,  = o,  ou  = une  constante.  On  voit  alors  que 
le  problème  est  immédiatement  ramené  à la  détermination  des 
trajectoires  orthogonales  d’un  plan  mobile. 

16.  Considérons  maintenant  le  cas  général.  Nous  poserons 


a, 


= COSa, 

l, 


v/i-f 


= COSê, 


C, 


= COS7; 


- ff 


en  outre,  pour  n’avoir  dans  nos  formules  que  des  quantités 
réelles,  nous  remplacerons  v,  par  e,  \/ — i.  Les  équations  (10) 
et  ( 1 1)  deviennent  alors. 


(is)  a:,cosa  + _riCOse  4-Z1COS7  = l'v,  + u', 

(.3) 


dx,  _ dy,  __  dzi  dv, 
COSa  ~ COS 6 ~ COS7  /' 


On  peut  regarder  o.  S,  7 comme  les  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  tangente  d’une  courbe  arbitraire;  nous  désignerons 
parÇ,  w,  ï;  ).,  p,  v les  angles  formés  avec  les  mêmes  axes  par  le^ 
rayon  de  courbure  et  par  l’axe  du  plan  osculateur  de  celte 
courbe  arbitraire  ; par  dt  l’angle  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines,  et  par  dn  l’angle  de  deux  plans  osculaleurs  infini- 
ment voisins. 

■ Cela  posé,  pour  intégrer  les  équations  (1 3),  nous  poserons 

(i4)  j;,cos>  4- j^cosf* -H  ZiCOSï  = U. 

Différenliant  trois  fois  celte  équation  et  ayant  égard  aux  équa- 
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tioos  { I a ) ei  { 1 3 ),  ainsi  qu’aux  formules  des  n”‘  12  el  suivants, 
' il  vient 


(.5) 


f/U 


^ -r,  cosÇ  + jicosu -H  z,cosï  = -r-j 

dr,'' 

, r.  Il'  i dri/d^U  " ' ' 

dr>  étant  prise  pour  la  différentielle  constante.  Posons,  pour  . 
abréger, 

('  \dndV<lr,/d'V  I dV  (dr,\'/d'V  dü 

si  l’on  tire  de  l’équation  (i 6)  la  valeur  de  pour  la  porter  dans 
l’équation  (.17  ),  on  obtiendra  • 

(,»).  ..  y./,o)— 


r-  Désignant  par  ç(n)une  fonction  arbitraire,  nous  poserons 

(19)  ^ . . ‘ u'  = — V J ^{<f)dri, 

et,  en  faisant  ‘ , ” ' ■ ' 

„ - _ U = Ul-f-ç(«),  ' . . ; 

réquation  (18 ) se  réduit  à ''  ^ 

(20)  ' ' ff(üi)  = 0.  ‘ J ' ’ ■ 

i - * 

Cette  équation  devient  intégrable,  si  on  la  multiplie  par  le  fac- 

\ ///3TJ  V \ **  " « , 

xeüV  2 ( -^-r  obtient*  en  intégrant, 


■ Nous  pouvons  supposer  la  constante  nulle,  car  il  suffit  pour 
notre  objet  que  l’expression  de  U,  renferme  deux  constantes  ^ 
arbitraires;  alors  si  l’on  désigné  par  A une  constante  arbitraire, 

' par  ».  une  valeur  initiale  quelconque  de  »,  par  e la  base  des  . 


1 
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logarithmes  népériens,  et  que  l’on  pose 


U,  = Ae 


l’cqualion  ( 21)  devient 


rfll,  Uî-I-I  rfr, 


Désignons  par,-{i(>t)  une  foncti<în  arbitraire,  pai;’^'{ «lia  dé- ^ - 

rivée  de  cette  fonction,  et  déterminons  /'  par  l’équation  ■ , * ^ , 


-,  (23) 


\ d 3 ' 

-v' 

' : Vt--‘  ■ :■  \ 


posons  aussi 


Uj  = Yi — î"  '{'(lî)»  ■-  ■■ 


réqualion  (s(x)devieni 


U,-_-  = ov-vrt- 


Cette  équation  (24)  est 'linéaire,  et  l’on  en  tire  immédiate-  ' 

, ment  . . %),v  . ’ ,'f . , ■ • 

"'J. 

B étant  une  constante  arbh^arre,»  ' ' * ./  • 

’ ' On  obtiendra  donc  ainsi  sans  difficulté  une  valeur  do  U ren- 
• fermant  deux  constantes  arbitraires  A et  B;  la  valeur  de  ü 
étant  connue,  l’équation  (16)  donnera  e, et  Ton  aura  ensuite 
Xi,  J,,  Z,  au  moyen  des  équations (12),  (14  ) et  (i5).  , ' 

Si  l’on  pose  , * - ^ ^ 

■ " ' I 

■ , COSX_COSp Cf)Sv  y 

■ ~ ^ ^ 

/ • V-  ' . • • . ’ . ■ -J  \ f . . . r • . . ' * 


■ . l ’ A.  * 


•*  . .A 
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3i5  . 

ôn  pourra  exprimer  iinmédialemenl  les  angles  À,  fi,  *>;  Ç,  «,  . - 

a,  6,  7;  >1  et  t en  fonction  du  paramètre  t et  de  la  fonction  ar-  ‘ j 


bitraire/(<);  si  l'on  met  ensuite  4>(/)  et  'F(f)au  lieu  de  7<>i)  et  • 

'H»),  et  que  l’on  désigne  enfin  la  quantité  r par  F(/),  toutes  les  v .■? 
quantités  qui  figurent  dans  nos  équations  pourront  s’exprimer  ' ' •’ii 
facilement  au  moyen  du  paramètre  / et  des  quatre  fonctionsarbi- 
traires/(/),  F(<),  <i)(/)'F{/j.  Le  problème  que  nous  nous  étions 


I.  - distingue  essentiellement  du  caà  général;  je  veux  parler  du  , ^ 

L'.  ■ r=o.  En^hangeant  l en  /y  — i j les  équations  fi^etfa). 

..  deviennent 

■ - -Li  ; 


r.* 


r> 

r_-  > 

r . 


■ . [a?-—  n)*H-  (y  — />)’4-  (?  — r)’=i:  /% 

— p(x^éi~q\y—  6j.-f-  (a-  — e)  = ^ 

• ■ • - v.?’'  -V, 

eh  élinlinant /,  il  vient  ' , 

* ‘ ■ ' . / - if’î  ^ 

- IC'  — — «)]’-(- iî(x— a)  — >.v*î 

et  pour  obtenir  une  sqrface  réelle,  il  faut  que  l’on  ait  - 


r 
^ ■ . 


X — a p^z r)  zt^o,  (y  -^h)-^q[z 

Si  doncMdésignel’expressionfa:'— è)’-lr(i  — 


o)=o.  ■,vÆ:| 

■ '^3 


F;  ' 

.'N  ' 


dM 


on  aura  — o,  et  notre  surface,  qui  est  alors  représentée 


fie. 


..  *■ 


'S  i';EV  JK*Î 

par  les  équations  • • ^ 4 

« "'M  • • ..  ■ 

ill  O',.  ~~yT  ■'\n 

' ''S:*!:! 

' sera  l’enveloppe  d’une  sphère  mobile  et  variable  de  grandeur. 


h.  ' 


t- 


• Les  lignes  de  courbure  sphériques  sont  ici  des  circonférences.  . f 
Si  le  cas  de  r = o échappe  à notre  analyse,  les  surfaces  à 'X? 
.lignes  de  courbure  .circulaires  n’en  sont  pas  moins  données  ‘ 


par  notre  méthode  générale.  Ces  surfaces  correspondent  effec- 
tivement  à l’intégrale  complète  de  l’cquaiion  (2)  qui  nous  a 


servi  de  point  de  départ;  je  dois  môme  ajouter  que  c’est  par  la  - 


considération  à priori  des  surlaces  à lignes  de  courbure  circu- 
'laires  que  j’ai:  été  conduit  à nniégrale-complète  dont  il  s’agit.  . * ^ ''.jj 

..'■-'■-S'  -W-— »■  w 


L.  ^-4  - 
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■ . ' Yi_  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  l’une  des  courbures 

f-  sont  planes.  Au  moyen  de  la  transformation  dite  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  on  passe  immédiatement  des  surfaces  / 

„ dont  les  lignes  de  l’une  des  courbur.es  sont  sphériques  aux 

surfaces  dont  les  lignes  de  l’une  des  courbures  sont  planes  (*).'  ' ' i 

' La  recherche  de  ces  dernières  surfaces,  déjà  faite  par  M.  Ossian 

• Bonnet,  est  donc  comprise  implicitement  dans  ce  qui  précède;  » 

' mais  il  n’est  pas  sans'intérêt  de  remarquer  que  cette  recherche';  i 

, ■ se  ramène  immédiatement  à'I’intégration  des  équations  {i3)  . ' 

du  n°  16.  Effectivement,  .r,  r,  2 désignant  des  coordonnées  , 

* 'rectangulaires,  «,  6,  7,  u,  / des  fonctions  d’un  paramètre  r',  si  . .1 
l’on  pose  dz=pdx  qdy,  l’équatiôn  différentielle  des  sur- 
faces dont  il  s’agit  sera  le  résultat  de  l’élimination  du  para:  . . . 

mètre  / entre  les  équations  , ' è 


■<,  - : . ' - , 'î-ç. 

(1)  ■ ' • JCCOSa -h^'COSê  4- 2C0S7  • ■.  ■ • 

(2)  ---/ICOSa  — ÇCOSe -t-'COSy  = /vT+'pM^.  ' ' ' 

Soient  Xi,  yt,  z,,  v,  quatre  fonctions  inconnues,  de  t,  assu-  > 

jelties  à vérifier  les  équations  . - - ' . ■ \ 

s * ' •>  * s ' * 

(3)  a;,  C0Sa-l-7iC0sS-t-z,C0S7=:/«',-h«,  ,'  ■ 


dx,  dy,  dz,  dv,  - , • _ . 

cos  a cos  ê COS  7 


cl  posons,  • - ■ , . ■■  •'  ■ *■  ■ ,■ 

. > ¥=(3:  — — ‘’î’'  ' ' ".'.V 

/*  J ' ^ 

l’équation  V = O satisfera  à l’équation  (2),  et  elle  en  sera  une  . 
intégrale  complète  si  les.valeurs  de  Xi,y,  ,z,,v,  tirées  des  équa- 
tions (3)  et  (4)  renferment  dans  leurs  expressions  deux  con-  • ' 
stantes  arbitraires.  Le  problème  est  donc  ramené  à l’intégra- 
tion des  équations  (4)i  intégration  qui  se  trouve  effectuée  dans. 
le  numéro  précédent.  ‘ ■ 


(*)  Il  suflU  effectivement  de  supposer  que  les  sphères  qui  conliennent  les 
li(;nc8  do  courbure  p.issent  lonics  par  iin  mémo  point;  et  de  prendre  ce  poîtil 
pour  conlre  de  Iransforination.  . . , 


I 
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' §IV. 

Sur  l iiitégrutioH  d’une  certaine  classe  d'équnlioiis 
différentielles  simultanées  ; par  M.^Ossian  Bonnet  ( * ). 

r 18.  M.  J. -A.  Serrel  a intégré  le  premier,  dans  le  cas  général, 
.l*équation  aux  différentielles  partielles  du  premier  oédre  qui 
représente  les  surfaces  à Mignes  d’une  des  courbures  sphéri- 
ques.* Là  méthode'  dont  ii  s’est  servi  repose  sur  la  détermina- 
tion de  quatre  fonctions  x,  y,  z,  v d’une  variable  w renlerinant 
[deux  constantes  arbitraires  et  vérifiant  ; i®les  trois  équations 
différentielles*^  ,,  ^ 

. : ' ' ■ ’^dx  dy  dz  dv  . . ■ 'd, 

- ■ X ~ a y — l>  Z — e ~~  V — n ’ v . ■ 

V 2“  l’équation  en  termes  finis  ■ • ■ ’ ' 

% -- 

• ; • (æ:  — = “■ 

où  a,  h,  c,  n,  r expriment  cinq''fonclions  entièrement  arbi- 
.traires  de  &>. 

. M.  Serreta  d’ailleurs  résolu  d’une  manière  très-élégante  ce 
dernier  problème  en  s’aidant  des  formules  relatives  à la  théorie 
des  courbes  gauches  qui  déjà  avaient  permis  de 'traiter  plu- 
sieurs questions  importantes.  , ■ , 

Je  me  propose  dans  cette  Note  de  généraliser  les  résultats 
de  _M.  Serret  et  de  faire  ■'voir  que  l’on  peut  déterminer  les 
valeurs  les  plus  générales  des  p fonctions  x,  y,...,'t,  u,  v 
d’une  variable  « qui  vérifient  ; ,i“  les  p — i équations  diffé- 
rentielles ' ■ ' ' 

' _dx  dy  dt  du  dv 

'X  — 0 ”^  y — b'  t — l U — m v — ii  '' 

, 1 * • 

2®  l’équation  en  termes  finis  , . 

où  rt,  b,...  fl,  m,  n,  r expriment  p -t-  i fonctions  entièrement 
arbitraires  de'  w. 


(*)  Nous  croyons  utile  de  faire  coniiailrc  ici  restonsiou  remarquable  que 
M.  Ossian  Bonnet  a donnée  h la  motliodc  diveloppéo  dans  le  paragraphe 
précédent  (L’article  que  nous  reproduisons  lejuicllement  est- extrait  dca 
CorrpUs  rendus  des  scances  de  VÂeadémie  tU'S  SerniceSf  t.  ÿ- lyt .) 
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Substituons  d’abord,  comme  le  l'ail  M.  Serret , aux  p.  ' 

• fonctions  arbitraires  a,  b,...,  l,  m,  n,  d'autres  fonctions  ' 

' . ^ ^ , l,,  m,,  r,  liées  aux  premières  et  à r par  les  relations  ' ; • .■ 

I rt.  , rr.  i,.  ' ■ 

y/i-t-u'-r inf  'i  ^ ( J -f  ...-t-H'î  '‘i  . ' * 

» • * “ /-  ■ - > 

■ ''  ■ tim  — ^ vîîii  _ ' rf  1.  *i  ' 

-+ ...-t-mj  'V  . ' ^1  « J -t-  A ; . -h  ml  ''i  , ' r •' 

' Remplaçons  en  outre  les  inconnues  x,  y, t,  u,v  par  Ies‘'  : 
inconnues  7„. n,  telles  que  J 

• J - • r / 2r,  iT,  \ • ■ 

• xz=aM — : — , ^ -—n,],.  •'  • ,, 

r , v^i A.  ■ 

. ■ ' . ■ . . * - ' ■ • * ■ i i • 

• V , • r ■ ..  / ' 21,0,  ■ \-,  ■ ■■■  ' 

les  équations  (i)  et  (2)  deviendront  . * - ‘ 

'•  ' (3)  ■ t ~ ÉL' — dv  '■ 

' «i/^  6,  ni,  ' ■ 

' ’ • ■ V ' ■ ■ ‘ ^ , 

(h)  • Oi 2^1  *1- 61  -t- r. . -f- /n, «1 -4“ c,= /'i,  , . . ’• 

d’où  l’on  tire  par  l’élimination  de  ci  ; 

*(  • 

t{  I +«i  + èf  + -y  rn])dx,:^a,(dr,  —-x,da,  -^.y,db,  — — u,dm,),. 

(i  +ni  M-èJ  4-  m])dr,  —b,(dr,  — x,da,*~y,db, — ...  u,dm,), 

, ' ^ •' 

( I "4“  fl i — }—  ^^.“4“ ...  “4”  ni^,'^diii  — nti^dv,  x ,dd,  y \db,  ...  ' ii,dni,y 

Les  équations  précédentes  étant  linéaires,  elles  pourront  ' 
être  intégrées  complètement,  lorsqu’on  saura  déterminer  les  • 

*■  intégrales  générales  des  équations 

I'  {i  -\-a\-yb\-y  )dx,  = — a,(x,da,  -\-yidb,-y  ...-4-  Uidm,), 

( 1 n-  a?  -4-ù;  + ...-4-  m])dy„  = — b,{x,da,  -^'y,db,  4- ...  + u,dm,),  ■ , 

\ 

( I 4-ai  -4-è?-f-...  4-»î’)r/a,  =t  — m,{x,da,  -hy,db,-ÿ^ ...  ^ 

'•  * **  - *'•  ■ * X * **  ■ * * r ' * ' 

4 ' ■ , > J ' 

J-  * • . ■*  \ ^ ' ■ ; t * I 
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obtenues  en  négligeant  les  tci  nés  tout  connus  dans  les  équa- 
tions (5).  Or,  en  posant  ' 


(fx-, flv, 

a,  ~"T^ 


du, 

«f, 


(h\, 


on  trouve' aisément  , ' , . ' - ' 

, • . (l\  X‘1  -f-  b\ y\  r , , + u-î  -f-  v-i  -=z  a,*  • * 

î H-.r  2 * 4- M'î -h'(r3  — a)*  3,-  , - 

a el  fl  étant  des  constantes  arbitraires,  d’oii  en  éliminant 

' -i-r  î î'  + {"' •*■«-1- j>-i- • -.-i-'w,  Ml)' = p.  ■ 

On  conclut  de  là  que  les  équations  (6)  peuvent  être  renâ- 
placées  par  les  suivantes  : ' • ..  . 

dr: 


’ dx  1 

V ■ •»  - 

' Nous  ferons  la  constante  arbitraire  p égale  à zéro,  les  équa-^ 
tions  / 

' ’ .V  _ dy,  ^ • dlt^dii,  • ' 

■'  <•(8)1  U,  ^ b, 

' auxquelles  se  réduiront  les  équations  ( 7 ),  seront  moins  géné- 
' " raies  que  les  équations  (6),  mais  elles  définiront  />  — 2 inté- 
grales particulières  des  équations  (6).  Or  on  sait  que,  lors- 
qu’on a un  système  d^équations  linéaires  du  premier  ordre  et 
• V sans  second  membre,  si  l’on  connaît  un  nombre  d’intégrales  - , 

particulières  inférieur  d’une  unité  au  nombre  des  équations  ou  ^ 
des  inconnues,  on  peut  déterminer  les  intégrales  générales  - , 

' par  des  quadratures.  Toute  la  question  est  donc  ramenée  à 
trouver  les  valeurs  les  plus  générales  de  a;,,  y„ ....  u,  qui  v 
vérifient  les  équations  ( 8), 

•Je  fais  ! 

, : ^ X,~  /iXa,  y,  = f^y>>'  • ' .. 


r 


I 
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avec  la  contlilioii  . : 

J 9)  î î 5 + « î = •; 

les  cqualions_(  8)  donneront  1 


/ (1 71, 

du. 

dr,  '■ 

du. 

dt,  ^ 

i~w7. 

_ 

ô, 

/Hi 

(n) 

{ — 

~ ifi  - 

Ja  : , ' ~ 

«Il 

^3  ^ • 

I 771, 

a, 

771, 

■ /7,  - 

■ 771, 

\ a,Xi-y/>,yj 

-y,..  ■ 

y l,  fj  -y  771,  M,  : 

= i, 

- i ’ 7K|-t-  I ’ ' 


, l’équation 1 10)  donne  immédiatement  h avec  une  constante  - ’ 

arbitraire  quand  ar,  et  j,  sont  connus.  11  suffit  donc  de  trouver 
les  valeurs  les  plus  générales  de  x„  t,,  u,  qui  véri- 

fient l’équation  ( 9 ) et  les  équations  (11).  Pour  cela,  je  pose 

7.x,  ^ ' 7y,  V 

. i£i _ — - : • 

ce  qui  permet  de  laisser  de  côté  la  condition  (9);  puis,  pour  , 
abréger,  je  fais  ' . , , . 

W|-t-  i ~ ’*■•••■’  mt-yi  ” ‘ 

I -Ffl  ; H-  ô ; -4- . , . -f-  / ; -t- m f ^ •' 

{m,  -y  l’K  ■ ■ . \ , ■: 

les  équations  (1 1)  se  changent  en  celles-ci*;  ' 

(fx,  _ dy,  ^ ^ dt,-  ^ . . 

X,  — n,  y,  — ô,  ' ' l,  — U • , 

i (X,  Ô,  )' -t-  •••-(-(  ^4  — /î  )’ = >î  2 , ■ ~ 

qui  sont  comprises  dans  le  même  type  que  les  équations  pro-  ’ ■ . 
posées,  mais  qui  renferment  deux  variables  de  moins.  On  peut'  ■ 
donc  diminuer  ainsi  de  deux  unités  le  nombre  des  variables  • 
autant  de  fois  que  l’on  veut  et  parveni.r  aux  cas  les  plus  sim- 
ples que  l’on  sait  traiter.  , . ’ 


-i;  ■-.  = /„  : 

m I / * 


r .4 

•*  *■  f/ 
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■ / NOTE  IV. 

SUR  LES  INTÉGRALES  EÜLÉRIENNES. 


I.  Legendre  a désigné  sous  le  nom  d’intégrales  eulériennes 
les'deux  intégrales  définies  ' 


xP-'  dx, 


. . ' ' f — ‘xyt~'dx,  . Ç e 

qui  ont  été  étudiées  pour  la  première  fois  par  Euler  et  qui  ont  , ’ ■ 
fait  depuis  l’objet  des  recherches  d’un  grand  nombre  de  géo- 
mètres. La  première  intégrale  dépend  des  deux  paramètres  p 
et  q,  nous  la  désignerons  avec  Binet  par  la  notation  B(p,  q); 
la  deuxième  intégrale  ne  dépend  que  du  seul  paramètre  p et 
^ nous  la  représenterons  avec  Legendre  par  le  symbole  r (/?  ).  On 
aura  en  conséquence  ’ ’ - ' , 

'(i)  ' R(p,q\^  f xP-‘{i-^x]i-''dx,  . ’ . - 

I i/o  " . - > 

--  ' . , , , ‘ ■ 

(a)  " y{p)=  f e-‘xP-'dx,^  . 

^ do.  - . : ' 

c désignant  ici|  comme  à l’ordinaire,  la  base  des  logarithmes 
V népériens. 

Les  fonctions  B(p,  qjsont  dites  intégrales  eulériennes  de 
première  espèce  et  lés  fonctions  r(p)  intégrales  de  seconde 
espèce.  Pour  que  ces  fonctions  restent  finies,  il  faut  et  il  suffit  ■ ‘ 
que  les  paramètres  p elq  soient  positifs  ou  au  moins  que  leur  ' .. 
partie  réelle  soit  positive,  s’ils  sont  imaginaires. 

On  peut  donner  aux  intégrales  B une  autre  forme  qu’il  est 
utile  d’indiquer.  Si  l’on  pose 

' 'dr  ' 


I -t-,r 


dx  = 
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NOTE 


dans  la  formule  (i),  l’intégrale  relative  à y devra  être  prise 
entre  les  limites  o et  oo  ; on  aura  donc,  en  remettant  x au, lieu 
de  J,  r ‘ ' • , 


(3)  , ■ 

ou  encore 


' ' \i(p,q)=  f — -H  r”  xP-'dx 

^ si  dans  la  deuxième  intégrale  on  remplace  x par  - , dx  par  . 

ilûC  t . ' ' . ' 

les  limites  qui  étaient  i et»  deviendront  i eto  et  on’ 

. pourra  les  renverser  en  changeant  le  signe  de  l’intégrale.  Oii 
'aura  donc  .■ 

x^-'  dx 

-t-j;  )/'+■;’ 


ou . 


.(4) 


Cette  formule  ( 4 ) montre  que  la  fonction  B (p,q)  esl  symétri-  ' 
que  par  rapport  aux  deux  quantités  p ei  q dont  elle  dépend, 
en  sorte  que  l’on  a .\r 

B(p,q)z=B{q,iiU  - 

au  surplus  cette  propriété  peut  aussi  être  reconnue  sur  la  for-  . 
- mule(i),  car  si  l’on  y change  x en  i — x,  on  transforme  immé- 
diatement B (;>,  ç)  en  B {ç, />  J. 

Nous  allons  montrer  que  les  fonctions  B{p,q)  peuvent  s’ex- 
primer  par  des  fonctions  r,  en  sorte  qu’il  n’y  aura  plus  à s’oc- 
cuper que  de  ces  dernières.  ■ • 

2.  Si  l’on  désigne  par  m une  constante  positive  et  que  dans  ' 
la  formule  ( 2)  on  pose  X = /wæ;',’ il  vient  " i ' ' 


(5) 


f (/>)  = ;n/’  / e~“*' x'i’-' dx\  \ 


. - . r 
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d’où 


-L  — — ! — , r e—'"  <ix’ , 

i\i>‘  l'(p)  Jo 


formule  dont  on  fait'en  analyse  un  fréquent  usage  et  qui  va 
nous  servir  pour  résoudre  la  question  que  nous  avons  en  vue.  - ■ • _ 

Effectivement,  on  a d’après  cette  formule . ’ ■ _ • . - . 

' — * I x’i‘*i-'  dx']  • 

.{i-i-xy+f  + • . ■ • • 

- • ..  ' j'.  ■ • 

i ^ ^ V ' 

donc  la  formulées  ) peut  s’écrire  comme  il'suit;  : 

£ 'T''*  X” 

Le  second  membre  de  cette  formuleest  une  intégrale  double;  il  ' . , 

est  permis  d’intervertir  l’ordre  des  intégrations  et  1 on  peut 

écrire  • 

' ■ . ' <,  , ^ 

I > r®'  •'  r” 

l\lu,q)=i~r /'  x'‘i~’ dx'.x'^  I xp~' dx-,  . ■ ' 

mais,  d’après  la  formule  {S)\,  x'i‘  f e~^’^xP  'dx  est  égale  à ' ‘ 

- «/  O *■  / ? 

r{/>);  on  aura  donc  ' 

ji(p,q.\z^-£££—:C  x'i-\dx',  - 

('«)  ■■■;  ■:  B/,.. ,■)=-- ; v ■ 

ce'qui  est  le  résultat  annoncé.  Nous  passerons  maintenant  à • _ 

Vexamen  des  principales  propriétés  des  fonctions  de  deuxième*  • . ■ ' ■ - 
espèce.  ' , 

3.  Première  propriété  des  fonctions  r.  Si  l’on  intègre  par 
iwrtics  la  différentielle  xP-Ky<  e~^dx,  il  vient  • 

' «B*  ' ' ' 'i  ■ 


* . fl 


■ i bigitized  by  Google 


NOTE 


Si  1 on  a p'^\,  la  pallie  iiilégrée  disparall  aux  deux  li- 
mites O et  cc , et  l’on  a 


c’est-à-dire 
(7),  ,• 


î’(p)  = (/>-i)r(;>— 'i); 


celte  équation  exprime  la  première  propriété  des  fonctions  r;  ' 
on  en  déduit  immédiatement,  en  désignant  par  m un  entier  • 
inférieur  èt  p,  ' ' ' . • • 

(8)  ^{p)  = {p — i){p  — . .{p  — m)r{p  — m), 

.1,  * \ 

, _ d où  il  suit  que  si  la  fonction  r est  connue  pour -toutes  les  - 
. valeurs  de  l'argument  p comprises  entre  o et  i ou,  plus 
généralement, -comprises  entre  deux  entiers  consécutifs,  la 
même  fonction  sera  aussi  connue  pour  toutes  les  autres  va- 
■’  _ leurs  réelles  de  l’argument.  ' ■ ^ . 

. Si  p est  un  nombre  entier  et  que  l’on  fasse  m = p~i  dans 
l’équation  (8),  il  viendra  ’ • 

■ r(p)=i.2.3...(;>— i)r(i); 

mais  comme  l’intégrale  J'e~‘dx  est  égale  à — C^^-t-  const., 


(9^  , ' ' V f e-’dx  = r(t)  = ii  - y \ 

donc  , 

r-  («O)  r(^)  = l. 2.'3. — l),  . ' . 

en  sorte  que  si  p est  un  nombre  entier  supérieur  à i,  r(/>) 
; ^se  réduit  au  produit  des  p — i premiers  nombres  entiers. 

. ' ’ V-* 

4.  Deuxième  propriété  des  fondions  r.  La  propriété  que 

nous  allons  établir  permet  de  réduire  à l’intervalle  d’une 

^ unité  dans  lequel  il  est  nécessaire  d’effectuer  le  calcul  de  la 
fonction  r;  ejle,  donne,  par  exemple,  les  valeurs  de  cette 
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fonction  comprises  entre  - et  i lorsque  l'on  connaît  les  va- 


leurs comprises  entre  o et  -• 

Remarquons  d’abord  que  l’équation  (6)  donne  sans  difficulté 
la  valeur  de  r 5 si  en  effet  on  pose  p = y = on  aura 
par  les  formules  (6)  et  (3),  en  se  rappelant  que  r(i)  = i. 


dx 


V^jr(i  -t-  x) 

ou,  en  changeant  x en  a’,  dx  en  zxdx. 


\ i / 4/0  14“^* 


-7t 

2 • — = TT  , 
2 ’ 


d'oti 


■(^)= 


V57. 


li’Cf>t  le  résultat  auquel  Lacroix  est  arrivée  par  une  voie  dif- 
férente au  n“  430  (pagje'jg),  car,  en  faisant  P~  ^ daus  la 
formule  (2)  et  écrivant  a?’  au  lieu  de  x,  on  a 

r = ajf  " dx  = c-'Vx. 

Mais  la  formule  (11)  n’est  (|u’un  cas  partiailier  de  celle  que 
nous  nous  proposons  d’obtenir.  Si  dans  la  formule  (6)  on  fait 
q z=  I — p,  P étant  supposé  ici  compris  entre  o et  i,  il  vient, 
à cause  de  r ( 1 ) = i , 

f (/')  f ( I — />  )=  B (p,  I — 

et  à cause  do  la  formule  '4  '■>  ' 


=r^ 


+ X 


dXi 


, X î . ô’  - ■*  >'.•  r>. 

■ ' r..';  \ _ / 


• *_T 


NOTE 


Supposons  que  P soit  une  fraction  ayanl  pour  dénominaleur  ' • • • 
: I l’entier  » et  posons  a:  = a*",  il  viendra  L ..  ».'■ 


, Z r~’ 

-r(p)r(,—p)=  / 2„ ; 

•/o  * 


dz; 


le  produit  np  étant  un  entier,  la  quantité  qui  multiplie  dz  sous 

le  signe  .y  est  une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 

a un  degré  supérieur  à celui  du  numérateur;' en  décompo-  ^ ■ 
sanl  cette  fraction  en  fractions  simples,  il  vient  . ' , • . f'. 


. r(p)r(i—p) 


' f*  , 4sin(2/-f-i)»7rsin^-^^^'7T 

~ ^ I âT+nTy  ■ ..  - ’ ‘ ‘ 

.i=o  / U— cos -77  -t-sin’ .7:  . 

^/o  \ an  / . an  . ‘j  ■ 


' posons  ■ , .'V 

.»  _ 27-1-1  . 2/-(-»  , ' . 37-1-1  7/v 

* — cos -T777=sin TTtaneo,  «z=sin^ k — L-,.  / . 

an..  ; ,an  ; V m cos’®  7..;' 


<f  étant  un  angle  qui  croît  de> 


^ ; '-7  .. 


a 7 H-  I . • . 77  . 3 I -H  I 77 

t:  — > ^ a — ■ 

an  3 ■ . -an  3 ' 


. , • quand  2 croît  de  o à"  i ; l’intégrale  relative  à 2 qui  ligure  sous  " / ^ ' 
- le  signe  V deviendra  , , 

. . ' * . * •-  - V"*  . 


/ 2 n 2 . ' / 

/ / ■ ^ / 

f df  ou  ' 277  ( 

2/1  J 

'ü!  — Ü 

ÀH  ' 2 


et  en  écrivant  n-;^ I — i au  lieu  de  i,  on  aura  . ' 

. /2c;n— I , ___  - « **  *n' 

. ..  r(p)r{i~p)'~^^  y (2  7-t-i)si'n(ai-+-i)/)77. 

> I.  * • ,*  '*  ^ • 

• . 4==Ô  . » -V  • '• 

Cela  posé,  on  connaît  la  formule  ^qui  donne  la  somme  des  . 


. 1 , 


: '■  •«.  '*  .'-7 


} . • 


■ • Q‘igifLZ;ea  ^ Ï30_6gle 


/>  . , V . T; 
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5 ■. 


cosinus  de  n arcs  en  progression  arithmétique,  savoir  : 

. n/i  I y 

sm  — cos  I rt  H h ) . • \ ,, 

. ;>  \ ?-  / . .1 


. il 
sin  - 
2 


2 cos<a-t-/7i) 

- ' I =i  O 

(voir  ma  Trigonométrie,  p.  2?.).  En  faisant  /i  = 2«,  il  viént  . 

. ' ' i—n~  1 

VS  / • . sln2«rt 

-,  - ^ C0S(,2>  + ()/l 


2 sin  a 


formule  qui,  dlfféreniice  par  ràpport  à a,  donne 


~r\  - i,  * y * **4 

V • jv  7.' 

• ••  , V'  - ' I, 


? 


■ s.' 


2 , • I . , ■ . ■ ' cos2«rt  sin2/irtcos« 

{2/  -h  I ) sm  ( 2 1 -i- 1 )rt  == /I 


sin  a 


siiPrt 


0 


. ■ si  l’on  fait  « = /7ir  et  qu’on  observe  que  an/^ir  est  un  multiple. 

T ■ , entier  de  la  circonférence,  un  verra  que  le  second  membre 

ir  • ’ n 

. . . ' de  la  formule  précédente  se  réduit  à 

r sm^;r 

r;‘ • _'(,2)  r{p)v(x—p)--=-^ 

r..  , . ' ' sm/)T 


on  aura  donc 


^ ' • Telle  est  la  formule  qui  exprimera  deuxième  propriété  do  la 

rs-;  r , fonction  r et  dont  l’équation  (11)  sc  tire  immédiatement  en 

% ‘ faisant  p = -• 

^ démonstration  que  nous  venons  de  présenter  n’exige, 
liTT' , • . comme  on  le  voit,  que  les  principes  los  plus  élémentaires;  elle 


■ • . J'i 


'J 


suppose  que  p est  un  nombre  commensurablc,  mais  la  for- 
'*’*  mule  {12)  s’étend  naturellement  à toutes  les  valeurs  réelles  et 
1 positives  de à cause  de  la  continuité  de  la  fonction  r(/>); 
• ' on  voit  que  cette  formule  donnera  r (p)  pour  les  valeurs  de  p 


l-;  • . comprises  entre  - et  i si  l’on  connaît  cette  fonction  pour  les 


valeurs  de  /»  comprises  entre  o et  -•  , 

' ■ ■'  2 


* V'-- 


' : >rî 

V.' 


V ■ ■ ■'  ■ V “ V-*  ^ 

■ • ' • --r  v\'  • » V-'-  '•  -1  1 

ms  . ^ * 1 ••  ' .-r.  ■ ’i  „ 


■'■è 

ri 


1 


' 3a8  ■ 


‘ ‘ 5.  Troisième  propriété  des  fonctions  r.  Si  l’on  suppose,  ’. 

‘ 5 = />,  la  formule  ( I ) donne  ► . , , * , - < _ 

-''T  ' On  voit  que  le  coefOcient  de  dx  sous  le  signe  1 prend  des  - 

• r égales  quand  x reçoit  les  valeurs  - -f-  A et ‘ --7  k éga-  • , 

\ ^ ^ ^ ' ■ J* 

. lëment  distantes  de  il  s]ensuit  que  dans  la  formule  préce-  4 ’ 

' ' ' ' ' “ ''  '•  . 

î * ■ I ' " * 

, dente  on  pourra  prendre  - au  lieu  de  i pour  limite  "supc-  \.- 
•’J  ■ rieure,  pourvu  qu’on  double  le  résultat.  On  aura  ainsi  '•  \ . 

•4.  » * • ‘ ï ' 

’;'*■*.*  i 1*^  t (/y  ^ 

* ' ’ Si  l’on  fait  maintenant ^ ==  - yr,  dx=z  — y -j=r  les  limites  . ' - : 

V > -,  2 ^ 4 s//  ■ i 

. ' de  l’intégrale  relative  à j seront  i et  o;  en  renversant  ces  - < 

' V . limites  et  changeant  le  signe' du  résultat,  on  aura  ^ ^ 


' c’est-à-dire 


;•  (l3) 


et  si  en  faisant  usage  de  la  formule  (6)  on  remplace  les  B par  ■ ” 
leurs  valeurs  en  r,  puis  qu’on  se  rappelle  que  r ' 


viendra 


. (t4)  ^ " r(;,)_r  r ^ 

Cette  équation  (i4)  exprime  la  troisième  propriété  des  fonc-_  , ^ 

. '^'7  • ■»  ‘ . -i-'  *•  .'  I : • * • ; 1 ' • 

' ■ - - • ; \ ■ ' ■!/■.■  ■ •'  - ’f' 

« ■ ' •-  '•  ' ■ •-  .■■-.■■■  ■ 
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lions  r;  elle  est  contenue  dans  une  autre  beaucoup  plus  géné- 
rale que  nous  établirons  bientôt. 


6.  Représentation  de  la  fonction  log  r(a;)  par  une  intégrale 
définie.  Si  l’on  différentie  la  formule 

' «f~  “ a-'  "' </a, 

O 

et  qu’on  représente  par  r'(a.  ) la  différentielle  de  r(ar)  divisée 
par  dx,  il  vient  . ^ 

‘ O® 

■.r'(x)=  I a-'"' log  « fi?a, 

’ Jn 


la  caractéristique  log  désignant  ici  un  logarithme  népérien. 
La  formule  (5),  où  l’on  fait  p=i,  donne 


.si  l’on multiplie  cette  formule  par  </a  et  qu’(»n  l’intègre  en- 
suite entredes  limites  i et  a,  on  aura 


en  remplaçant  log  a par  cette  valeur  dans  l’expression  précé- 
dente de  r'(a;),  il  vient 


le  second  membre  de  celle  formule  est  une  intégrale  double; 
on  peut  intervertir  l’ordre  des  intégrations  et  écrire 


L;i  première  des  intégrales  qui  tigureiit  dans  la  parenthèse 
est  r(a^);  la  deuxième  a pour  valeur,  d’après  la  formule  (5), 

C*  cui.  11.  ^ 3’2 
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33o 

•_El£) 

( I -t-  2 )' 


SOTE  '• 


• On  a donc 


r(..i  = r,.)£[.— 


on,  en  divisant  par  r(ar), 


d logr(jr) 
dx 


r*  r - 

= / ('  + z)“']  y; 

Jo 


si  l’on  multiplie  les  deux  membres  par  dx  et  que  fon  in-_ 
tègre  ensuite  entre  les  limites  i et  x,  il  viendra,  à cause  de 
log  r ( I ) = log  I = O, 


\o^r{x)=£  ^x  — i)e- 


l0g(l+2)  . J 2 ‘ 


On  peut  simplifier  cette  expression  de  logr(a;)  en  opé- 
rant comme  il  suit  : en  faisant  ar  = 2,  il  vient,  à cause  de 
logr(2)=  log  I =o,  ^ , 

"“Jo  L 10g(.  + 2)J  2 ’ , • 

et  si  l’on  multiplie  cette  équation  par  x — i,  puis  qu’on  la 
retranche  ensuite  de  la  précédente,  il  viendra 

(i-t-2)-'— (i-t-z)~n  dz  _ 

- s .J  l0g(l-i-2)' 


r \ y 


0 P ^ 

logr(a:)3=  J — i)(i-i-2)' 

enfin,  si  l’on  pose  log{i-4-2)  = «,  2 = e“— i,  l’intégrale  re- 
lative à a devra  être  prise  entre  les. mêmes  limites  o et  ao , 
et  l’on  aura  définitivement 

(i5)^  logr(ar)  = j.  * 

, I 

7.  Développement  de  la  fonction  log  r(a:)  en  série.  Si  I on 
différentie  l’équation  (i5),  il  vient  , . ^ 


(i6) 


djogrii) ^ r ) d.,  ■ 

dx  . f Jo  \ « I — a “/ 
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</’  log  r ( 


dx' 


x)  r*  ae  J 

^ ~ I ^ 

«/o  I — e 


remplaçant  le  facteur  — — — - par  sa  valeur 
I — e “ 

- 3a  . 


I -f-e  *-t-e 


a.  „ — 2 a 


il  vient 


rfMogr(x) 
dx 


r”e-“'arfa+  r T*  +-*)*</=< 

*/o  »/0  */f> 


ou,  en  évaluant  chaque  terme  au  moyen  de  la  formule  (5), 
<f’logr(a:) I I I 1 


(>7) 


dx' 


x'  ( a:  -I-  I )*  {x  -h  7.y  ( ar -t- 3 )’ 


_formule  dont  le  second  membre  est  une  série  qui  reste  con- 
vergente, quel  que  soit  x. 

Si  l’on  intègre  les  différents  termes  de  la  formule  ( i 7 ) mul- 
tipliée par  dx  entre  les  limites  i et  x,  on  aura 


(«8) 


rflogr(a;) 


dx 


.c+L-l)+(^ — uU(: — !_U,„,  , 

\ xj  \a  x+\j  \3  ar-(-a/ 


et  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  conver- 
gente comme  celle  d’où  elle  est  tirée  par  l’intégration;  quant  , 
à la  quantité  — C,  elle  est  évidemment  égale  à la  valeur  que 

. ....  - </logr(a:)  ' 

prend  pour  a;  = i la  denvee et  I on  aura,  par  le- 

quation  (16),  • ' > ' 


('9) 


cette  quantité  C est  connue  sous  le  nom  de  constante  d’Euler; 
nous  verrons  tout  à l’heure  comment  on  peut  calculer  sa  va- 
' leur.  ; ' 

22. 
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NOTE 


Si  l’on  inlcgre  entre  les  limites  i et  x la  l'orinule  (i8)  mul- 
tipliée YOtvdxy  il  viendra,  à cause  de  log  r(i)  = o,  . 


{î.O> 


logr(a;) 


^ _ C (.T  - 1 ) -t- - log 


j^(£^_.og^). 


-log 


x-\-m — 


m 


formule  dont  le  second  membre  est  une  série  convergente 
comme  celle  de  la  formule  (i8).  On  peut  se  débarrasser  aisé- 
ment de  la  constante  C;  si  en  effet  on  pose  ar  ==  a dans  la  for- 
mule (ao),  il  vient 


( O = - C -t-  (^  - log  2)  + (1  _ log  -H  ... 

-i-  I log .)  -h.--, 

\m  ^ nt  / 


(ai) 


et  si  l’on  retranche  de  l’équation  (ao)  le  produit  de  l’équa- 
tion (ai)  par  ar  — i , on  aura 


(■?.?.){ 


logr(a:)  = 


-H 


(ar— i)!og-— log 


/ ,1  3 , a:-+-i1 

(a7-i)log  - — log-^  |-l-... 


,,  m -4- 1 - X m — 

^ — i)log iog 

' f rn  m 


■'] 


ou,  pour  abréger, 

f7I  = îO 


(a3)  logr(a:)=2)[(^— 


m=j 


Désignons  par  log  (i  + e„)  la  somme  des  termes  qui  suivent 
le  ;n"”“  dans  la  série  (aa)  ou  (a3);  comme  cette  série  est 
convergente,  la  quantité  s„  s’annulera  par  m =c  <x> , et  l’on 
aura 

logl'(.r)=  |(a  — ijlogi  — log‘Yj  + ..- 


-t- 


w -t-  I , X + m — r"!  ■ , 

O't'g— 7^; : + log(r 
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OU,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

.m)  m^-'  ( I N-*-', 

comme  le  facteur  ^1  + se  réduit  à i pour /n  = 33  , on 
peut  le  supposer  compris  dans  i + e,„  et  écrire 
(1.2.. 


(24)  = — ; T- — ; 

' ' +1). . .{a:  + w — i) 

c’est-à-dire  que  l’on  a 

(1.2.. 


( I -t-  £.n), 


(25)  r(ar)  = litn 


a?  (^4-1  )■  ..(x  + m — I 


:>  pour  m=  00 


Remarquons  encore  que  la  formule  (2i)'donnc  pour  la  cons- 
tante d’Euler  * 

V s 

G=:lim  , .4-^  — log/n^,  pourm  = co. 

8-  Développement  de  la  fonction  logT{  i ‘^-x)  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x poul- 
ies valeurs  de  x comprises  entre  — i c/  4-  i •'  Si  l’on  change  X 
en  JT  4- t dans  la  formule  (17),  il  vient 

' _ ■ I 1 

dx‘‘  (j7  4- i)’ (a?4-2)’ (jf  4-3)' 

et,  en  drfférentiant  n — 2 fois, 

1 <f'’logr(i4-jr)  f— 1)“ 


1.2. . n dx" 
si  l’on  pose  généralement 


-i)-  r « , 
■ « 


Y 


-2)* 


^ III 

Sb— -i4 — 

2"  3^  /J*  ' ' 


on  aura,  pour  x ~o. 


f/"log  r(  i 4-x) 

dx'^ 


i-rl- 


I . . n 


334  ' ®®te 

si  n est  > I,  el  l’on  a d’ailleurs,  dans  la  même  hypothèse, 

d log  r ( 1 -^x) 


dx 


-Cj  logr(i+j:)  = o; 


la  formule  de  Maclaurin  donnera  donc,  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre — let-t-i,  ‘ ' 


(26)  Iogr(i-f-jc)  = — -I-  — Sj  ~ — 

1 ■ . 

cëtte  formule  n’est  pas  commode  pour  le  calcul,  parce  que  les 
sommes  S décroissent  peu  rapidement,  mais  on  peut  obtenir 
des  séries  plus  convergentes;  si  à la  dernière  équation  .bn 
ajoute  la  suivante  . ' 

X* 

O = — log(i  -|-:r)-|-a;  — - -f-  ^ ' 


il  viendra 


(*7) 


logr(n-jr)=  — Iog{i-i-x)-hri— G)i 


les  termes  de  cette  série  décroissent  assez  rapidement,  mais, 
oii  peut  encore  augmenter  sa  convergence.  Si  l’on  change  x 
en  — X dans  la  formule  précédente,  il  vient 

tlogr(r  — x)a= — iog(i  — ir)— (i  — C)x 

1 r ■ 

-1-^(8,— i)2:’-4-.  . .. 

Mais  un  u , 

r{i-\-x)  = xr[x\, . r{jc)i'(i— .r) 
et,  en  multipliant. 


sin  rrx 


r(i  j?)r(i  — x)~  -T 


sin  nx 


d’où 


logr(i-f-^)H-logr{i  — j;)  = log^ 


Itx 


sin  nx 


Ajoutant  celle  équation  avec  l’équation  ( 27  ),  relranchaiU  en- 
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suite  l’équation  (aft),  et  divisant  le  résultat  par  2,  il  vient  * 


(*9) 


,Iogr(i-t-2.)=;ilog^ 


sinTT^t* 


-log  C)x 

2 I — X ' 


D’après  les  propriétés  dénjontrées  plus  haut,  la  fonction  r sera 

connue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  l’argument  si  l’o» 

connaît  cette  fonction  pour  les  valeurs  comprises  entre  o et 

'I  I 

~t  ou  entre  - et  1,  ou  entre  i et  1 H — j ou  etc.;  or  1 equa- 

lion  (25)  permet  do  calculer  très-rapidement  logr(i-h,r) 

pour  les  valeurs  dex  comprises  entre  o et  Dans  son  Traité 

des  fonctions  elliptiques,  Legendre  a donné  avec  seize  déci- 
males les  valeurs  de  S,  depuis  « = 2 jusqu’à  n = 35. 

Si  dans  la  formule  (29)  on  fait  ar  = i et  x = ce  qui  donne 

r(2r-t-i).— t el  r{x-+- 1)  = ^ on  aura  deux  équations 

qui  pourront  servir  au  calcul  de  la  constante  C;  on  trouve. 


en  observant  qqe  log  — 


sinirj; 


-l-log(i — x)  = opour-2:  = i, 


I — C = -loga-H2(S.“i)'l-5(Si — — ']*!“•••» 

. — C = log^+.^(S.- 1 )4-5^{S.- I )-i-^(S,— 1 

quatorze  soinmes  S suffisent,  par  ces  formules,  pour  obtenir 
C avec  quinze  décimales;  on  trouve  ainsi 

(3o)  C = o,  57721  56649  oi53a  8; 

nous  ferons  connaître,  dans  la  Note  suivante,  un  procédé  plus 
expéditif  piour  calculer  cette  constante,  procédé  qui  n’exige 
pas  le  calcul  préalable  des  sommes  S. 

9.  Évaluation  de  la  fonction  ^ dans  le  cas  où  x est 
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NOTE 


un  nombre  commensumble.  La  fonction 


d log  r(.r 


dx 


peut  s’ex- 


primer, sous  forme  finie,  par  un  nombre  limité  de  termes, 
toutes  les  fois  que  x est  un  nombre  commensurable.  Si,  en 
effet,  on  ajoute  les  deux  équations  (i6)  et  (19),  il  vient 


dlogr  (a?) 
- dx 

ou,  en  posant  “ = 


da, 


I — e 


(3. 


rflogr(a:) 


dx 


= r'i — £j.dzi  ' 
Jo  1—2 


• I» 

SI  I on  a X = - , m et  n étant  entiers,  et  que  1 on  fasse  2 = 
n ■ V . . 

il  viendra  ' 


^/logr(a;) 

dx 


m 


iPOurJT=-|; 


la  différentielle  sous  le  signe  J est  ici  une  fraction  ration- 
nelle, et,  par  conséquent,  son  intégrale  pourra  s’exprimer'par 
des  quantités  algébriques,  logarithmiques  ou  circulaires.  Par 
exemple,  on  aura  ^ , 

</logr(x)  ^ C'  da. 


dx 


-’XV 


C -4- log  4 ^pOUrÆT=c;iy 


Si  la  quantité  x se  réduit  à un  nombre  entier,  la  formule  (3i) 
donne  , . 


d logr  (x  ] 


dx 

c’est-à-dire 

«/logr(x 


C=  r,(’i-H  2^2’H-.  . .-4-2^-’)</2, 

•/O  ' • - 


(3a] 


dx 


I I 

H- -4- 
a 3 


• I ■ 


la  somme  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  formule 
est  connue  sous  le  nom  de  suite  harmonique. 

10.  Détermination  du  minimum  de  la  fonction  t'{x).  L’é- 
quation (17)  montre  que  la  fonction posi- 
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tive  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  x supposée  réelle 

d 1 o£  r ( JC  ) i'^  f JC  i • 

et  positive  ; en  conséquence,  la  fonction — - ou 

est  constamment  croissante;  d’ailleurs  on  voit  par  l'équa- 
tion (i8)  que  cette  dernière  fonction  est  égale  à — co  pour 
X =o,  et  à -i-  00  pour  a:  = -(-«> . Il  suit  de  là  que  la  dérivée 
t'(x)  ne  peut  s’annuler  qu’une  seule  fois,  et  par  suite  que  la 
fonction  l'{x)  n’offre  qu’un  seul  minimum.  Ce  minimum  a lieu 
nécessairement  pour  une  valeur  de  x comprise  entre  i et  2, 
puisque  l’on  a r ( 25  = t'(i);  quand  x est  infiniment  petit,  la 

fonction  r(o?)=  ~ infinie; ‘quand  x croît  jus-  ■ 

qu’à  00  , r(a;J  décroît  jusqu’à  ce  qu’elle  ait  atteint  son  mini-  - 
mum,  et  elle  croît  ensuite  jusqu’à  co , 

Si  l’on  veut  obtenir  la  valeur  de  x qui  répond  au  minimum 
. de  r ( I ar),  il  suffira  de  déterminer  la  racine  positive  unique 

, „ ' . ,,  . rflogr(i -Ha,-)  ^ 

de  1 équation  r (i  -h  a)  = 0 ou  =0.  Cette  équa- 
tion, d’après  la  formule  (27),  est  ■'  • . 

0 = - ^_h(,_C)-h(S.— ija  — {S,— ■ 

t -(-a 

on  reconnaît  facilement  que  la  racine  est  comprise  entre  0,4  ' 
et  6,5,  et  l’on  trouve  par  les  méthodes  d’approximation  con- 
nues - . i 

,1 -Ha;  = 1 ,4616321 

on  obtient  ensuite,  en  faisant  usage  de  la  formule  (27)  ou  de 
la  formule  (28),  ^ - ' . 

logvulgr(i  4- x)=  1 ,9472892,  . 

d’où  ’ 

r( I -H  j;)  = o,8856o32.  ' 

11.  Remarque  sur  l’interpolation  de  la  fonction  numérique 
1.2.3. , .'(.r. — 1).  ' ' ^ 

Puisque  l’on  a , ' 

r(a;)=i.2.3.  .(à; — i), 

quand  x est  un  nombic  entier,  la  fonction  r(a-)  peut  servir. 
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aiasi  que  Lacroix  en  a fait  la  remarque  ( n°  p.  84),  à rinter- 
polation  de  la  suite  dont  le  terme  général  est  i .2.3. . . { — i). 
La  formule  précédente  exprime  en  effet  ce  produit  parle  moyen 
d’une  fonction  continue  de  x dans  laquelle  la  variable  est  sus- 

s 

cepüble  de  recevoir  toutes  les  valeurs  réelles  positives  et 
même  toutes  les  valeurs  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
posKive.  Mais  la  formule  ( a3  ) ou  ( 25  ) fournit  un  mode  d’inter- 
polation beaucoup  plus  général,  puisqu’elle  permet  d’expri- 
mer le  produit  i .2.3. . . (x — i ) par  une  fonction  continue  dex, 
dans  laquelle  la  variable  peut  recevoir  une  valeur  réelle  ou 
imaginaire  quelconque.  Comme  ce  résultat  est  d’une  extrême 
importance,  il  n’est  pas  hors  de  propos  de  faire  voir  que  les 
considérations  les  plus  élémentaires  conduisent  immédiate- 
ment aux  formules  ( 23  ) et  ( a5  ),  lorsque  l’on  cherche  à inter- 
poler la  fonction  numérique  i .2.3. . .(x — i) 

. Soient  donc  x et  m deux  nombres  entiers  positifs,  les  x — r 
fractions  , , 

m m . m - ^ 

, m -1- 1 ’ W-H2’  ’ OT-t-x — r’. 

tendront  vers  l’unité  si  m tend  vers  l’infini,  x restant  constant; 
il  en  sera  donc  de  même  du  produit  de  ces  x — 1 früctipns, 
et  l’on  aura  ' ' 

_ ' . I ' 

(/n-+-i)(m-f-2)..(m-|-x  — 


U étant  une  quantité  qui  s’annule  pour  m = 00  ; multipliant  les 
deux  termes  de  la  fraction  du  premier  membre  par  i . a . . m 
et  chassant  le  dénominateur  I il  vient 

(i  .2.3 ...  m)  m*~'  , , • 

• = -^— ô n T-- ; i + ' 

1 .2.3  . . . (,/n-t-x — i) 

et  en  multipliant  les  deux  membres  par  i . 2 . 3 . . . ( x — t ),  on  a 

(1.2.3.  .m)  m’~' 


.2.3  .. . (x^  i)  = — - 

'T  X (x  -4-  I ) . . . 


(/n-t-x  — I 


• (1  4- *«) 


Ou  > 

' ~ (i  .2,3. ..  , . 
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C’est  précisément  la  formule  ( ^5  ) dans  le  cas  dé  x entier,  et 
l’on  en  déduit  sans  difflculté  la  formule  (23). 

Dans  les  recherches  qu’il  a entreprises  sur  cet  objet,  Gauss  a 
pris  la  formule  (25)  pour  l’expression  générale  de  la  définition 
der(^),  et  M.  Liouville,  adoptant  ensuite  le  même  point  de 
vue,  est  parvenu  à plusieurs  résultats  intéressants  (*);  on  voit,  ‘ 
par  ce  qui  précède,  combien  celte  marche  est  naturelle.  D’a- 
près l’analyse  que  nous  avons  développée,  le  second  membre 
'de  la  formule  (aS)  est  une  série  qui  reste  convergente  par 
toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par  conséquent  dans  la 
même  hypothèse  le^second  membre  de  la  formule  (aS)  tend 
vers  une  limite  déterminée.  Mais  pour  justifier  la  nouvelle 
définition  des  fonctions  r,  il  est  nécessaire  d’établir  que  la 
même  chose  a lieu  pour  toutes  les  valeurs  négatives  ou  ima- 
ginaires de  X.  On  voit  d’abord  sur  la  formule  ( a5  ) que  r ( x)  est 
infinie  lorsque  x est  égal  à zéro  ou  à un  nombre  entier  négatif 
quelconque;  ce  cas  étant  mis  de  côté,  je  dis  que  la  série  de  la 
formule  ( a3  ) est  toujours  convergente.  En  effet,  le  terme  géné- 
ral dans  lequel  on  suppose  m supérieur  au  module  Aq  x — i , est 


{x  — i)  {x  — a) 
am’ 


(i  -t-  *«), 


Sm  désignant  une  quantité  qui  s’annule  pour  m = % ; il  résulte 
de  là  qu’à  partir  d’un  rang  suffisanament  éloigné,  les  termes  de 

la  série  (a3)  décroissent  comme  les  termes  de  la  série  ' 

donc  cette  série  est  toujours  convergente,  et  par  suite  le  second 
membre  de  la  formule  ( a5)  tend  vers  une  limite  finiejet  déter- 
minée. ■ 

\ ■ - 

12.  Démonstrations  nouvelles  des  propriétés  de  la  fonction-  ' 


(*)  Voir  stfr  CCI  objet  mio  Note  de  M.  Liouville,  insérce  au  tome  XVll  du 
Joavnal  de  HalKrmttiiiues  parfi  ft  appliquée!.  •' 
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r(a:).  Les  propriétés  de  la  fonction  rétablies  plus  haut  dé- 
coulent initnédiatemeiit  comme  on  va  voir  de  la  formule  (aS).  ' 

Première  propriété.  On  a 


r{x)-. 


( 1 . 2 . . . ) OT*~‘ 

a-  ( JT  I ) . . . ( Æ'  -f-  - 


,0- 


, , { 1 . 2 . . . ni  I ni”  . , 

r(ai  -4-  I )=  P ; : ; 1 1 -I- 

(x-h  i)  . .{x -h  m)  ' '"i 


d’où,  en  divisant,  . 

^ . r r [x  -f- 1 ) 


' -I- 


r(^) 


X m I -+-  », 


et,  en  faisant  w = 00  , il  vient  '■  " ' 

r(ic4-  i)  = ^r|x), 

ce  f|ui  est  la  première  propriété  do  la  fonction  r.  • ^ 

rfc  • ' **  t ' i J' 

Deuxième  propriété.  Si  l’on  multiplie  entré  elles  les  deux 
équations  ‘ - 

(i.2. . 


r(a.-): 


r(i— ^)  = 


-t-i). . .{x  -^m  — i)  . 

( 1 . 2 ...  ni)  m~” 

I — x)(-2  — x). . .(m  — x) 


( 1 +-  s»0, 


( I + Sin  ) > 


il  vient 

r(j;)r(,_.T) 


f • -t ^ ( I -H  e»!  ) ( • -H  s™  ) 

r(i  — .t)  = - ^ ; 


^ l'on  fait  m — CO  , le  numérateur  se  réduit  à i et  le  dénomi- 


s I 


nateur  à - sinTr,^:,  à cause  de  la  formule  connue 


sin^ 


-(-S)(-44.)(-,4)- 


on  a donc 


r(.r)r(.-,r)  = ^ 


SniTr^- 
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ou,  en  niullipliant  les  deux  membres  de  cette  formule  par  x, 

ITX 


(33) 


r(i4-^)r{i— x)  = - 


sinTTjr 


Troisième  propriété.  La  troisième  propriété  de  la  fonction  r 
n’a  été  démontrée  au  n°  5 que  dans  un  cas  particulier,  nous 
allons  rétablir  ici  dans  toute  sa  généralité. 

Soient  x une  quantité  réelle  ou  imaginaire  quelconque, 
n et  i deux  entiers  positifs;  si  dans  la  formule  (24)  on  rem- 
place X par  il  vient 


..»?)/» 


» 


si  l’on  donne  à i les  n valeurs  o,  i , 2, . . . , n — i,  et  que  l’on 
multiplie  entre  elles  les  égalités  résultantes,  il  vient 

■ ' fi4-l 

r{j:)r (x-i — ) r ( r (xh )=  J : r(n-e«i), 

\ \ 

désignant  toujours  une  quantité  qui  s’annule  pour  m —<x> . 
Mais  l’équation  (24)  donne  aussi,  en  remplaçant  x par  nx,  et 
écrivant  mn  au  lieu  de  m,  , 

(i-2-  • ./>»<)( 

nx{nx ->r  \).  ._.(nx  + mn — 1) 
des  deux  équations  précédentes  on  tire 


r(x)r(x-^^)r(x+2)..r(xH-V) 

n“"*r(nx)  ÏZH 


( I -f-xiB  ), 


£„  désignant  encore  une  quantité  qui  s’annule  pour  m = oc  . 
l.a  limite  du  second  membre  de  cette  formule  est  une  fonction 
de  n indépendante  de  x\  en  la  désignant  par  y (rt),  on  aura  . 

(34)  = 
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la  foncliori  ff/i)  étant  dcfioie  par  la  formule  ' - . , 

4. 

/ \ I-  (1.2. . , , 

®(n)  = lim — — ; — : (pour/»i  = oo).  • 


Si  l’on  fait 


(i.  a. . . mn)m  ’ 

' : , , 1 . 2 . 3 . . . /n 

Y ('«).= : — > 


on  pourra  écrire  aussi 


y (n)  = v'»  lira  = v'oA, 
en  posant,  pour  abréger,  , 

^ * ■ > ' 

on  a aussi,  en  changeant  m en  2 w,' 


A„  = limtiiîiîî4', 


puis 


A«=^«=lim 

A«  • i|((2/n/t)'  - ’|<(amre) 

mais  les  quantités  lim^li^îLll  gj  sont  égales  à A,; 

iJ»(2ot)  _ , i)/(2/nre) 

donc  on  a • ‘ 

( ‘ ' ' 

- A„^AÎ~'  et  .*ç(n)  — ^nA?“'; 
quant  à là  constante  A] , sa  valeur  est 


îm  — î 

am — I i 


d’après  le  théorème  de  Wallis  [voir  page  78)  la  quantité  sous 
le  radical  a pour  limite  4^  ou  2»r;  on  a donc  - 

" ■ f . Aj— :v^,  ^ 
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B — I I ' 

(35)  r(j7)r^a:  + ^j---r^a;-t7 (2«r)  « *r(na:). 

Telle  est  l’équation  qui  exprime  la  troisième  propriété  de  ta 
fonclion  r;  en  y faisant  n = 2,  il  vient  - 

V ' , * 

• * S - • , • • 

' ' ' I ' , ' 

r(a;')r^ar4-'^^  =«^a~“^.'r(2r), 

ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  obtenu  au 
n®5.  ' ' 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  de  la  for- 
mulé { 35  ) est  directé  et  ihdépendante  des  autres  propriétés  de 
,1a  fonction  r.  Pour  déterminer  la  constante  Â>,  on  aurait  pu  se 

servir  utilement  de’  la  relation  = ainsi  en  faisant 

> • 

^ z=  - éi  n = 2 dans  la  formulé  ( 34  ),  on  aurait  eu  ^ ^ 

' ■ . . . ■ i 

. . V^  — -T(2)  = -^Aj,’  d’où  Aj  = V^27T,  i 

comme  nous'  l'avons  trouvé,  autrement.  Enfin  on  peut  obtenir 
très-simplement  la  fonction  f(n)  comme  le  fait  Legendre,  en  se 
servant  de  la  deuxième  propriété  deS  fonctions  r;  posons  en 
effet  x=o  dans  la  formule  ( 34),  après  avoir'remplacé  r (a;)  par 

r(ar-+-i) X{itr -l-i)  . . ■ * 

-J-' ' et  v{nx)  par  ■>  il  viendra 

> X ^ Ttx  ^ " • . 

^ ■■ 

ou,  en  renversant  les  facteurs,  , / ‘ J,.  ' ; 
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inuUiplianl  ces  deux  valeurs  de  ~ <f{n),  el  observanv  que 


W \ « J ,i„i 


-»  on  aura 


?M«)  = 


J -s-l 


fr  n‘ 


. TT  . STT  . (n  — Ott’ 

sin  - sin  — • • • sin  ^ — 

n n n 


mais  on  sait  que  le  dénominateur  de  celte  expression  est  égal 
à donc  ' 

^n—l  . t 


' n— 'I  . . 

(j>’(n)  = H (2  7r)"-'  Cl  <f{n,)  — \/n{7.v)  ’ , 

■ , ' ' . ’ 
comme  nous  l’avons  trouve  plus  haut. 

Pour  compléter  l’exposition  de  la  théorie  des  intégrales  . 
eulériennes,  il  nous  reste  à faire  connaître  la  formule  de  Stir~  ' 
ling,  par  laquelle  on  peut  évaluer  le  produit  i.2.3. . .a:  ou  la 
fonction  ,r (2:  + 1)  quand  x est  un  très-grand  nombre.  Cette 
importante  question  fera  l’objet  de  la  Note  suivante.  .. 
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SUR  L’ÉVALUATION  APPROCHÉE  DU  PRODUIT  i '2.3. ..x,  . ' | 

LORSQUE  a:  EST  UN  TRÈS-GRAND  NOMBRE,  SUR  LA  1 

, FORMULE  DE  STIRLING  ET  SUR  LES  NOMBRES  DE  - ’i 

BERNOULLI  ( * ).  -,  • 1 


I.  L»  formule  de  Stirling  exprimCj  comme  on  sait,  la  somme 
des  logarithmes  des  x premiers  nombres  entiers,  ou  plus  gc- 
néralemenV  le  logarithme  de  l’intégrale  culérienne  de  seconde' 
espèce  r(x-+-  i),  par  le  moyen  d’une  série  essentiellement 
divergente,  et  qui  cependant  peut  être  employée  avec  avan- 
tage pour  le  calcul  numérique.  Cette  formule  remarquable  a 
fait  dans  ces  dernières  années  l’objet  des  recherches  de  plu- 
sieurs géomètres,  parmi  lesquels  on  doit  citer  Cauchy,  Binet, 
M.  Malmsten  et  M.  Liouville. 

Les  démonstrations  les  plus  simples  de  la  formule  de  Stir- 
ling reposent  sur  la  détermination  préalable  de  la  dérivée 

rflogr(ar-)- 1)  . 

" en  sorte  que  1 intégration  introduit  une  con- 
stante arbitraire  dans  l’expression  de  la  fonction  logr(ar-t-  1). 
Pour  déterminer  cotte  constantê,  on  peut  employer  divers 
procédés,  et  l’on  y parvient,  en  particulier,  en  se  servant  de  la 
formule  connue  de  Wallis,  comme  l’ont  fait  Lacroix  (p.  86fet 
M.  Liouville.' Or  cette  simple  formule  de  Wallis  suffit  à elle 
seule  pour  établir  complètement  celle  de  Stirling,  et  la  déduc- 
tion est  si  facile,  que  la  deuxième  formule  peut  être  regardée 
avec  raison  comme  une  transformée  de  la  première;  c’ést  ce 
que  je  me  propose  de  faire  voir  dans  cette  Note. 


( * ) j'ai  commüniquc  à l'Académie  des  Science^»  dans  la  séance  du  a avril  1 8Go, 
les  résultats  que  renferme  la  première  partie  de  eetle  Note. 

O'éd.  U.  _ , 23 

J ’ . • • ' 
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2.  La  formule  cio  Wallis  est  (ro/rn“  435,  p.  86) 

»t  224486  2:r  — 2 zx  — 2 2.r 

- = -•ô-ô’c'Â 5 " ' (pour  X = co), 

2 133557  3 — I ‘ ' 

et  elle  prend  celle  fonne  très-simple 

(0  • 


I^=.  (pour^  = oo), 


si  l’on  extrait  la  racine  carrée  de  chacun  de  ses  membres’,  et  • 
que  l’on  désigne  par  ip  (ar)  l’expression 

1 . 2 . 3 . . . ar  , ■ ‘ ‘ 

' ■'  i' 

’ . . 1 a;  ’ . ' 

ou  le  produit  de  cette  expression  par  une  exponentielle  de  la 
forme  (f,  a étant  une  constante  quelconque;  on  pourra,  donc 
poser,  ea  désignant  par  e la  base  des  logarithmes  népériens, 


(a)  • 

On  lire  de  là 


(3) 


ï(ar- 


1)  e\  xJ  ’ • ' , • , 


formule  où  la  caractéristique  fog'  exprime  un  logarithme  né- 
périen. Or,  tant  que  le  nombre  a;  est  plus  grand  que  i,  on  a, 
en  désignant  par  0'  et  0"  des  quantités  comprises  entre  o et  i , 

, / I \ I 0'  1 i'  0"  ' ■ ’ - ' 

lOg  I -4-  - = ; ■3= : -4-  ^ — : ) 

- ,,  ".y.  XJ.  X zx\  X . 2X^  3a;’ 

et,  par  conséquent,  . ’ ‘ 

»Og  (c  -t-  i)  = . + p.=  ' + I’ 

0 désignant  une  quantité  comprise  entre  — 1 ôi  -4-  > ; donc 


r=V’- 


V 
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on  aura  aussi,  en  changeant  ar  en  .r  4-  i,  .r  + t.x  — i, 

cl  en  désignant  par  0,,  Oj,.'. . , 9„_,  des  quaniités  comprises 
entre  — i et  -|-  i , ‘ - 


0'. 


yÇjr4-  i)_^(x-n)’ 
f{x  + 9.)  ' 


r{2x—i} _ ,)•  ■ 

<f{‘>.X) 


En  multipliant  entre  elles  toutes  ces  équations  et  la  précé- 
dente, et  en  observant  que  la  Valeur  absolue  de  la"  somme 

0-  • 0,  ' &U-.  * . . ■ ' ■ ’ 1 

— -H; — -!-•  • } r,  esloioindrequc-:  X x ou  -, 

r’  ( X I )’  ( 2 X — I )’  • . f ’ x'  X 


oa  pourra  écrire  • • ' 

. ^ l ’ ' ' • . . 

e étant  une  quantité  comprise  entre  — i et  i;  et  si  ^ de- 
vient infini,  on  aura  , • ' 


(4) 


—'t  • ( pour  ^ = a:  ). 

f{y.x} 


Si  maintenant  on  divise  l’équation  (i)  par  l’équation  (4),  il 

viendra  ' , , 

* ’ « ' 

(5)  . ’ iji(a)=.i  (pourar  = oo), 

\ ' V . 

c’est-à-dire,. a cause  de  la  formule  (2),  • ■ 


■(6)  \ .x.Z. . .X —\liTt  e~^  X 

S ■ 

en  désignant  par  «,  une  quantité  qui  s’annule  pour  x — x>. 
3.‘  Posons,  comme’ dans  la  Note  précédente,  v 
r(x-f-i)==i.2.3...x,  , 

un  peut  obtenir  très-simplement  l’expression  complète  du  pro- 
duit r(jc4-i),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  du  loga- 

■ 23. 
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rilhmc  népérien  log  r(,r-+-i).  On  a d’abord,  par  Ja  fotmule(2), 
(7)  lcrç;r(Æ.'  + 0 — ^ iog27T  — Æ -4-  ^-*^"*"2)  logar  -4-  log^f^r), 
ei  l’on  a ensuite  rdcnUquemeni  , , . . 

mais  si  l’entier  m croît  indéfiniment,  <f{x  m-^\]  tend  vers 
l’unité,  d’après  Fa  formule  (5),  et  son  logarithme  tend  vers 
zéro;  on  a donc  , ^ ' 

I Ÿ ( ^ "4“  ) 

iogî(^)=^  2 


m=so 


'ou,  d’après  la  formule  (3), 


. . . " \ T 

(8)  ' log<p(a;)=  2 [(•*■*■.'"  + 9 


> m ^0 

el  Ton  aura  i?n  conséquence 


/ log  r.(ar  + 1 )c=  i log  2 TT  — a:  -1-  -h  - j log  x 


(9) 


2 


Cette  formule,  qui  a été  déjà  rencontrée  par  Gudermann,  se 
déduit  presque  immédiatement,  comme  'on  le  voit,  de  la  sim- 
ple formule  de  Wallis. 

' 4,  Toute  l’analyse  précédente  suppose  que  x est  un  entier 
-posiüf;  mais  le  second  membre  de  l’équation  (9)  est  une 
fonction  dans  laquelle  x est  susceptible  de  recevoir  une  va- 
leur quelconque;  en  exceptant  le  cas  où  x est  un^  entier  né- 
gatif, la  série  qui  figure  dans  la  formule  (9)  est  toujours  con- 
vergente; car  ses  termes,  comme  il  est  aisé  de  s’en  assurer, 

décroissent  comme  ceux  de  la  sérié  ^ j® 
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que  la  formule  (9)  subsiste,  quel  que  soit  x,  on  se  conforT 
mant  à la  définition  générale,  que  nous  ?vons  donnée  tic  h 
fonction  r.  Celte  définition  est  exprimée  par  la  formule  {a3)  de 
la  Note  précédente,  qui  donne,  en  remplaçant  aT’par  ar  + > et 

écrivant,  soue  le  signe  m -1- 1 au  lieu  de  m, 

m==co  ^ ' 

(.0,)  iogrcar+.)=  2 + 

. ni  «=  O » • , ■ , ' * 

Pour  prou  ver  l’identité  des  valeurs  de  log  r (a;  4- 1)  données 
par  les  équations  (9)  et  (10),  il  suffit  de  différcnlier  deux  fois 
ees  équations;  on  tire  de  l’une  et  de  l’autre  , 

m=oo  * 

rf ’ log  r ( a: -f- i-i I 

dx'-  ^ {a’-H  ;/{  + 1)’’  ■ ' ' 

m = O 

les  seconds  membres  des  formules  (9)  et  (lo)  ont  donc  leurs 
secondes  dérivées  égales;  en  conséquence  ils  ne  peuvent  dif- 
férer que  par  une' fonction  linéaire  dè  x;  nwis  comme  ils 
sonl  éggux  pour  les  valeurs  entières  et  positives  de  x,  il  s’en-  ' 
suit  que  leur  différence  se  réduit  nécessairement  à zéro. 

5.  Il  est  facile  d’exprimer  la  fonction  log  f (x)  par  une  inté-  ' • 
grale  définie.  On  trouve,  «n  différentianl  la  formule  (8)  deux 
fols  de  suite,  * : 


d là('<f{x) 
' dx 


7.x 


m = oc 

m=o 


_L_\ L_|, 

X + m } -r  H-  wi  J, 


- \ . ' m=cc 

log  y (y)  ^ _ 1 J.JL  V - ' . 

dx'  X 7X'  ^ ( a;  OT  )* 

fn  ^ ô ^ 

Or  on  a,  pour  toute  valeur  positive  de  a. 
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si  (lonr  la  variable  r rosie  positive,  on  aura 


l#l  =20^ 


</Mogii.(Æ:) 


. ' *"  m = o . ' 


mais  la  quanülé  ^ e~  "* '-''est  égale  ii  r _'^  — t «lonf 

■ ,■  m c=  O ^ 

logyÇj.-)  _ I -«T 

Jo  ^ / 

iolégrant  deux  fois  et  observant  que  les  fanètiOHS  log  <f{^}  et 

d log  ? ( -r  ) pour  = X , il  vient  . ■ 

dx 

(iij  logî(>) 


■■(/a.  . •■ 


En  portant  cette  valeur  de  log  9 (x)  dans  l’équafion  ^9), 
obtient  une  expression  de  lôg  r(x+i)  qui  a été  oblehUepAr, 
Cauchy  et  que  j’ai  donnée  depuis  dans  là  Note  XIV  de  ntou' 
Algèbre  supérieure.  J . . . ■-/  ' t 

6.  On  peut  tirer  de  ce  qui  précède  la  formule  deStTrfiog;  niais  ' 
'il  estnécessaire  pour  cet  objet  de  transforrnor  la  forinule’fi  v): 
nous  .nous  servirons  à cet  effet  des  résultats  .obtenus  dans  jt 

Note  précédente.  Nous  avons  trouvé  l’équation  ^ ^ 


r(n-Æ'.)  r.(i—  r): 


sin  1TX 


d’où 


ldgr(i  log  1(1  — jf)=  log  7r.r  — logsiqjTX, 

et,  en  differentiant,..  , . -V  •’  ’ 

,'</logr(i+x)  <flogr(i— x)  I cos^tx 

dx  . éx  ' î ’^sinTra?  . 


{'2)1 


==- — TT^— I — 7=r— -p=; 

.•■X.  . i.-'TTJV'— I 
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mais  on  a,  par  la  formule  (i8)  de  la  Note  précédente,  , 

.a».  V \-\-x)  \»  2 -h  T/  ’ 


et  en  changeant  a:  en  — x 

• J 

rfIogr(i — x) 


dx 


-h/i L-W/^i •• 

. \ > — x)  \2  2 x) 


Si  donc  on  porte  ces  valeurs  dans  l’équation  (laf,  on  aura 


^x 


%x 


2x  _ 2x  , aar'.  / _i  / 

cette  formule, n’est  autre  chose  que  celle  qui  donne  la  valeur 
de  cotTrx  en  une  série  indéfinie  de'  fractions  simples  ; elle  se 
trouve  démontrée  d’une  manière  élémentaire  dans  plusieurs 
ouvrages,  et  notamment  dans  ma  Trigonométrie;  nous  aurions 
donc  pu  la  prendre  ici  pour  point  de  départ;  mais,  outre  qu’elle 
est  établie  par  ce  qui  précède  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
et  imaginaires  de  x,  il  n’était  pas  sans  intérêt  de  la  rattacher 
aux  formules  que  nous  avons  données  dans  notre  théorie  des 


• fonctions  r.  Si  l'on  pose  x = 
devient  . 

( 


la  formule  précédente 


or  bn  a,  par  la  division,  . 

I . I -•  X 

4m’7r’-(-a’  (2mir)‘^  (amir) 


+--..dT; 


r=ce. 


[2  «ITT  J’"* 


e*  désignant,  pour  abréger,  la  quantité  dont  la  va- 
leur est  comprise  entre  o et  i . ' 

Donnons^  OT  les  valeurs  i,  2,  3,...  jusqu’à  l’infini,  ajou- 
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^ ions  ensuite  tous  les  résultats,  et  remarquons  que  si  l’on 
pose  ' . 1 • 

• ••  * m=Qc  . * ’ . , ! ■ 

J ^ i . 


(,2OTr  )’ 


. = ^1: 


2/mr)’"-*^’ 


0 sera  nécessairement  compris  entre  o et  1,  on  aura,  à cause 
de  la  formule  (i3),  - ' • 


m=x 

W = X 

f ' • 

-2a«  2 ; 

a 2 y ^ ( 2 »I  Jr  )* 

m=  1 

«1-=  I 

pt=l 

m = cc  -, 


fi5) 


< (2nf7r}”+’’ 

1 m=  I ' 

et  si  l’on  fait  .Z"  . ' 

' - 1 y*  I I r^'  \* 

,.2.3". 2«  = 2’-=‘ ' 
il  viendra  - . • " 

(1/—Î 

•la\i '•*  1.2,3. 4 ■ i.2.„an 

< 

( . ■ 


:-0 


, B,.,..  • 

1 .2. . .(â/i  + 2) 


0 étant,  nous  le  répétons,  une  quantité  comprise  entre  o et  il  • 
Ce^ résultat  remarquable  est  dû  à Cauchy;  la  fonction  de  a, 
qui  constitue  lé  premier  membre  de  la  formule  (i5),  ne  de- 
vient infinie  que  pour  les  valeurs  de  a comprises  dans  la  foN 
mule  a = 2/1  n — I,  h étant  un  entipr  positif, ou  négatif,  mais 
différent  de  zéro;  il  en  résulte  que  cette  fonction  est  dévelop- 
pable en  série  convergente,  par  la  formule  de  Machiurin,  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  a dont  le  module 
est  inférieul'  à 2tr,  en  sorte  que  l’on_a,  dans  cette  hypothèse, 

(16)  - ( )= ^ 3-7a“rt-...± 

' -a \i e~“  “ 2/  . i.z;3.4  i.2...2«  ^ ^ 

mais  la  formiilc  ( t^)T  subsiste  pour  toutes,  les  'valeurs  réelles^ 
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de  a,  et  elle  fait  connaître'  l’expression  du  resta  de  là  série  ( i6),  * 
lorsque  l'on  s’arrête  au  terme  du  rang  n.  ' • 

Les  coefficients  B, , B»,  Bj, qui  figurent  dans' Tes  for- 
mules (i5)  et  (i6),  sont  connus  sous  le  nom  de  nombres  de 
fiemoMf//,*. l’équation  («4)  fail  connattre  l’expression  générale 
du  ft'™'  nombre  de  Befnoulli;  mais  cette  expression  çontfent 
la  transoendante  ir  et  en  outre  la  sqmme  d’une  série  indéfinie/ 

• Il  est  facile  de  calculer  successivement  les  nombres  B qui  sont 
tousrationnels;  à cet  clTet,  considérons  l’équation(i6)où  nous 
supposerons  <*  <;  2«  pour  la  convergence,  de  la  série;  si 

* I ■ I i-t-  e'-^  ' ■ 

l’on  remplace ^ par  la  valeur  égale  -»  il  vient  ; 

, ‘ ' 1 — e " ■ • e'^—e-  - ■ ' 

a — « a I 1,2  1.2. 3. A . wi...  . 

e e J 

OU  . • . 

. • a / *1.2.  1,2.3. 4 . 1.3...  an  * ' J 

remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  valeurs'  en  séries, 
il  vient  • , ' . ' ' ' 

■ -tan h...) 

. 12\  i.a  . 1.2. ..an- 

. / \ 1.3  i.aL.an  , / 


.=  (' 


..a. 3 


.I.3...(2nrei4 


les  deux  facteurs  du  second  membie  sont  dès  séries  convergen- 
tes, et  la  deuxième  ne  cesse  pas  d’être  convergente  üquand  on 
réduit  ses  ternies. à leur  valeur  absolue,  car  la  série  (ifi)  reste 
convergente  quand  on  remplace  a par  a puisque  la  seule 
condi'tionde  convergence  est  que  le  module  de  a soit  inférieur  à , 
27t;  il  s’ensuit  que  si  l’on  effectue  le  produit  des  deux  séries 
■ qui  figurent  dans  le'second  membre  de  l’équation  jlî-écédénto;  .. 
et  qu’on  ordonne  le  produit  par'rapport  aux  puiàsancesde  a, 
on  reproduira  Identiquement  la  série,  coiuonue  dans  le  pre- 
mier membre.  En  procédant  ainsi  et  égalant  de  part  et  (i’nuliv. 


' ■ Qigitized  by  Google 


354  ^ ’’  WI>TE 

les  coefficients  de  .*’”,,  il  vicnl 


B. 


• ■ ' B, 


-i.a./. (an-M)  »i.a...an  i.a.,.(in— i)  i.j-  i .2...(an-.-3^  i .3.3.4 


B„ 


l.i...(an — Sfi-i-l)  Î.1...1/J.  g 


B„ 


I 1.3...» 


équation  qui  déterminera  B„  si,  l’on  connaît  B„  Bf, . . B„i,î 
en  y faisant  successivement  n'=  i , a,  3, . . . , il  vient 


r;  . ' i + B,  = o.  ^ 

3a  : • 

V • » . 

t»  , I • • 

I I 6 6 . 5 . 4 ti  n ' . * • 

* ^ — ’Bi 5— 7 B» -h  Bj  — O, 

7 2 2 2.3  4 ‘ • ‘ t' 

9 2 2 2.3.4  2. 3. 4-5. b , 


équations  qui  donnent'  ' 


n— A'  B 

QO/  2730 


La  suite  des  nornbrês  de  Bernd,ulli  est,  connue  oh  le  voit,  d’à- 
bord  décroissante,  mais  à partir  de  B,  elle  -devient  indéfini- 
ment croissante.  ' . . . ' • • • ' . 

. ' J ■ . 

7.  Revenons  maintenant  à la  formule  ( i i J qui  donne  l’ex- 
pression de  log  <f{x).  Cette  formule  Sé  réduit,  en  faisant  usage 
de  l’équation  (i5),, à 

f-  *■  ' CC  • > oc 

V— V / e 
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Or  on  a (t/à/r  fa  Note  précédcntô)  ■ ‘ . ' * / 

JC^  ’’  . ' I.2--3.  (fi — i)  ■ », 

" - •'  •*■  . . ^ ■ 
|K>ur  toute  valeur  dé  l’enUe^^f*;  en  Outre,  comme  la  quatuitée 

rèsie  comprise  entre  O et  i',  rinlégrale  Ç ee““' «’"</«  est- 

‘ ■ . , . ' 

positive  et  inférieure  à J x'-dx,  c’est-à-dire  inférlcûre 

■ ' I 1 T 271  ' * „ 1.2,3.,.  2M..  . , 

< à — — ’ — » on  pourra  donc  la  représenter  par  9 — » 

' en  désignant  par  9 une  quantité  comprise  entre  o et  i.  D’après 

• cela,  la  valeur  précédente  de  log<(> (ar)  devient  , . . ■ 


•'  * ■ ■ , J ‘ • 


et,  en' portant  cette  valeur  dans  l’équation  ( 7 on  aura,  pour  ; 
i toute  valeur  positive  de  ar, 

1’  Iogr(x-t-t)  = ilo(}ï7r-,.r-(- + logi  ’ V • . 

• K,'  i ,5l  J-  1,.  ' L_ 

■^1.2*  3.ix*,  . f-'  ^ ^ (in— , {2n+-i)(in-(-a) 

la  quantité  9 qui  multiplie  le  dernier  terme  étant,  nous  devons  , 
le  redire,  toujours  comprise  entre  o et  i,^  , ' ' • • • 

Si  l’On  prolonge  à l’infini  la  série  du  second  membre,*  on  a 
• .la  formule  de  Stirling,  savoir:  . ‘ , 

!log  r {*•-(- 1)  = jloc  2^  — *-+l  ^X-(- log  X 

•*  li,  r ' n,  t • ■ ■ , „_i  I , 

’ ' Mais  il  est  facile  de  voir  que  cette  série  est  divergente,  quel- . 

que  grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à a;;  en  effet,  la  valeur  ,, 

* “ '•  B”  1 * 

absolue  du  terme  général  t — — 'urf,  est  égale,'  ■ 

d’ajirès  la  formule  (i'4i,^au  produit  des  deux  quantités  • 

*•  )_ ’.L  _L • Y 

ârra  ’ 2 W.V  ■i  jc  .t  '."  -lux  \ 3?^-  * '} 


' . Digilized  by  Google 


356  • 


NOTK 


* t” 


• I 


La  seconde  de  ces  expressions  lend  vers  isj  limite 

quand  n augmente  indérinimcnl  ; la  première  expression,  aù 
contraire,  augmente  au  delà  de  toute  limite,  car  clic  est  un 
produit  dont  les  facteurs  inférieurs  à l'sOnl  en  nombre  limité, 
tandis  que  le  nombre  de  ceux  qui  sont  supérieurs  à i , et  même 
à telle  quantité  que  l’on  voudra,  peut  devenir  plus  grand  que 
tout  nombre  donné.  Il  résulte  de  là  que  les  termes  de  la 
série  (20)  croissent,  à partir  d’un  certain  rang,  au  delà  dc.toutc 
limite,  et  en  conséquence  cette  série  est  divergente. 

8.  Mais  11  est  très-remarquable  que  la  série  de  Stirling, 
malgré  sa  divergence,  fournisse  un  procédé  très-exact  et  très- 
commode  pour  calculer  logr  (jr  -i-i),  et  l’approximation  que 
1 on  peut  obtenir  par  cette  voie  est  d'autant  plus  grande  que  x 
est -plus  considérable.  Effectivement,  si  a:  est  supérieur  à i,  les 
termes  multipliés  par  les  nombres  B dans  là  formqlc  de  -Stir- 
ling vont  d’abord  en  décroissant,  et  l’on  voit  par  la  formule  •(  i q)’ * 
que  l’erreur  commise  en  faisant  usage  de  la  formùle  (aô)  est 
toujours  moindre  en-raleur  absolue  que  le  premier  des  termes 
négligés.  On  aura  donc  la  plus  grande  approximation  possible 
en  s’arrêtant  au  terme  qui  précède  le  terme  minimum,  et  ce 
ternie  minimum  lui-même  donnera  une  limite  supérieure  de. 
l’erreur  que  l’on  aura  commise,  Par  exemple,  si  l’on  néglige 
complètement,  dans  la  formule  (20),  les  termes  multipliés  par 
les  coefiieients  B,  l’erreur  cornmise  sera  positive  et  inférieure 

Br  1 , I . , • . . 

7*^  t.  2 - — -■>  “ pausc'de-B,  ^ on  aura  donc 

■ X.-X  X I32T  ^ ...  ().  --  . • 


(21) 


l0gr(x-J-l)>-l0g2  7r-:-a:-fr  logx,  . 

lüg  r (a?  1 )<[  - log  2 7t  — A-  + log  ^ -h  ' 

ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres,  .1 

(22) 


I 

“T— S.  , . 

. J 

J’  ^ 


J 


r_(jc- 


• .4  I-  - X ”4”  ■” 

- 1 ) 5>  v^2  * 'e~*  X-'  : \ 


■ r (x  1 j^<  v/?.  TT  e-*  a:  ( :•  • _ . • . • . ' 

Jîn  parlnni  d'o  cos  foriifuîcs,  on  peut  obioiiir-doux  limites 'du 
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nombre  de  Bernoulli  B„,  dont  l’une  nous  sera  utile, dans  ce  qui 
va  suivre.  En  posant,  pour  abroger,  ■ . . • • 

on.a,  par  la  formule  (^4),  • ' . ' ■ ' ■ - . 

15„ — — &2fl/  — — » . * - 

frpù  ron  lire  /.  * . 

■ ,1. -h-  ^-)  Sw  B»_  i.à.3>.*^n. 


î 


B„-  4tp’  _ S,„-  B,  2"-.'7r’"^'  S, 

mais,  comrne  décroît  quand,  (t  augmente,  on  a 
• ■ (7.n  + i){7.'n  4-  a)  - iX'^  i .2.3.  ■ .?./t  ■■:  •; 

' ' . B„  "~J7-  B,  2>"''rt’'-î  ’ .<  ,.• 


ou,  à cause  de  B,  = ^) 


(23) . 

(24) .  . 


B„ 


^ _5  ‘ 


■'  .f‘  (2/(  2)  *^4^ 

■ n ^ ' r(2n+i), 

"'^12  (2)t)*"-’  ’ 


■ '-f.'  J>- 

"■Ji" 


là  formule  ( 24)  donne  une  lirjaite  supérieure  de  B„,  on  aura 
une' limite  inférieure  .du  même  nônibr»  en  remplaçant  s,,, 
par  I,'  dans  son  expression  exacte  ; ü vient  ainsi  i'  ' 

(=?)■;  ; 

Si  l’on  remplace,!' (2_n-f-i)  par  sa  limite  supérieurei  tirée  des 
inégalités  (a:!),  dans  la  formule  ( 2.47,  et  par  sa  limite  inl'é- 
ricure,  dans  la  formule  ( aS),  on  aiira 


(2ij  ) 


• l'"-'--  • ■ 

■ '2 

•.  ;(2,r)  . 2 

• ■■  ■ ■'  ■ 1 y •î,*V’-i'v  . 

b„>2 


(2W) 


r • f ' , 
•À 


le  rapport  de  cos  de.ux  limites  de  B,  est  ~ 
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Les  formules  que'nous  venons  d'élalHir  ont  été  données  par 
. Cauchy  ; elles  permettent  de  déterminer  facilenicin  l’approxi-  ^ 
mation  avec  laquelle  ou  peut  calculer  log  r (a:  4-1  ) par  la  for- 
mule de  Stirling.  ■'  . ‘ ' 

- Désignons  par  u„  la  valeur  absolue  du  terme  de  cette  série 
qui  dépend  du  coefficient  B„,  01I  aura  \ ^ 


.(^n  ■ 


-1)2/1  ar” 


■ 


Bn+i  (2h— -.l)2j//  • 

B„  (2/?;-)-i )(2/i 4- 2)  , 


la  seconde  de’ ces  deux  formules  donne,  à cause  de.  l’inéga- 
lité  (23),  . - 

• (2 n — 1)^/1  ■ . J ' 

’ ' : > 

et  l’on  aura,  à plus  forte  raison,  • ‘ , ’ , • 

, . t/n+( 


< 


/i’  ‘ M„+,  ^ / n • 


. Donc  «»+.i  sera  inférieur  à u„  tant  qu’on  aura  ;t  < 3 a:  ou  /«  = 3a-. 
Ainsi  quand  sc  esi>  i,  la  série  de  Stirling  est  décroissante  ' 
dans  les  premiers  termes,  et  si  or  est  un  nombre  entier,  ce 
décroissement  aura  certainement  lieu  jusqu’au  terme’  de  ’ 
rang  3a:,  lequel  sera  luMneme  plus  petit  que  le  terme  suivant. 

, Cola  posé,  désignons  par  t„  la  valeur  absolue  de  l’erreur 
commise  en  s'arrêtant;  dans  la  série  de  Stirling,  au  terme  mul- 
tiplié  par  B,,  on  aura,“conime  on  l’a  vu,  ' . 


■ (2 n 4- I ) (2 « 4- :»)  A-”**' ^ 
et,  à plus  forte  raison,  à cause  de  l’inégalité  ( 23), 

^ B„ 

'/t  *în+-l 


,) 


et  enfin,  à cause  de  la  première  des  inégalités  ('îfi  j, 

• (»  .r  \tfnxj  , ,,■  ■ _ 

limite  qu’il  est  facile  dé  calculer  par  logarithmesj  . 4 

Nous  .avons  vu*  que  si  x est  entier,  le  décroissement  des" 
‘ . • * 
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terme»  de-  notre  série  a toujours  liea,  jusqu’à  oe  que  9 soit 
•égal  à 3a?;  si  l’on  fait  n = 3 jp,  la  formule  (*7)  devient  ■ 

et  parce  que  x est  au  moins  égal  à i,  on  aura  à plus  forte 
raison,  ^ ^ 

■ SJ. 

• I /3\  ’ 4-  -i  ' 

. ••  ‘ ..‘“<4^). ■ 

mais  on  ' . . . • ‘ , . - , , - • ■ - 

■ ^ ' ‘ IX 

i(0‘ 

. J ■ «fc, 

donc  . • . • ' ■ 

" ' . ' ■ * J.  * ■ 

■ - • î„<o,3934o9.;.  , - ' ' \ • 

! ■ ' 

OU,  en' prenant  les  logarithmes  vulgaires  des  deux  mcinbrès, 
(28)  -logt.«<  1,594844 ‘-H;^l0g-^  +(!?, ^«33 l)x.  ’ 
l*our  a?  = I , on  a déjà  ' ’ ' • '<  • ' 

.1  -'j.  ■ ' 

• . . ■■'log*,  <C 4, 9890775.  ■ 

* * ■ • X ■ 

ei  par  consequem  sj < 5 pour  = lo,  oh  a ; ; 

• .*•*  .*  ..*•  , 

■ log«„<27,o{7i75,  - , 

et  l’on  voit  que,  dans  éèt  exemple  dea?  = io,  on  peut  pous- 
ser  le  calcul  de  log  r(a:  -t- 1 ) jusqu’à  la  vingt-sixième  décimale, 
en  s’arrêtant  au  terme  multiplié  par  B,o.  • 

La  formule  { 27  j montre,  comme  nous  l’avions  annonce,  que 
la  formule  de  Stirling  permet  de  calculer  généralement 
logr(ar4-i)  avec  une  approximation  qui  sera  d’autant  plus 
- grande  que  x sera  plus  considérable.  ' 

, . * . ''  . -t  V , 

9.  On  obtient  des  formules. utiles  en  différchliant  une  ou 
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J plusieurs  fois  la  tôrmulc  de  Stirling  ; mais  comme'  celle  der-r  ' 
nière  renfernie  une  série  divergente,  il  en  sera ‘de  même  de  • 
celles  , que  nous  avons  on  vue.  Cependant  ccllès-ci  peuvent 

■ servir,  comme  la  Ibrmule  de  Stirling,  pour  le  calcul  numcriqué;  ,• 

• c est  ce  que,  nous  Allons  établir.  A,  cet  effet,  remarquons  que 
la  quarrtité  s qui  figure  .sous  le  signe  / dans  le  dernier  terme 
_ du  secopd  membre  de  la  formule  ( 1 7 ) est  indépendante  de  x; 

. on  aura.donc,  én  différentiant  fois  cette  équation,  • 


(’9) 


.1  • >,  t.  V ‘ 

alors;  en  procédant  comme  nous  l’avons  fait,  pour  déduire  , 
la  formule  (18)  de_^(i7'),  on  trouvera 

. '.'g  <t“inçyfx)  „ I ■ „ (Fyii-eî).  . ■ • V . 

w-e  ‘ r(î)  ^h-3'^'.V  ; • ' 


^ ‘ - ^-fL , •g  - 

t’(2n-i-i)  . ,r(iH^3)  «-t-an-t-l  ’ 

I 9 désignant  comme  « une  quantité  ^conàprise  entre, o et  i.  . 

. Quand  est  suffisamment  grand,  lès  termes  du  second  membre 
vont  d’abord  en  décroissa’nt,  comme  dans  la  série  de  Stirling, 

. ' et  l’crrêur  commise  en  s’arrêtant  à un  terme  quelconque  est 
•v  • • ' moindre  que  le  terme  -suivant  et.de  nt^êm'e  signe  que  ce  terme  ; . 

' ■ dans  le  cas  particulier  de  p.i=  i,  on-a  ; *'  ’ . . 

' dx  . 2 j:>  4 I*  . ^ ' Una:’"  , ' ' , " an  4-a,xJn+,l,'  ' 

On  tire  de  la  formule  (7),  par  la  différentiation,  - . 

' «•  » t • 

rflogr(2r-nj_  ^ jto(;y(T)  • ..  ■ '■  ■ ' . 

' . • - ’ du  . dx  , . 


•'  î‘---  ’ 

f— 1'^  t’  (»-e  _ r (>'—  I ) 


on  aura  donc 


* 2 II -4-2  „’"*+** 
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36 1 


0' 


. J^ioçrt-x'H-O  rXM--}  r(M'j  ’ ■ 


■ 


^ _ r(2n-t-i)  ,i/H-7n — 1 


r[3/  >4-.i 

r ( ,m-  a n -»- 1 ) 


rCan-f-3)  I ’ 


6 désignant,  dans  toutes  ces  formules,  une  quantité  comprise 
entre  o et  i . , ^ 

10.  Les  résultats  que  nous  venons  d’obtenir  fournissent  un  ■ 
mojen  très-simple  de  calculer  la  constante  d’Euler, ^constante 
que  nous  avons  désignée  par  G.  Nous  prendrons  pour  point  do 
départ  la  formule  (3a)  de  la  Note  précédente  qui  suppose  or  , - 
entier  et  qui  devient,  en  changeant  ar  en  X -I- 1 , 


2 3 ' r * aa: 


remplaçant  ^ par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (3 1), 


il  vient  . 


B, 


B, 


. - H-  — logx — 

X /_  ” 2X 


2«X-" 


et  l’erreur  cqmmise  en  s’arrêtant  au  terme  qui  dépend  dé  B„ 

B„+, 


sera  moindre,  en  valeur  absolue,  que 


En  rem- 


( an  -f-  2) 

plaçant  les  nombres  B par  leurs  valeurs,  dans  la  formule  pré- 
'cédente,  il  vient  . - ' • 

( ‘’=('+;  + 3'+ 

, ..  . . ■ . ■ <3.,.  ■; 


’iax^  laox'  , a52x“  a4ox'  ’i32x"  32760X'’ 


et,  en  s’arrêtant  au  dernier  des  ternies  écrits,  l’erreur  commise 
6«éd.  II.  ' - ’ 24 


,v 
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sera  moindre  que Ainsi  en  faisant  x=iç-;  eu  a la  A>r- 

• ''  ,!T  * , 

• mule  , ■ • . . ' • ■ • 

» » « t • I I . I I I \ ' * *,  . . 

\ ai  4 a 0-7  89  10/  ® ao 

*.  0,01  O', 0001  0,00000(  OjOOOOOOOl  o^ocooooooof  0,00000000n(^l 


12  120.  aSa  . 2/jo  i3'2  v 32t<>ô 

* » .s 

qui  donnera  la  valeur  de  C avec  /|uinze  décimales  exaeles;  on 
jirenant  ' • . . • • • , 

log  10  = a ,3o25fî5oç)a.994o45 G8,  • 

on  trouve  sans  difTiculte  la  valeur  - . • 

’.  ' r I** 

0 = 0,57721  5664901533, 
déjà  donnée  dans  la  Note  précédente. 

11.  Nous  avons  fait  connaître  au  n“  6 une  formule  qui  per- 
met de  calculer  successivement  les  noml)rc5  B,,  B„  B,, ; 

on  peut  exprimer  généralement  B„  par  une  formule  débarras- 
sée de  transcendantes,  mais  qui, est  un  peu  compliquée.  Nous 
croyons  toutefois  utile  d’établir  cette  formule,  en  terminant 
la  présente  Note.  ... 

Les  nombres  de  Bernoulli  sont' définis  Jjar  la  formule  (16), 
qui  ppiii  s’écrire  comme  il  suit  : ' ' ' 

V * , ' • , 

I I I B,  B,  B, 


' • * r , 

, a 2 i.a  1.3. 3. 4 

Or  on  a identiquement 

I I 

e*  -t-  I e’r 


a’+...+ 


M)”- 


— I 


si  donc  on  remplace  les  fractions  du  second  membre  par  leurs 
valeurs  en  séries,  en  faisant  usage  de  la  formule  préeédenie 
appliquée  aux  cas  de  et  de  a = v.z,  il  viendra 


' .n. 


série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z dont  le  module 
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est  jnlcrièur  à s;  ou  ii.donc';  pal  la  formule  ilo  Maeluiii'iit,  ' 


. ( 35 ) ( — 1 J"  — îî„=  — ‘ ® ' 


La’première  dérivée  de  la  fonciioh 


est 


e--t-  I ( e*  -I-  I )’ 

il  est  aisé  de  voir  que  l’on  aura  généialemeul 


cl 


c“  H-  t A, ci-""-'-  -H  + A.„_,c= 


■ . ' ( C»  -+-  I )=’-  ' ' , 


A,,  Aj,...,  Am_i  étant  des  coefficients  indépendants,  de  z;  il 
y a plus  : l’équation  { 34  ) montre  que  la  première  dérivée  de  la 

fonction  — est  une  fonction  paire  de  s.  qui  ne  change  pas 

quand  ony  changes  en — s;  il  s’ensuit  que  la  même  choSe  a lieu 
pour  toutes  les  dérivées  d’ordres  impairs.  Mais,  par  ce  chan- 
gement de  s en — s,  l’expression  précédente  devient  ^ 

■ ‘ +.  ■ .-f-  A,e» 

^ -i-  i )1*  , \ ■ ’ 

il  faut  donc  que  l’oh  ait  généralement  A^-i  ==  A„  et,  par  suite, 


j/ir. 


(36) 


7"T 


■ Cela  posé,  ou  a . . • • , ' 

. ■ ; « • ; • ■ .. 

— î—  = — = e-  — e-“  -t-  c-’»  — . , . -t-  ( -^  1 y‘‘-~'.e  .% . , 

e'  -t-  I I + e~‘ 

d’où  . ■ • ■ . • . . . ■ 


« + » _ a’"-'  1 )'*  ja' 


Ji  M — I j«S 


rft” 


mais  on  a aussi 


■an(a>i— l)...(-JA— i-t-l) 


+- ...  4-2lt  t -I-  I , 

^4.  , 
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et  en  mutiipliani  entre  elles  les  deux  équations  précédentes, 
on  aura,.  5 cause  de  la  forhiule  (36),'  ’ • 

.. . A.  + 

L • * . ' •,»••  •*  . ■ J r J 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  en- 
tière de  è*;  par  conséquent,  en  effectuant  le  produit  indiqué, 
dans  le  second  membre,  il  ne  restera  que  deà  termes  côn-. 
tenant  des  puissances  positives.de  en  écrivant  que  les  ter- 
mes en  sont  égaux  dà'ns  les  dçux  membres,  on  trouve  •• 

• . '•  • A,=  — 1*"-',/ 

el,  pour  les  valeurs  de  (X  supérieures  à‘i,  ‘ , ’ . •, 


IA^  = 


137) 


=(->)'*  M- o’r.' 

'•  . ■ ’ +\->f 


i aafzji—  i).. ■(•»»— i-f- 1 ) 


-t-. 


-^1  »w<2a— i)...(Îb-;i-h) 


1.3..  . (^—i) 
* • * * * « * t*'  * ' 

mais  les  formules  ( 35  ) et-  ( 36  ) donnent  ' ' ‘ ' 
(-1)"- 


]■-  ■ 

— -B,  ==  f Ar-h  A, 4-  Aj  + . . .+  A,-,  ^ — aA  » „ 
n 2™  . \ 2 / 

on  aura  donc  . • . ■ ' • « , „ ■ 

^ ) _ Fa»-!  _ „ ^ Hl»"  - »)1  ^ 

3n  . . . ' L • -J 

j^(„_  ,)i— '_an(B-'3)*»-'  +...+  ( ] 

Tn»-— 3b'(— - gA-»  ^»,(3"-l)  -.(-^  J)  1 

3'  ' b , • I.3...(n-»  0 J 

enfin,  si  l’on  réunit  les  termes  en  n“-‘,  (n— i)"-',...,  on  aura 

2’"—  l)„  I ,_l  / I ’bX  , jn— I r I3B(2lt— l)l 

B„=-„  _ T 1.3 

■ ^ ^ 

(?8).(,  f'i  1*^"  0 , l4n(2ll—  |)(2B  — 3)1 

[ I 12  2 ,1.3.3  J;  . 


> formule  dans  laquelle  la  loi  de  succession  des  termes  est  évi- 

^ dpnte.  • . ■ _ / 


' i* 
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THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES, 

Par  M.  HÉRMITE. 


On  donne,  comme  on  sait,  lenom  de  fonctions  algébriques 
aux  polynômes  entiers  par  rapporté  utie  variable,  aux  quo- 
tients de  ces  polynômes  et  aux  racines  des  équations  dont  le 
premier  membre  est  une  fonction  entière  par-  rapport  à l’in- 
connue et  à la  variable.  Les  fonctions  que  l’on  appelle  trans- 
cendantes sont  toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  la 
définition  que  lious  venons  de  rappeler,  par  exemple  les 
exponentielles  et  les  logarithmes,  les  sinus,  cosinus,  tan- 
gentes d’un  arc  de  cercle,  ou  les  arcs  sinus,  arcs  tangentes,  etc. 
Les  fonctions  de  fonctions  que  l’on  obtiendra  par  des  combi- 
naisons algébriques  de  ces  premières  transcendantes  seront 
encore  évidemment  des  fonctions  transcendantes,  et  l’on  voit 
ainsi  comment  on  peut,  quoique  sans  utilité,,  en  multiplier 
indéfiniment  le  nombre.  C’est  en  quittant  le  champ  de  l’al- 
gèbre et  en  quelque  sorte  dès  l’abord  du  calcul  intégral,  qu’on 
est  arnené  naturellement  et' sans  effort  a l’origine  véritable- 
ment féconde  d’une  infinité  de  fbnctions  nouvelles,  distinctes 
essentiellement  les  unes  des  autres,  offrant  pour  chacune 
d’elles  un  ordre  de  notions  analytiques  propres,  en  môme 
temps  que  des  caractères  communs  qui  les  réunissent  en  gran- 
des catégories,  et  dont  l’étude  approfondie  est  l’un  des  objets 
les  plus  intéressants  de  la  science  actuelle.  Deux  géomètres 
illustres,  Abel  et  Jacobi,  ont  attaché  les  premiers  la  gloire  de 
leur  nom  à cette  étude,  en  posant  les  fondements  de  la  théorie 
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et  en  mulliplianl  entre  elles  les  deux  équations  précédentes, 

on  aura,,  à cause  de  la  fortaule  ( 36),'  - . , 

' L ’ * * * } f . 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  ,en- 
tière  de  e*;  par  conséquent,  en  effectuant  le  produit  indiqué, 
dans  le  second  membre,  il  ne  restera  que  deè  termes  con- 
tenant des  puissances  positivesde  e‘;  en  écrivant  que  les  ter- 
mes en  sont  égaux  dans  les  deux  membres,  on  trouve^  •• 

el,  pour  les  valeurs  de  (*  supérieures  à I , 


P7) 


.U.  — I 3tl<2ll— l),..(2n  — ^-n)  . 

..3...(;x-,)  J’ 

mais  les  formules  ( 35)  et- (36  ) donnent  ' 

(- T V‘  ^ *.  -B,  == rAi  -t-  A,-t-  Aad” An—,  ^ — A„  p „ 

on  aura  donc  _ ' ' ' • 

(_,).g»-'(2»-_._)  ,5^  ^ „ ) _ r3“-  _ 3’"-  ■ 

•An  ’ L , 

r . . . tl  ,•_<*  3«l3n— .2»— I 1 

-(-■)"  '[("-•)“  '-înfn-î)  i.3  ..(n-2)““  J 

enfin,  si  l’on  réunit  les  termes  en  re“-‘,  (n^i  on  aura 

1 - (.H-  1 :■)  (,  - ^’]  (.  - 


2? 


(38) 


I- 


* an  anfan  — i)  ran(2n  — '0  (an  — a)1,^ a^’**”* 

: 

formule  dans  laquelle  la  loi  de  succession  des  termes  est  évi- 
dente. 
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THÉORIE  DES  FONGTIONS  ELLIPTIQUES, 

Par  M,  HÉRMITE. 


On  donne,  comme  on  sait,  lenom  de  fonctions  algébriques 
aux  polynômes  entiers  par  rapport  à une  variable,  aux  quo- 
tients de  ces  polynômes  et  aux  façines  des  équations  dont  le 
premier  membre  est  une  fonction  entière  par.  rapport  à l’in- 
connue et  à la  variable.  Les  fonctions  que  l’on  appelle  trans- 
cendantes sont  toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  la 
définition  que  rtous  venons  de  rappeler,  pair  exemple  les 
exponentielles  et  les  logarithmes,  Ip  sinus,  cosinus,  tan- 
gentes d’un  arc  de  cercle,  ou  les  arcs  sinus,  arcs  tangentes,  etc. 
Les  fonctions  de  fonctions  que  l’on  obtiendra  par  des  combi- 
naisons  algébriques  de  ces  premières  transcendantes  seront 
encore  évidemment  des  fonctions  transcendantes,  et  l’on  voit 
ainsi  comment  on  peut,  quoique  sans  ütilité,.  en  multiplier 
indéfiniment  le  nombre.  C’est  eh  quittant  le  champ  de  l’al- 
gèbre et  en  quelque  sorte  dès  l’abord  du  calcul  intégral,  qu’on 
est  amené  naturellement  ef  sans  effort  à l’origine  véritable- 
ment féconde  d’une  infinité  de  fonctions  nouvelles,  distinctes 
essentiellement  les  unes  des  autres,  offrant  pour  chacune 
d’elles  un  ordre  de  notions  analytiques  propres,  en  môme 
temps  que  des  caractères  communs  qui  les  réunissent  en  gran- 
des catégories,  et  dont  l’étude  approfondie  est  l’un  des  objets 
les  plus  intéressants  de  la  science  actuelle.  Deux  géomètres 
illustres,  Abel  et  Jacobi,  ont  attaché  les  premiers  la  gloire  de 
- leur  nom  à cette  étude,  en  posant  les  fondements  de  la  théorie 
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rtos  Irmi.ioendnnles  à différentielles  àlgébiiques,  dont  lesloga-, 

/(I X * * 

— ol  les  arcs  de  cercle  l » fornieiU  lès 

X-  J s/j— Æ’  -, 

termes'  les  plus'simples  et  les  plus  élémentaires.  Après  les 
logarithmes  et  les  ares  de  cercle,  ce  sont  \es  fonctiqns,ellip- 
tiques  auxquelles  donne  'naissance  l’étude_  des  intégrales 


f; 


dx 


1 qui  ouvrent  la  série  des  npuvclles 

lonctionset  en  présentent  le  premier  terme.  Ce  seront  celles 
auxquelles  sera  consacrée  cette  Note,  et  dont  on  va  essayer  de 
donner  une  première  idée  en  présentant  l’esquisse  de  leurs 
caractères  les  plus  saillants-  . ; 


Propriétés  communes  anx-fonctious  circulaires  et  elliptiques 


* X 

■ En  rappelartt  tout  a l’heure  la  définition  des  fonctions  algé- 
briques, nous  avons  dit  qu’elles  comprenaient  d’une  part  les  , 
pOlynôrn,esetles  fractions  rationnelles,  et  de  l’autre  les  racines 
des  équations  F {y,  a:)  = o,  dont  le  premier  membre  est  ra- 
tionnel et  entier,  par  rapport  à la  variable  et  à l’inconnue  y. 
Dans  lé  premier  cas,  les  fonctions  ne  sont  susceptibles  que  "• 
d’une  seulé  et  unique  valeur  pôur  toute  valeur  réelle  ou  ima- 
ginaire de  X,  tandis  que  dans  le  second  elles  offrent  autant  de 
déterminations  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  l’équation  ' 
supposée  irréductible  et  qui  sert  à les  définir.  Une  différence 
du  même  genre  se  montre -entre  les  .transcendantes  simples, 
sinx,  cos  a;,  tangvr'et  arc  sinar,  arc  cos  a;,  arc  tanga;,  les  pre- 
mières ressemblant  aux  polynômes  et  aux  fractions  ration- 
nelles, comme  n’é'lant  susceptibles  que  d’une  seule  et  unique 
détermination  ; les  secondes  au  contraire,  en  admettant  une  in- 
finité,'Sont  à cet  égard  comme  les  racines  d’une  équation  dont 

, lé  degré  serait  infini.  Et  il  en  est  évidemment  de  même  pour 
l’exponentielle' c'  et  le  logarithme  qu’on  peut  considérer 
comme  défini  par  l’équation  transcendante  ou  de  degrc  infini 
er=zx.  Ce  rapprochement,  qui  s’offre  au  premier  aperçu,  se 
confirme  et  se  complète  par  les  remarque.^  suivantes.  Pour 
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loulc  valeur  réelle  ou  imaginaire  dé  la  variable;  on  a 


..  a:  , X'-  , x‘-  ' 

.<?»  = I -h  - H-  ---  H , 

I 1.2  1.2.3 


sin  X = JT  — 


X' 


X'  • 


cos  XX=  \ — ■ • 


t:ingÆ-= 


1.2.3.  i%2,3  4-5  1.2.3' 4 -5.0  7 V '"'’ 

■JT’  ^ , cr‘  . ■ ..  .r' 

1 .2  ”^'i  .2.3.4  ..  ‘ .2.-3.4.5-()  • ‘y 

, .r*  x^  ■ 

I•.?..3  I .2.3.1.5  ; 


2.3./ 


et  du  fait  même  de  la  convergence  des  séries  résulte  qu’én 
les  arrêtant  à un  terme  sufïis’ammen't  éloigné,  les  transcendan- 
tes se  trouvent  avec  autant  d’approximation  qu’on  le  veut  rem- 
placées par  des  polynômes  et  des  fractions.  Tout  au  contraire, 
les  développements  : • • - ■ ■ 


log(.i-t-,r)  = 


.r'  1.3, a/’  , 1.3". 5. a’ 

arc  sin/r  = a -t- — - 


a-s 

arc  lang  a:  = ar  — - --  ^ — , 


2.3  . 245  2.4.1» 

r» 

3'.‘ 


ne  subsistent  qu’en  supposant  la  variable  moindre  que  l’unité, 
et  l’assimilation  approximative  avec  des  polynômes  n’ëst  pos- 
sible que  dans  un  intervalle  fort  restreint.  Enfin,  et  ceci  est 
le  point  qu’il  importe  surtout  de  remarquer,  par  une  seule  va- 
leur donnée,  soit 'de  l’exponentielle  ou  des  fonctions  circulai- 
res, on  en  peut  obtenir  algébriquement  ou  môme  rationnelle- 
ment une  infinité  d’autres.  C’est  ainsi  qu’en  trigonométrie 
rectiligne  on  calcule  en  partant  de  l’arc  de  îo"  toutes  les  va- 
leurs dusinus,  du  cosinus  et  de  la  tangente  qui  figurentdanslès 
tables,  propriété  aussi  remarquable  qu’importante  de  ces  fonc- 
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Uotrs,  et  qui  découle  de  cés  relations  : , ■ i • 

• ■ ' er^  = e».e-r,  " • 

' sin  (^ +/)  =^sin  X coSj^'-*- sin_^-'cosÆ’, 

cos  (a:  + /)  = cosar  cos/— sin  sin  Tî.' ■ 


lang  (x+/)  : 


lang:i;  -Htangj 


I — langariang/  • 

. ’ * S 

dont  les  seconds  membres  sont  composés  algébriquement  avec 
les  fonctions  relatives  à l’arguménla?’  et  à l’argument/.  Cés 
mêmes' propriétés  nous  les  trouverons  dans  les  fonctions  ellip- 
tiques dont  elles  constituent  les  caractères  les  plu^  essentiels, 
et  nous  les  résumerons  en  disant  des  nouvelles  transcendantes, 
i\\x' elles  sont  des  fonctions  uniformes,'^  déterihinalion  unique, 
analogues  à des  fractions  Irationnelles,  auxquelles  on  peut  les 
assimiler  avec  autant  d’approximation,  et  dans  une  aussi  grande 
étendue  quon  le  veut,  des  valeurs  de  la  variable,  et  de  plus 
‘que  les  fonctions  relatives  à. la  somme  de  deux  arguments  x 
et  y s'exprimènt  algébriquement  par  lés  fonctions  relatives  à 
l’argument  x et  à l’argunient  y.  Enfin  et  de  même  qu’à  l’expo-' 
nentielle  et  au  sinus  répondent  les 'expressions  inverses,  loga^ 
'rdx  -r  dx 

J ^ J fl  f-^x''- 

une  infinité  de  déterminations,  .s’offrir  comme  inverse  dés 

fonctions  elliptiques,  l’iafégrale  d’une  nature  plus  élevée  . 

« 0 

' ' dx  ' 


et  arcsina:  ou 


zf  nous  verrons,  avec 


/; 


J v^^i  — x’).(i  — 

où  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  du  quatrième  degré  eu  x. 

s'- 

'De  la  périodicité  dans  les  fonétions  circnlaires  et  elliptiques. 

* ^ . 

Cette  propriété'  importante  manifeste  d’une  manière  toute 
particulière  la  différence  de  nature  des  fonctions  qui  la  possè- 
dent avec  les  fonctions  algébriques  rationnelles  dont  nous  les 
avons  tout  à l’heure  rapiprochées,  et  leur  imprime  leur  carac- 
tère le  plus  appa>ent  en  quelque  sorte'de  fonétions  transcen- 
dantes. C’est  d'ailleurs , par  la  périodicité  que  les  sinus  et 
cosinus  iiilervicniienl  'dans  presque. toutes  les  questions  do 
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l’analyse,  depuis  les  études  qui  ont  pour  objet  les  propriétés 
abstraites  des-'nombres  entiers,  jusqu’aux  applications  du 
calcul  à la  physique  et  à l’astronomie.  Aussi  est-il  bieii  digne  ^ . 
d'intérêt  d’étudier  à ce  point  de  vue,  dans  la  longue  chaîne  .des 
nouvelles  transcendantes,,  celle  qui  s’offre  à son  commence,-'  • 
ment  et  se  joint  imniédiatement  aux  fonctions  circulaires,  les 
seules  connues,  pendant  si  longtemps.  C’est  au  début  de  leurs 
''  travaux  qu’Abel  et  Jaeobi  ürent  simultanément  la  découverte 
capitale  que  tes  fonctions  elliptiqûés  possèdent  deux  périodes, 
une  première  qu’on  péui  toujours  supposer  réelle,  et  une  autre 
qui  est  nécessaFrement  imaginaire.  Jaeobi  démontra  en  outre 
qu’une  fonction  unifornje  d’une  variable  ne  pouvait  posséder 
plus  de  deux  périodes,  et  M.  Liouville  après  lui,  embrassant 
dans  toute  sa  généralité  . la  théorie  des  fonctions  rfowèfemenr 
périodiques,  fit  voir  qu’elles  se  réduisaient  aüx  seules  fonc- 
tions elliptiques,  et  rail  hors  de  doute  la '"prévision  de,  Jaeobi, 
que  ces  fonctions  résumaient  èii  elles  tout  ce  que  pouvait  pré- 
senter l’analyse  à l’égard'de  la  périodicité  envisagée  dans  le 
sens  le  plus  étendu.  J^ous  allons  dans  ce  qui  suit  nous  occu|)er 
, du  mode  d’après'lcquel  se  manifeste  analytiquement  ce  fait  si 
remarquable  de  la  double  périodicité,  en  çommençant  par 
étudier  sous  ce  point  de,,  vue  la  périodicité' simple  dans  les 
fonctions  circulaires.  Mais  en  premier  lieu  et  en  raison  de  son 
caractère  élémentaire  et  purement'arithraétique,  nous' donne- 
rons la  démonstration  de  Jaeobi  sur  l’impossibilité,  d’une  fonc- 
tion à plus  de  déux  périodes'.  • . 

* ' * * . ■ , 

, l.  — Proposition  de  Jaeobi,  ^ 

En  désignant  par  a cl  A deux  quantités  dont  le  rapport  soit 

réel  et  incommensurable,  on  sait  par  la  théorie  des  fractions  con-  . ■ . 

tinues  qu’il  est-possible  d'approcher  de  “tie  infinité  de  .. 

* r 

X 

. fractions  ralionn’ellés  — de  manière  à vérifier  la 'condition 

n ' . — * ' 

a ' m « . 

V = 1 T’  ■ - - . 

b n H-,  . 
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i étant  nioÿldre  que  l’iinitc.  De  là  on  tire^ 


nn  —ml} 


Or  une  fonction  ayant  pour  périodes  a et  fc  ne  changera  -jias 
en  ajoutant  à la  variable  une  somme  de  multiples  de  ces  quan- 
tités par  des  nombres  entiers,  telle  que  nâ  — mb.  Comme  le 

nombre  n peut  être  pris  aussi  grand  qu’on  veut, 'sans  quoi  ^ ne 
serait  pas  incommensurable,  la  nouvelle  pérfode  na — mb=  — 

* n 

peut  être  rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  et  par 
là  nous  reconnaissons  déjà  qu’il  ne  peut  exister  ’de  fonction 
doublement  périodique  où  le  rapport  des  deux  périodes  serait 
réel  et  incommensurable."  , . - , „ • 

C’est^à  cette  même  .conclusion  d’une  période  infiniment 
petite,  ou  du  moins  dont  le  module  est  infiniment  petit,  que 
nous  allons  parvenir  en  supposant  trois  périodes  imaginaires  : 

if  = 7-t->/y'— 1,  ' . 

Je  dis  en  effet  qu’on  peut  déterminer  une  infinité  de  nom- 
bres entiers,  m,  n,  '/>,  tels  que  le  inodule  xle  am  + Im  -f-  r/i 
soit  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

Considérez  pour  cela  la  fbrme  quadratiijue  ternaire 


(=é{ax  ^-  p v-t-  7 )»  rf- ( a' X -t-  P'j -t-  7'  « ) ’ H- 


où  X est  une  quantité  réelle  arbitraire  et  dont  le  déterminani  ' 
sera . 


V 


Le  minimum  de  f,  pour  des  valeurs  entières  des  indétermi- 
uées,aura,-rommc  on  sait,  poul  limite  supérieure  , de  soric 


^ DES  POMCnONS  EIxiPTIQCES.  , ^7‘ 

<|iren  désignant  par  m',  n,  p ces  valeurs,  on  aura  ; 

*•  ' ' ' • ' » ■* 

cl  a plus  forte  riiison 

{'xiit  -h^n  +ypy  -i-'(x'm  + ^n-\-'t'pY 

S’if  est  donc  impossibletl’atoir  à la  fois  ' ' . • 

•N  , ' ' 

ïOî P« -l- 77' — n,  . 

, x' ni  ^'n -h  y' p = 

ou  bien  (iiti  + b/i -hep  ^ n,  • • 

c’est-à-dire  si  a,  b,c,  sont  trois  périodes  réellement  distinctes, 
on  reconnaît  que  X croissant,  a peut  devenir  aussi  petit  qu’on 
veut  et  qu’on  parvient  à des  périodes  dont  le  module,  ainsi 
que  nous  l’avons  annoncé,  est  indéfiniment  décroissanlT  Tou- 
tefois nous  supposons  que  le  déterminant  de  la  forhie  quadra- 
tique ne  soit  pas  nul.  Mais  dans  ce  cas  particulier,  au  lieu  de 
la  forme  ternaire,  on  considérera  la  forme  binaire  . ' : 

■ ' ■■'^  7-3  -;’ï 

( “ -i- Pr  )’ -f- r ■ 

Sous. la  condition  ap'  — pa‘^ O,  son  déterminjint  sera  — — > 

et  ne  pourra  plus  jamais  s’évanouir.  Or,  en  supposant  que  le 
minimum  soit  donné  pour  a:  = w,  >•=  n,' on  aura 


[a. ni  -h 
et  à füi  tiori 

• ( a m Tt-  P «j’  -h  ( a'  ni  4-  P'  »•  )’  < y/ ’ '• 

de  sorte  qu’on  pourra  raisonner  comme  précédemment  et  par- 
veliir  à une  période  ani-hbn  dont  le  ^module  sera  (t’une  peti- 
tesse arbitraire.  Ce  cas  parlicidier  rentre  d'ailleurs  dans  celui 
dont  nous  nouslSommes  occupé  en  premier,  lieu,  car  la  con- 


P « ( «'  ni  -h  6'  n Y 4- 


X* 


<v/ 


■i'h 


3X> 


Digitized  by  Google 


37a  NOTE-'ïüB-liJk  THEORIE 

> • "*  ^ ■ SC  ~[  yj  I rt 

dition  aS'  -^pa'  = o,  exprime  que  le  rapport  — — ^ 
est  réel.  , • 

II.  — Z)c  la  périodicité  dans '/es  fonctions  circulaires. 

La  notion  géométrique  de  ces  fonctions,  ,^lèur  déPinition 
dans  le  cercle,  met  en  évidence  immédiatement  tout  ce  qui 
concerne  la  périodicité,  tandis  qu’au  point  de  vue  de  l’analyse 
pure,  en  prenant  par  exemple  pour  défînitioo  les  déveiop- 
pements  : ' : . ■ ' v 

x^.  ■ x’’  ■ . ■ • . . ■ • 

1.2.3 

ar’ 


sin  a:  = ar  — 


cos  a:  = I 


1.2. 3. 4 5 


1.2  1 .2.3.4  ’ ’ 

î ' , » • • *.l  *• 

ce  caractère  si  important  semble  beaucoup  plus  caché.  11  n’en 
est  pas  autrement  à l’égard  de  l’exponentielle  considérée 

comme  la  limite  d’ùn  polÿhônje  entier  > ou  comme 

. . Mais  lès  fonctions  cir- 


X 


la  série  i H — 

I 


I .2- 


■ ItïTs 


culaires  sont  susceptibles  d’autres  expressions  où  le  caractère 
périodique  apparaît  tout  aussi  immédiatement  qu’en  géomé- 
trie, et  qu’il  est  d’autant  plus  intéressant  d’étudier  que  d’elles- 
mèmes,  par  une  généralisation  facile,  elles  conduisent  aux 
- fonctions  plus  élevées  qui  possèdent  deux  périodes  différentes. 
Pour  premier  exemple,  jé  prendrai  le  développement  en  pro- 
duit infini  . • ' . • 

.-  (.  ;,v  I).:., 

^ • • 
qu’on  peut  Considérer  comme  la  limite,  pour  m infini,  du 

[lolynôme  • . ^ , 
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Or  on  voit  tout  de  suite  qu’on  a 


î (-^-t  *)■=  — 1-t*) 


;«+  I 
m 


ce  qui  donne,  en  supposant  m infini,  ^(x-i-i)  = — f{x),  d’où 
l’on  conclut  sin  (îrar-hir)  = — sinnx,  et  en  remplaçant  wæ: 
par  ÆT,  sin  (jt  + re)  — — sina:,  et  par  suite  sin(a;  + 2ir)  = sina;. 

Nous  serons  conduit  à un  second  exemple,  en  prenant  la 
dérivée  logarithmique  des -deux, membres  de  l’équation, (i)7 
savoir  . , - 


7t  COt  1tX  = 


I 


X -h  3 


En  changeant  ar  en  x-t-i,  le  second niembre  devient 


1 I J 

■ - 4- 


x-hl  X X — 1 X 2 


I . ' I 

+ — -f, 


x+i  ^ ar-t-3 


et  par  suite  se  reproduit,  car  les  fractions -iiartielles  n’ont  fait 
que  changer  de  place  en  s’avançant  chacune  d’un  rang.  C’est 
ici  qu’on  voit  s’offrir  par  une  généralisation  facile  la  manière 
suivante  de  représenter  une  fonction  ayant  pour  période  une 
quantité  quelconque,  à savoir  ' 

Ÿ (x)  f (x  ^ ft)  — 2«]  (f  (ar  — 3rt] , . . ' 
ç (a:4-rt)  <j)(ar-i- 2«)  ? (ar  4- 3«) . . . 

ip  (a;)-4-Ÿ(a:  — a)  4- ?(ar — 2a)-^f(x  — 3a)-h... 

-hif(x-ha)^y'(x-h2a) -hf  (x-{- 3a) -h. ■ ■ 

J 

i * 

La  condition  de  convergence  du  produit  ou  dé  la  série  in- 
finie est  seule  à remplir,  et  si  l’on  peut  y satisfaire  en  choi- 
sissant pour  y (a;)  une  fonction  qui  soit  clle-inèine  périodique, 
on  se  trouve  imené  à l’expression  d’une  fonction  à double 
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période.  Tel  serait,  par  exemple,  iedévoliT}tpcmém 

I • I 1 * . 1 ' ' * 

I ■ I , - I I ■ ■ — I ■ I I»  I . .1  ^ I _ . >1.1  I I - ^1  I • • • 

sin.*:  sin(o?  — a)  sin  (.r — ao)  sin(x— -3rtj 

I - ^ I ' . I ■ » 

■ ' . ’sin  (a- -f-« ) ^ sin  (a: 4- 2rt)  sja'(jr-f- 3a)  ’ 

qui  s'offre  précisément  dans  la  théorie  des  fonctions  cllipti- 
' ques,  et  qu’on  prouvera  facilement  être  convergent  lorsque  la 
quantité  a sera  imaginaire.  Si  l’on  supposait  a réel,  les  termes 
successifs  de  la  série  ne  tendant  pas  Vers  zéro,  la  divergence 
serait  manifeste,  ce  qui  s’accorde  bien  avec  ce  qui  a été  dit  pré- 
■ cédeminent  de  l’impossibilité  d’une  fonction  à deux  périodes 
réelles-  * 

Mais  on  peut  ne  pas  employer  l’intermédiaire  d’une  fonc- 
tion déjà  périodique,  et  parvenir  à l’expression  d’une  série 
doublement  périodique  par  ce  développement  doublement 
înilni—  . ■ 

2 <p(Æ--t-aia -(-«/>),  ■ 

a et  é désignant  les  pé.riodes,  «i  et  n des  nombres  entiers  va- 
riables auxquels  on  attribuera  toutes  les  valeurs  de  T- 00  à 4-00  . 
Et  de  même  au  point  de  vue  des  produits  infinis,  une  analogie 
immédiate  conduit  à envisager  des  expressions  de  la  forme 

JTx  4 à)  ’ 

Ai  V ma  4- no/ 

m et  n recevant  encore  toutes  les  v aleurs  entières,  en  n’excep- 
tant que  la  combinaison  m = o,  n — o.  Mais  l’étude  ap- 
profondie de  ces, expressions  a révélé  une  circonstance  impor- 
tante autant  que  singulière.  M.  Cajley,  dans  un  Mémoire  sur 
les  fonctions  doublement  périodiques  publié  dans  le  Journal 
de  M.  Liouville,  t.  "X,  a fait  voir  que  leur  valeur  dépendait 
’ essentiellement  de  la  loi  suivant  laquelle  on  fait  croître  simul- 
tanément jusqu’à  l’infini  les  nombres  m et  n.  Par  exemple^ 
on  obtient  une  expression  analytique  parfaitement  définie  ét 
déterminée,  en  admettant  la  condition  que  m et  h soient  les 
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, > 

coordopnces  d’un  point  eontonu  dans  l'intériéur  d’un  cercle' 
•r’ -H = R’ dont  on  augmente  indéfinimênl  le  rayon.  Mais  en 
remplaçiint  le  cercle  par  une  autre  courbç,  ce  sera  une  autre 
fonction  qui  s’offrira  à la  limite,  et  au  lieu  de  réaliser  de' la 
sorte  des  fonctions  doublement  périodiques,  qui  se  reprodui- 
sent èn  changeant  x en  x + a -Gt  x + b,  on  parvient  à des 
fonctions  qui  se  reproduisent  multipliées  par  un  facteur  expo- 
nentiel. Ces  fonctions  présentent  en  effet  l’élément  analytique 
fondamental  sur  lequel  repose,  comme- nous  le  Verrons,  toute' 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Mais  on  remarquera  que 
la  prévision  fondée  sur  Tanalogie  des  expressions  / - 


n-,('+s). 

nx  { ^ 

\ , ■ 


• nb  J 


ne  se  trouve  pas  justifiée,  et  que  les  secondes  rie  sont  pas 
précisément  les  fonctions  à deux  périodes,  bien  qu'elles  en  ■ ' 
fournissent  les  éléments  essentiels.  Ne  pouvant  exposer  dams 
toute  leur  étendue  ces  considérations  délicates  et  intéressantes,  ' 
nous  allons  toutefois  en  donner  l’idée  en  nous  bornant  aux 
produits  simplement  infinis  qui  conduisent  aux  fonctions  cir- 
culaires. 

111.  -n  Sur  l'expression  JJ  ’ 

Le  fait  principal  sur  lequel  nous  voulons  appeler  l’attention,  ' 
consiste  en  ce  que  ce  produit  n’est  périodique  qu’aulant  qu’on  - 
l’envisage  comme  la  limite  déjà  considérée,  savoir 


I + 
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p6ur  m in(iniment  grand.  Faisons  on, effet 


et  concevons  qu’on  ungoiente  indéfiniment  m et  n en  posant 
la  condition  ' ’ • ‘ . 


■ m = w/i , 


«désignant  une  constante  désignée  à l’avance;  nous  allons 
montrer  que  pour  n infini  la  limite  de  f(x^)  dépend  de  «,  et 
n’est  périodique  qu’en  supposant  «=  I . 

Soit,  pour  abréger,  ^ ..  . 


t t.  ’ 

^ I I J ♦ N l 

X,  — ^ ^ v 

— n X X — I. 

^ I I I ' ’ 

♦ \ 

. - *^x-h^i  îT 7^^  I . ^ .a? -t- 2 ; 


I 


.r-K/» 


l’équation  (i)  donne,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique. des  ’ 
deux  membres, 


(a) 

ür  on  a identiquement 


V _ -y  _L1  I -y 

y {a;)  X — -n^ 


X m 


= 2 - j).- 2 2 2 ^ 

2 iiir. = 2 - i) 2s  7 2 sdpsi + 2s  ’ 

de  sorte  qu’en  faisant  encore 

^ m ^ n 


on  peut  écrire 


S • 


y (^) 

<f(-x) 


2^f2;i7^.+>'. 
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et  il  s’agit  d'obtenir  la  limite  du  second  membre  lorsque  m- 

et  n croissent  jusqu’à  l’infini.  Or  les  séries  V — — - ? 

'*  ^ nx  — n’ 


> J sont  l’une  et  l’autre  convergentes,  ont  séparé- 

^ mx  4-  m’  O I 

ment  des  sommes  finies  et  donnent  lieu  par  conséquent  à des 

limites  parfaitement  déterminées,  où  la  condition  n = w/i  ne 

peut  jouer  un  rôle.  Mais  il  n’en  est  plus  de  même  à l’égard 

des  séries  y*  — > ^ > dont  les  sommes  croissent  indéfini- 

ment  avec  th  et  n,  d’où  résulte  que  X se  présente  comme  la 
différence  indéterminée  de  deux  infini  et  il  s’agit  d’en  obte- 
nir la  valeur. 

Nous  représenterons  à cet  effet,  par  une  intégrale  définie,  la 


, . I I 

serie  - H h 

I 2 . 


— ) en  partant  de  la  relation 
m 


f 


• J I 

X flfx  = — 
(* 


On  aura  effectivement 


et  il  en  résulte  que  la  différence  des  deux  séries  semblables 


2 ^ ^ ’ s’exprime  par 


et  il  s’agit  de  trouver  ce  que  donne  cette  intégrale  en  posant 
m = un , et  faisant  n infiniment  grand.  On  y parvient  aisément 
par  cette  transformation  très-simple 

Z 

X=l 

n 

6*éd.  II.  25 
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On  a en  effet 


fw  L"). 

J I — X ^/n  Z 

•/  O 

» ” /*  - \ ^ * 


=/* 


et  par  conséquent,  pour  n infini,  riniégrale  bien  connue 


i*- 


cz  /ai. 


La  quantité  désignée  par  X ayant  ainsi  pour  valeur  lu,  no 
s’évanouit  qu’en  supposant  w = i,  et  dans  ce  cas  l’équation  (2) 
devient 

l' ar  I I I I 

I — — 1 1-  . . . J 


<^X  X X — 1 X — 2 


X-+-  m 


et  il  est  visible  qu’on  peut  remplacer  les  deux  séries  in- 
finies par  cette  seule  série  convergente 


■>.x 


IX 


^ X 1 

— — — -T-  — ; 1 P > 

yX  X X’  — I x’  — 4 


X’  — /«’ 


dont  la  somme  est  n cot  rx.  Mais  en  général,  et  en  laissant 
entre  m et  « le  rapport  arbitraire  w,  on  aura 


d’où 


»'(x]  , 

— r!  J=  TT  cot  RX  -t-  /w  , 

ç(x) 
r ' 9'ix) 

I f/x  i-i— f = / sin  RX  + const., 

J 


et  par  suite 


ij>(x)  = Ce'^^"sinRX, 


C étant  une  constante. 

Ce  résultat  met  en  évidence  le  genre  particulier  d’indeter- 
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minaiion  que  comporte  l’expression 

‘servir  à faire  comprendre  le  fait  analogue  relatif  au  produit  ' 
doublement  infini  n X ^ ’~1~  ^ dont  la  valeur  géné- 

rale s’obtient  en  multipliant  par  une  exponentielle  de  la 
forme  une  valeur  particulière,  déterminée  en  dé- 

finissant par  une  courbe,  comme  nous  l’avons  dit  plus  haut, 
la  loi  suivant  laquelle  on  associe  les  nombres  entiers  m et  n, 
en  les  faisant  croître  indéfiniment.  Mais,  sous  un  point  de  vue 
plus  général,’ on  peut  se^  demander  s’il  existe  des  fonctions 
uniformes  et  entières  qui  aient  deux  périodes.  Tel  est  l’objet 
de  la  proposition  suivante,  due  à M.  Liouville,  et  dont  l’illustre 
géomètre  a fait  la  base  d’une  théorie  complète  des  fonctions 
doublement  périodiques  (*). 


IV’.  — Proposition  de  M.  Liouville. 

Elle  consiste  en  ce  que  toute  fonction  uniforme  f(x),  possé- 
dant deux  périodes  a et- 6,  se  réduit  nécessairement  à une 
constante  si  elle  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  la 
variable.  Partons  en  effet  de  l’expression  suivante,  de  toute 
fonction  entière,  uniforme,  ayant  pour  période  a,  savoir  : 


— X 


La  condition  f(a:  -i-6)  = f (.r)  donnera  l’égalité 


2 


xb  2i7T^ 

— *im 


^ ifn  ' 

et  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  par  e,  " ,.on  trouve, 
en  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  a, 


ITtb 
1m 

A.e  " =A.. 


(*)  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  l'ouvracu  de  MM.  Briot  et  Bouquet^ 
intitulé  : Théorie  des  fonctions  doublement  périodu/ues  et  en  particulier  des  fonc- 
tions elliptiques.  Paris,  MancUBachHier. 

25.  . ’ 
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On  en  conclut  que  A»  est  nul,  car  en  supposant  imaginaire, 
ainsi  qu’on  le  doit,  le  rapport  des  deux  périodes  ^ , on  ne  peut 

inb 
am  — r 

avoir  e “ = i que  pour  la  seule  valeur  m = o.  A„  devant 
être  supposé  nul  pour  toute  valeur  de  ni,  sauf  ni  = o,  on  voit 
que.f  (j;)  se  réduit  à la  constante  A».  , 

Cette  proposition  aussi  simple  qu’importante  nous  fait  voir 
que  les  fonctions  à deux  périodes  seront  nécessairement  des 
transcendantes  fractionnaires;  elle  rend  compte  à priori  des 
singularités  que  présente  la  nature  des  produits  doublement 

infinis  j|^  x ^ r+  l’impossibilité  de 

donner  pour  origine  aux  fonctions  à deux  périodes,  l’expres- 
sion plus  générale 

i 

f{x)f{.T  — a)y(jr — — 3a)... 

<^[x-\- a)  <f[x -‘ro.n)  tj(x -\-ia) . . . , 

en  prenant  pour  f{x)  une  fonction  périodique  entière.  Mais 
ces  expressions,  si  elles  ne  peuvent  conduire  aux  fonctions 
à double  période,  nous  amènent  à celles  qui  leur  servent  do 
numérateur  et  de  dénominateur,  et  c’est  à ce  moment  qu’à 
proprement  parler  nous  entrons  dans  l’étude  des  fonctions 
elliptiques. 

Définition  des  fonctions  e (x),  II  (.r),  lenr  expression 
en  produits  et  en  séries. 

Hien  n’est  plus  important  ni  plus  digne  d’intérêt  que  l’étude 
attentive  des  procédés  par  lesquels,  en  partant  des  notions 
antérieurement  acquises,  on  parvient  à la  connaissance  d’une  ■ 
fonction  nouvelle  qui  devient  l’origine  d’un  nouvel  ordre  de 
notions  analytiques,  et  un  traité  complet  sur  le  sujet  qui  nous 
occupe  ne  devrait  omettre  aucune  des  méthodes  découvertes 
et  suivies  à l’égard  des  fonctions  s{x)  et  II  {x).  Mais  ici  nous 
n’en  indiquerons  que  deux,  la  première  se  liant  naturellement 
à ce  qui  précède,  et  la  seconde  devant  nous  permettre  de 
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donner  un  aperçu  sur  les  fonctions  analogues,  mais  à plusieurs 
variables  et  d’un  ordre  plus  élevé  qu’on  nomme  fonctipns 
ab’éliennes  oU  ultra^elliptiques.  ■ ■ ' 

V.  ^Première  méthode. 

. Nous  adopterons  désormais  les  notatioiis  employées  par 
Jatobi-  dans  l’immortel  ouvrage  intitulé:  Fundamenla  nova 
lheoriœ  funcltontïm  ellipticaruni,  et  nous  représenterons  les 
quantités  qui  serviront' de  périodes  par  K et  iK',  «dési- 
gnant V— 1.  Cela  posé,  en  désignant  par  y (x)  une  fonction  en- 
tière ayant  pour  période  aK,  nous  considérerons,  au  lieu  des 
expressions 

f (jr)  y (x  — iK')  9 (x-|-a«  K'). . . 

9 (jT -H  l'K')  9(jc-t-2«K').  . . , « 

que  nous  savons  ne  pouvoir  servir  à la  définition  d’une  fonc- 
tion entièrement  déterminée,  la  suivante  ; 

4«  (j:)  = 9 (jr  4-  iK')  9 ( d;  4-  3 1 K')  9 (æ-  -H  5 /K') . . . 

9(  — ;r  -I-  iK')  9 ( — x^ZcK')  9 ( — + K'). . .. 

On  aura  d’abord 

<1>  (æ: aK)  = rp  (xJ  J • . • 

et  on  trouvera  ensuite  immédiatement 


0 (x  2 /K')  = <I>  (^) 


9(-g;— tK') 
9 (r-)-«  K') 


On  n’a  donc  pas  ainsi  une  fonction  doublement  périodique, 
mais  ce  nouveau  type  d’expressions  conduit,  comme  nous 
allons  voir,  à des  fonctions  parfaitement  définies  et  déter- 
minées. 

Soit;  par  exemple,  la  fonction  entière  ayant  a K pour  période 


ce  qui  donnera 

9C;r-i-«K')  ~ 
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En  posant 


KOTK  SUR  LA  TliiofllE 


— :t  — 


on  trouvera 

f [x  -h  [^ni  -I-  i)  / K']  !|-  [ — X + (2/n  -h  t ) » K'] 


= .1  — 7.  q" 


cos 


TZX 


et  par  suite 


4.(^)=  — ?.(/ cos  ^ H- ^1  — ‘afÿ'cos 

• 'f  ' ri 


X ( I — »• 


lïX 


q'  cos  H-  q'‘^-  ■ • • 


Or  il  suffit  que  le  module  de  q soit  inférieur  à Tunité  pour 
que  ce  produit  représente  une  fonction  complètement  définie 
etdélerminéc,  car  la  dérivée  logarithmique  donne  cette  série 


4>' (a:)  2ir  . vx 

■■7^-r'-  = Sin  -p-  i 

^{df)  K K 


• fz  X fz  X " 

J — 2 ^ cos -^jT-  -H  I— 29’cos + 9' 


■ , TZX 

I—  7q^cos  + q'" 

K 


qui  dans  ce  cas  est  toujours  convergente,  quelle  que  soit  la 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  vatiable  x. 

En  introduisant  en  facteur  une  constante  A,  nous  poserons 

avec  Jacobi  ^ ' 

_«(ar)  = A.4>(x),  ... 

oit  bien  - j’  . ' • 

j=À  (i  — 2^C0S2a:  + ^’)  (1 — 2Ç\C0S2a:+  q"') 

, xfi— sç'cosaa:  + ç“) . . . . 

C’est  la  première  des  fonctions  que  nous  voulions  définir;  elle 
vérifie  les  relations 

Ie  (x H-  2 K)  = et  ( ar) , 

ft  (.r -t- 2»K')  = — Q (.r)  e 
qui  servent  de  base  à la  théorie; 


'fi 
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Eli  second  lieu,  soit  - 

on  trouve  immédiatement  les  relations  toutes  semblables  aux 
précédentes  : • 

/H(x-H2K)  =-H(a:), 

(2)“  'I  _^(x-HiK') 

* H 2iK')  = — H(x)e  , 

\ ' 

et  pour  l’expression  développée,- la  formule 

H .\.2'v^7sin2r(i — 2ç*cos22:+^){i — iq' cosix-\-g*}  ' 

X (i — ^q' cos2x-h  q'^) ' . 


C’est  la  secondé  de  nos  fonctions  fondamentales;  en  la  divi- 
sant par  la  première,  on  obtient  une  fonction  à double  période, 

‘ - H (xl 

car,  à cause  des' relations  (i^  et  (2),  le  quotient  — ) — ( satisfait 
aux  conditions  ‘ ' 


• •■H(x  + 2k)_  11  (a:) 

0(j:-f-2K)~  0{j;)’ 

’ • H(j:-h4K)  _H(2:) 

0 (x  -1-4 K ) ® ' 

H(2:-4-2/K')  _ H_(£_)_ 

0 (2T-|-2|K')  0 (2:) 

Faisons  enfin 


c’est-à-dire 


0,  (x)  =0  (2;  K), 

H,  {x)  =H(2:  -I-  K) , . 


01  =A(l-4-2ÇCOS22r-|-Ç’)  (l-f^  2 g*  cos  2X -t- Ç') 

X (i-t-2g‘ cos 22:4-  g'*). . . , 

V gcos2:(H-2g  ’cos22:-4-g*)  { I -4-ag*  cos  2x+q*) 
X (1 -I- 2g” cos  22:.- 1- g”) • • • • 
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Ces  deux  nouvelles  fonctions  conduisent  aux  relations  : 


_ / 0,  (ar+aK)  =0,  (a;), 

(3)  ■ I ■ 

( 0,  (a:-{-2iK')  =0,  (ar)  e , 

(H,(x+2K)  = — H.(ar), 

(4)  I 

(H.  (ar-|-2/K')  = II.(x)e 

• , . Hi  (ar)  0i(a:)  ' ' . 

de  sorte  que  les  quotients  — 7^— ri>  — seront  encore  des 

® (•^)  ® (^) 

fonctions  à double  période  qui  se  lient  chacune  à la  précé- 
dente à peu  près  comme  le  sinus  au  cosinus,  et  complètent  le 
système  des  trois  nouvelles  transcendantes  dont  l’étude  con- 
stitue la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Nous  allons  les  re- 
trouver sous  une  forme  analytique  différente,  qui  les  rattache 
aux  transcendantes  ultra-elliptiques  à plusieurs  variables  et  à 
périodicité  multiple.  Mais  cette  première  méthode  a l’avan- 
tage de  donner  immédiatement  les  racines  en  nombre  infini 
des  équations  transcendantes  qu’on  obtient  en  égalant  à zéro 
chacune  de  ces  fonctions,  savoir: 

|0  (x)=o,  a:  = 2/mK -H  (a/w'-t- i)iK' , 
lH(a:)  = o,  x = 2mK.-\-zm'iK' , 
j0i(ar)  = o,  a:=  (2/w-f.  i)K-h  (2/n'-t-i)iK', 

\Hi(a:)  = o,  a:  = (2/n-f-i)K-+-(am'-t-i)/K', 

m et  m'  désignant  des  nombres  entiers  quelconques.  Aux 
diverses  relations  fondamentales  que  nous' venons  de  donner, 
nous  joindrons  encore  celles-ci,  dont  il  est  souvent  fait  usage: 


0 (ar+VK')  = iH  (x)  e 

] U (a:-)- iK')  = 10  (a:)  e , 

I 

I0,  (a:-l-iK')  = lI,  (ar)  e 

II,(ar  + i‘K')  = 0,  (x)  e 
lialin  nous  loaiaïqiicroasquc  ces  fonctions  ne  changent  point 


DigillZtrd  by  Googie 


DES  FONCTIOKS  ELLIPTIQUES. 


385 


en  y remplaçant  x par  K et  K'  par  XK  et  XK',  de  sorte 
qu’on  peut  particulariser  l’une  des  périodes,  prendre  par 
exemple  K = i , car  de  ce  cas  spécial  on  reviendra  immédiate- 
ment à nos  expressions  générales.  Mais  c’est  une  particulari- 
sation différente  de  celle-là  que  nous  aurons  à mettre  en 
usage,  et  dont  nous  parlerons  lorsqu’elle  viendra  naturelle- 
ment s’offrir. 

II.  — Deuxième  méthode. 

La  proposition  de  M.  Liouviile  consistant  en  ce  qu’une  fonc- 

iitx 

2am  — 

A«  e “ , qui  admet  la  période  a, 

ne  peut,  sans  se  réduire  à une  constante,  admettre  une  autre 
période  b,  conduit  naturellement  à rechercher  l’expression 
analytique  des  fonctions  à double  période  sous  la  forme  frac- 
tionnaire, , ' 

3OT 


Essayons,  d’après  cela,  de  déterminer  A«  et  H,  par  la  con- 
dition 

ÎTTX 


2 a. 


2 a- 


2OT  (^4-0) 


2»- 


2 b» 


/ LV 


b désignant  la  seconde  période.  Faisant,  pour  abréger, 


b 

ITC- 


q = e 

il  viendra,  en  chassant  ies  dénominateurs. 


am  — 


= 2‘^" 


2a» 


am  — 
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et  dans  cette  nouvelle  égalité  les  coefficients  d’une  même 


3^- 


exponentielle  e “ devront  être  égaux.  Or  on  reconnaît  im- 
médiatement que  ces  coefficients  seront  les  séries  . 


m ‘ m ‘ ' • 

— ce  — «c 

de  sorte  qu’en  mettant  pour  un  instant  n au  lieu  de  m pour 
indice  dans  le  terme  général  de  la  seconde,  on  sera  conduit  à 
celte  égalité,  qui  dèvra  avoir  lieu  quel  que  soit  (x  : ^ 


2 = 2 


• y 


I.-  ' 


U' 


V'T 

4 


Il  pourra  sembler  difficile  de  tirer  de  là  les  fonctions  incon- 
nues A„  et  B„  dans  toute  leur  généralité:  aussi  nous  bornerons- 
nous  à chercher  cette  solution  qui  s’offre  d’elle-même,  et  qui 
consiste  à obtenir  l’égalité  des  séries  en  les  rendant  identiques. 
Nous  poserons  donc 

et  nous  imaginerons  que  n soit  exprimé  en  fonction  de  m,  de 
manière  que  ces  deux  quantités  puissent  représenter  en  même 
lemps  la  série  complète  des  nombres  entiers.  C’est  ce  qu’on 
obtiendra  en  faisant 

n=w-4-/i, 

k étant  entier,  et  après  avoir  écrit  l égalité  précédente  sous  la 
forme  > ; 

Ajii  — m B, 

on  irouvoi'a  ainsi  < 


’fx  — in 


^/n  H-  k 


q"^-”'-*^A^-«-*  q’^B. 

Mais  devant  satisfaire  quel  que  soit  à cette  condition,  on 
pourra  poser  < 

fl  — m — k = ni’ , 
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m'  étant  entièrement  indépendant  de  m,  ce  qui  donnera 

r Anj'  ^ te  I L 


n^”*'  A . 


d’où  l’on  voit  que  chaque  membre  est  une  quantité  constante. 
Ainsi  les  fonctions  inconnues  A.  et  sont  deux  solutions  de 
cette  même  équation  aux  différences  finies 

— — = consl.,  . . 

dont  l’intégrale  générale  est 


■ik 


tu. 


a dépendant  de  la  constante  du  second  membre,  et  u„  devant 
vérifier  la.  condition  • ■ 

Wni»  ' 

Cette  quantité  a peut  être  particularisée,  comme  on  le  voit, 
sans  restreindre  la  généralité  du  résultat,  car  il  suffira  pour  la 
retrouver  de  changer  dans  la  fonction  a:  en  x + P;  nous  la  sup- 
poserons égale  à zéro,  et  nous  prendrons  pour  A.  et  les 
valeurs  suivantes  : 

m* 

, A*  = Q > - 


B*  = q * , . 

les  quantités  a„  et  vérifiant  les  conditions 


— (tm  I 

^01 . 


Ainsi  en  faisant 


n(,r)  = y e 


m*  inx 

am 

^ a 


— 3C 
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NOTE  SUR  LA  TUéoRlE  ' 


le  •qyollenl  sera  l’expression  d’une  fonction  double- 
ment périodique,  donnée  par  notré  analyse,  et  il  s’agit  main.- 
tcnant  d’étudier  de  plus  près  ces  séries  remarquables  auxquel- 
les nous  sommes  conduit  pour  le  numérateur  et'ie  dénomi- 
nateur. 

En  premier  lieu  ét  relativement  à la  convergence,  si  l’on 
suppose.  Comme  nous  l’avons  fait  déjà,  le  module  de  q inférieur 
à l’unité,  le  nombre  entier  k qui  demeure  arbitraire  devra 
évidemment  être  pris  positif;  mais  cette  condition  admise,  les 
deux  séries  considérées  comme  procédant  suivant  les  puis- 
sances quadratiques  de  q présenteront  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  la  convergence  la  plus 
rapide,  et  dont  aucun  exemple  n’avait  encore  été  donné  en 
analyse.  En  second  lieu  et  pour  saisir  de  quelle  manière  se 
réalise  la  double  périodicité  dans  le  quotient,  changeons  x en 
X -I-  6,  par  exemple,  dans  le  numérateur.  On  trouvera 


ou  bien 


■l>  (x-f-6)  = ® 

c (x  -f-è)  = 2 ^-q 


-7-  am  — (x-t-6) 


in  b 

en  ayant  égard  à la  valeur  de  q = e “ . Mais  dans  le  terme  gé- 
liéral  il  est  permis  de  remplacer  m par  m — k,  puisque  l’in- 
dice doH  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  de  — *>  à -+-oo  ; 
on  trouve  ainsi  et  en  faisant  = a>, 

(m— *)* 

c.(x-|-è)  = 2«.q  * . e 


= 2''- 


.1  ! 

-~—k  — 


— k — a*- 

q 


-T-  am  - 
* e 


«le  siii  ie  <iue  la  série  primitive  (x)  se  reproduit  en  facteur. 
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Nous  écrirons  cette  relation  fondamentale  sous  la  forme 
suivante  : 

— k — (ix  + l,) 

$ (.r4-/>)  = Æ>(x)  e “ , 

et  en  observant  qu’elle  a été  obtenue  sans  rien  supposer  sur 
les  coefficients  arbitraires  a„,  nous  y joindrons  celle-ci  ; 


-k'-  (ux-t-l.) 

n(j--|-A)=,n(x)  e “ . 

Par  là  se  manifeste  de  la  manière  la  plus  claire  à quoi  tient  1a 
double  périodicité  du  quotient  des  deux  fonctions  <l>  (x) 
et  n (.r).  Chacune  d’elles  admet  la  période  «,  et  lorsqu’on  y 
change  x en  x -f-  è,  elles  ne  font  qu’acquérir  un  même  facteur 
exponentiel  qui  disparaît  par  la  divisfon  {*). 

Bientôt  on  verra  le  rôle  important  que  joue  le  nombre  en- 
tier k qui  introduit  au  numérateur  et  au  dénominateur,  /r  con- 
stantes arbitraires  d’après  les  relations 
• • * , 

— ^Hi  > 

Mais  nous  devons  dès  à présent  remarquer  qu’il  est  Impossi- 
ble de  satisfaire  aux  conditions 


4>  (x  -e  «]  = 4-  (x) , 

<I>  (x -4- ô).=  4>  (x)  c “ , 

par  d’autres  fonctions  uniformes  entières,  que  par  la  série  pré- 


(*)  Dans  lo  cas  où  k est  un  nombre'  pair,  on  remarquera  la  relation  sui- 
vante. Faisons  ^ . / j 

• i-xx 


.-l-iA-  î 


fonction  qui  no  diffère  do  ♦ (x)  qu’en  ce  que  les  constantes  arbitraires 
sont  disposées  dans  un  autre  ordre;  on  aura 

/ /,  \ —^^{kx  + h) 

■I’  I J 3 )~  c’a 
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cédente.  Qu’on  fasse  en  effet,  pour  se  placer  dans  cette  hypo- 
thèse eh  vérifiant  la  première  de  ces  conditions , 


ou  plutôt^ 


J ni 

^ — ^ «?  • " , 


il  viendra,  en  substituant  dans  la  seconde  égalité  et  en  compa- 
rant les  coefficients  d’une  môme  exponentielle,  «„+*  = a„. 
Avant  d’aller  plus  loin,  nous  nous  proposerons  dans  une  courte 
digression  de  dire  quelques  mots  d’une  généralisation  aussi 
remarquable  qu’importante  des  séries  que  nous  venons  dé 
rencontrer. 


111.  — Aperçu'sitr  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
■ . ■ ' à périodicité  multiple. 

Une  fonction  f (x,,  x,,,. . . , x„)  de  n variables  peut  être  pé- 
riodique non-senlement  par  rapport  à chaque  variable  consi- 
' dérée  isolément,  mais  par  rapport  à leur  ensemble,  lorsqu’elle 
vérifie  une  condition  de  cette  forme 


f (x,  -f- a, , ar,  , . . . , ar„ -f- a„)  = f (ar, , x,,.  . . , x,). 

Sous  ce  point  de  vue  plus  général,  on  a d’abord  Cette  propo- 
sition qu’une  fonction  uniforme  de  n variables  ne  peut  admet- 
tre plus  de  périodes  simultanées  (*).  Mais  il  est  extrêmement 
remarquable  et  c’est  à M.  leD'Riemann  de  Gôttingue  qu’on  doit 
cette  belle  découverte  analytique,  qu’à  l’égard  des  fonctions 
uniformes  ou  bien  déterminées,,  les  2«  périodes  simultanées 
ne  peuvent  être  des  quantités  données  h priori,  et  indépen- 
dantes les  unes  des  autres.  *Qu’oq  forme  .en  effet  avec  » 
périodes  simultanées  convenablement  choisies: 


b'u  g^,r.  ■ , gn, 

(*)’  Si  elle  est  entière,  elle  n’en  peut  admettre  plus  de  n. 
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les  n fonctions  linéaires 

\,  = ttiXi  + b<x-,-\- g, x„, 

\,  = a,x,-\r  fh  X;  4--  . • -t-  g'ï  , 

\„  = fl„;c,  ■4-6„Xj  + . i+  i’„x„. 

En  posant  ■ . 

f(Xi,X,,...,  X„)  =F  (a-,,  , JT.), 

on  aura  une  fonction  transformée  simprenicnt  périodique  par 
rapport  à chaque  variable,  mais  qui  conservera  n autres  pério- 
des simultanées,  et  c’est  à leur  égard  que  se  manifeste  dans 
toute  sa  simplicité  la  relation  que  nous  voulons  énoncer. 
Représentons-les  par  • . • 

Al , A,, . . . , A„,  . . 

• , . B|,  B , B.. 


, 1]^  , * ■ . , fin» 

La  proposition  de  M.  Riemann  consiste  en  ce  que  les  termes 
de  ce  tableau  qui  sont  placés  symétriquement  par  rapport  à la 
diagonale  A,,  B„ . . . , G„,  sont  égaux  entre  eux,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  en  ce  que  les  fonctions  linéaires  ' 

Af  .Vi  "t~  A|Xj  -t- . . . -4“  A,  Xu , ‘ ‘ ' 

Bi  -^^1  -P  B:'  X,  -f*  * • • 4 Bii  x„  f * ■ 


(f I .r,  + G . +(/„x,  , 

sont  les  dérivées  partielles  d’une  même  forme  quadratique  à n 
indéterminées. 

Voici  maintenant  la  généralisation  des  séries  relatives  aux. 
fonctions  à double  période,  et  qui  donnent  l’expression  ana- 
lytique des  fonctions  analogues  à n variables  et  ?.n  périodes 
simultanées. 

Représentons  la  forme  quadratique  dont  il  vient  d’être  ques- 
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lion  par  f{x,,  x,,.  ■ - , x„)  et  posons 


l 


(■  > • 

e * 


, le  signe  ^ s’étendant  à toutes  les  valeurs  entières  de  — ao 

à 4-00  des  n indices  m,,  tti),.. mâ,  et  le  coefficient  con- 
sunt  am,,  m,, . . . , m»  étant  assujetti  à la  condition  de  reprendre 
la  même  valeur  lorsqu’on  augmente  du  nombre  efiliCr  k l’un 
quelconque  des  indices.  Cette  fonction  est  évidemment 
périodique  à l’égard  de  chacune  des  variables  considérée  sépa- 
rément, et  voici  la  propriété  fondamentale  qui  la  rattache  aux 
séries  elliptiques. 

Désignons  par  a„  a,,.  . .,  n nombres  entiers  arbitraires, 
on  aura  . 


4> 


1 d f 

2 da, 


X,  ■ 


2 da„ 


= *(X„X„...,  X„)  e 


Cette  relation  ne  contenant  pas  les  constantes  om,,  m„-  • - ,1»,, 
une  autre  série  n {x„  x„. . .,x,},  où  ces  constantes  auront 
des  déterminations  différentes,  donnera  de  môme 


n 


1 d<f 

2 da, 


X, 


i_  d<f 
2 da,' 


2 dOn) 


— * > ÎT  [ao,  X, 1<7,  r, -t- .. . -h  5> (o„  O,,...) J 

= n{x„x ,x„)e 

^ ( X OC  oc  ) 

Il  en  résulte  que  le  quotient  ■ ^ représentera 

OCij  • • • y •Z'h) 

une  fonction  de  n variables  à 2/1  périodes,  n d’entre  elles  éga-; 
les  à l’unité  et  appartenant  séparément  à chaque  variable,  les  n 
autres  étant  les  termes  du  tableau  dont  on  a déduit  la  forme 
quadratique  x,,..t,  x„).  Elles  résultent  effectivement  des 
égalités  précédentes,  en  y supposant  successivement  nuis,  sauf 
un  seul  qu’on  prendra  égal  à l’unité,  les  nombres  entiers 
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flj, . . . , (t„.  Nous  voyons  aussi  figurer  dans  les  séries  un  en- 
tier k dont  dépend  le  nombre  des  constante?  arbitraires  qu’el- 
les renferment;  or  ce  nombre  sera  limité  et  fini,  lorsque  la 
condition  suivante,  dont  la  découverte  apparticn't  encore" à. 
M.  Riemann,  sera  remplie.  . . 

Soit  ' 

* 1 plt  pii  t put 


un  système  de  «’  constantes  arbitraifes,  il  sera  nécessaire  cl 
suflisant  que  les  fonctions  _ , 

■ , f [x,  H- p„  Xj  p,,.'.  .,"x„  p„),  ‘ V 

{ (x,  + x,.-h  tj,',. . . , x„-hç„). 


((x,-hs„  x,-t-s„...,  x,-t-s.}, 

égalées  à zéro  ou, à l’infini,  n’admettent  qu’un  nombre  fini  et 
limité  de  solutions  qu’on  ne  puisse  réduire  les  unes  aux  au- 
tres en  ayant  égard  aux  périodes. 

C’està  Gopel  et  à M.  Rosenbaim  qu’est  due  la  première  no- 
tion des  séries  dont  nous  venons  de  parler,  et  leur  application 
• dans  le  cas  de  deux  variables,  à l’expression  deS  fonctions  in- 
verses dés  intégrales  de  radicaux  carrés  de  polynOmes  du  cin- 
quième ou  du  sixième  degré.  M.  Weierslrass,  dépassant  de 
beaucoup  les  résultats  obtenus  par  ces  deux  illustres  analys- 
tes, résolut  dans  toute  sa  généralité  à l’aide  des  mêmes  séries 
le  problème  de  l’inversion  des  intégrales  de  radicaux  carrés  de 
polynômes  de  degré  quelconque.-  Après  lui,  en  suivant  une 
voie  toute  différente,  M.  Rieniann  parvint  aux  mêmes  résul- 
tats, et  c’est  dans  le  champ  plus  vaste  encore  des  transcen- 
dantes à différentielles  algébriques  quelconques  que  ces  deux 
grands  géomètres  se  rencontrèrent  en  obtenant  en  même 
temps  la  solution  du  problème  si  général  de  rinvcrsion  des  in- 
tégrales de  fonctions  algébriques  quelconques-,  l’une  des  plus 
G®  étl.  11.  *>(3  - - 
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belles  et  des  plus  importâmes  questions  qui  se  soient' jamais 
offertes  en  analyse.  ' - ' , . 

, IV.  Comparaison  entre  les  expressions  sous  forme  de 

produits  iafinis  et  de  séries  des  fonctions  0etH.  . ■ 

Nous  venons,  dans  un  rapide  aperçu,  de  montrer  le  lien  et 
l’analogie  des  séries  qui  donnent  l’expression  des.  fonctions 
doublement  périodiques  à une  seule  variable,  et  de  celles  qui 
conduisent  aux  transcendantes  abéliennes  les  plus  générales. 
Mais  le  cas  le  plus  simple  dont  nous  allons  nous  occuper  exclu- 
sivement est  le  seul  où  ait  lieu  une  décomposition  en  fac- 
teurs que  ne  comportent  aucunement  Tes  cas  plus  généraux  où 
les  séries  renferment  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  va- 
riables. Le  rapprochement  de  ces  deux  genres  d’expressions  se 
, présente  de  lui-même,  et  résulte  de  ces  relations  qui  ont  été 
précédemment  données  et  que  nous  réunissons  ici  : 

• — 'K') 

B (;r  h-îK)  = e (x)  B (x -t- a f K')  = — 0 (x)  »?  . , 

n(x-+-2K)— — H(x)  n(x-t-2fK')=r— H(x)e  • , 

— T 'i'') 

b*(x-i-2K)  =0.  (x)  0,{x-f-2iK')=©,(x)  e 

H,(x-f-2K)=— I1.(xyH,(x-(-2/■K')  = ^L(x)e~’*^^'^’^'■'^^  . 
Comme  on  a évidemment  ' ' 

s 

0 (x,-<- 4K  ) = 0 (x).  Il  (x -t- 4 K)  = H (x), 

on  voit  que  les  fonctions  0 {x},  et  H (x)  satisfont  toutes  deux 
à cos  conditions . , . 

t.  • » ' • * » 

. , <!' (x -t- 4K)  = ‘I' (.x) , 

4>  (x-t-2/K')  = — <fr(x)  .e  ' 


Digitized  by  Google 


DES  FONCTIONS  ELUPTIQUES.  390 

elles  fonctions  e,  (x)  et  U,(^)  à celles-ci  pour  une  raison 
semblable»  . ’ . ^ , 


* (a:'-l-4l^)  = (^)> 


— Y(JH-iK') 

* 2iK')  = <î>  (x)  e • 

Mais  ce  sont  précisément  celles  que  vérifie  l’expression  gé- 
nérale 

m*  inx 

■ . ’ 4»  (x)  = 5*  ^ ^ II*  ■>  ■ 

lorsqu’on  supposant  lé  nomlire  k égal  à at,  onr  prend  pôar 
périodes:  , 

a^/iïL,  ’ 

'■  ~ 'b  = 9.iK'.  ' • 

Les  constantes  se  réduisent  alors  à deux,  a,  et  o,,  et 
comme  elles  suffisent,  ainsi' que  nous  l'avons  établi,  à repré- 
senter la  solution  de  ces  équations  la  plus  générale  par  des  ' 
fonctions  entières,  en  leur  attribuant  des  valeurs  convenables, 
les  fonctions  e,  (x)  etH,  [x)  seront  données  par  la  série 


m'  r ff  i 

— 7m- 


t-CO  , I1TX 

— _ — - r». nr  m -77— 


-t;aO  (tm-t-  1» 


«.y  q 

— 00  I 


4 


Cette  détermination  résulte  d’ailleurs  immédiatement  des  con-  ^ . 
ditions 

0,  (X-»-2K)=0, 

1I_,  t'x^-^K)=-H,  (x);  ■ ' . 

on  remarque  en  effet  que  les  séries  qui-  multiplient  a,  et 

26 . 
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vérificnl  rcspcclivcment  la  première  ei  la  seconde,  de  sorte 
qu’on  aura 

_ , V * ni*  2m  -p—  . r 

a.&,{x]  = ^ q e ^ , 

m 

— 00 
-f-OO 


!îh,(x)=2 


(im+lV  , ,'îtx 


en  désignant  par  a et  ^ des  quantités  constantes.  Si  l’on  rem- 
place les  exponentielles  par  les  lignes  trigonométriques,  et  la 

* O.  K .y 

variables  par — on  obtiendra  ces  développements  re- 
marquables 

»e,  =i +2^cos2a:-|-2^‘cos4^+aç*cos6a:-^. . . , 

P H,  ^^-^^^  = 2y7COsr-4-2V^ç’cos3a:-t-2v^q"COs6a:-f-.  . . . 

. ^ f ^ ' ' . . 

En  y reinplaçant  X par  j:  H — » on  en  déduira  • 

I 2 . * * 

/ 2K.t:\  ■ , . c 

a e I ) ~ ' — af/CDsaar-i-aq*  cos4->^ — 2 cos oæ: -I- . . . , 

P H ^ =2^(/sihar — aV^’sinSjr  '-)-  2v^^”sinSa:  — . . . . 

• V 

D’ailleurs  en  ayant  égard  à la  relation 

0.  (x -m'K')  = II,  (ar)  e , 

onlrouvcraqiie  les  deux  constantesa  et  psont  égales  enlreelles. 
Voici  donc  entre  les  séries  et  les  produits  inflnis  des  relations 
d’identité  extrêmement  dignes  d’jntérêt,  et  auxquelles  bien 
d’autres  méthodes  pourraient  conduire.  Jacobi,  le  premier  au- 
teur de  leur  découverte,  et  M.  Cauchy,  en  ont  donné  plusieurs 
qui  sont  tout  à fait  élémentaires,  mais  c’est  surtout  la  suivante 
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qui  appartient  à M.  Cauchy,'  et  présente  ce  caractère  ainsi 
qu’on  va  le  voir. 

Considérons  avec  l’illustre  géomètre  le  polynôme  entier 
et  fini 

' f{z)—[i+.z)(i-hqz)[i~^q>z)...  [i  + q"-‘z) 

— I -|-  Al  2 H-  , . . H“  An  3",  ^ 

La  relation  identique 

’ * * ■ I . 

(i+z)<f{qz)=  (i-hq"z)<f[z)  ' \ 

' ' • V,. 

donne  cette  suite  d’égalités  ; . ■ • 

- ...  A.{i— I — 9", 

A,(i  — î^)i=A,  (7  — (?">,  ^ - 

. ■ Aj(i — ç»)t==A.  — .?")> 


d’où  on  déduit  immédiatement 


^ \(>— i)  — 9')  • . 

Cela  posé,  nommons  pour  un  instant*  (a)  ce  que  devienfiji  (z) 

**  •.  Z 

en  y remplaçant  q par  q',  n par  et  z par'^;;^*  Si  l’on  fait 


<I>  (a)  = I -4-  a.^  -+-ai  ■ 


■a».  z’\ 


on  trouvera  aisément  a,-  àu  moyen  de  Ai,  et  en  introdui- 
sant n+ 1 pour  indice,  on  aura  cette  expression 

a - (i  — çf’")  (i-q>'^'}...{i-q^^‘*') 

3“+'-'/  (i-ç’)  (i- 9'.). ..(i  — 

î * * ^ 

Le  nombre  entier  i doit  être  regardé  comme  recevant  toutes 
tes  valeurs  de  — n à -+-  n,  mais  on  peut  se  borner  par  exemple 
aux  valeurs  positives,  car  on  vérifie  sans  peine  la  relation 


R«— fliî-n' 
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il  en  résulte  pour  <i>  (^)  celle  forme  ’ ' - ■ ' , 

. ■ t (z)  = a,3"  + a.+,  (z"-' -1-2»+').'  _ ‘ . 

' . . -f- («”-’  + Z-+’)  ' ' ■ . 

-h • 

-+- a«  ( i-l- Z") , 

ou  encore  » 

*(z),  = a„r  r n-^(z-i-z-)  H-îi^(z’.+  z-’)-t-';..l- 

l.  9»  Ûb  . J / 

Mais  revenons  à la  valeur  de  4>(z)  sous  forme  de  produit,  et 
_ observons  d’abord  qu’en  remplaçant  q par  q'  et  n par  an  dans 
f(z),  il  vient  ■ , 

(i-+-z.)  (n-^*z},( '+ ^'z) . .(i-l-^'"-’z) 

" * = [(r-f-2)(t+9’’*j  • • •(« +9”'2)]  [(«  +q‘^’z)  (i  •hq'^'z) . . .(i  H-ç^"-.’z)] , 

t . . 

de  sorte  qu’en  mettant  en  dernier  lieu  — ^ au  lieu  de  z , on 

9 

trouvera  ^ 

X [(i-l-vz)  (i-+-<7’z).. 

Or  on  peut  écrire  autrement  les  facteurs  du  premier  produit, 
en  remarquant  que  - ; 


- n- 


i-t- 


77'  2/ 


cela  donne  pour  (z)  cette  nouvelle  valeur 

^i-f-<yz)  (n-7»z).  . . (,i-f  </’"-'z).- 


ci 
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Telle  osl  la  forme  dérmiiLve  (ki  produit  dé  l'acletirs  doninous 
avons  te  développement  suivant  les  puissances  de  2.  En  faisant, 
pour  abréger,  --  , _ 


c’est-à-dire 


a, 


-^fi  a„+,  J 

7 . '■» 


(,  — (t— g'"-')  ■■{‘  — <1'“'^') ^ . 

'/■")  ' 

(l—  ..{l 


^,—^>(•+2)  — ,y=-+") 

V • • ' ' 

l’identité  algébrique  que  nous  venons  d’obtenir  s’écrira  ainsr  ; 

■ X 

[\-\-qz)  (i  + z)' . . . (i -h  q^"-' z)  . ' ’ 

= [i -|-  ^iq[z-\-z~' ) . 

ei'par  suite,  en  faisant  3 =«“* , 

{ 1 COS  7.x -^q')  [i+7q^  cos  +</')...(  i +?(/’"-'  cos  2 jr+(/‘"“') 

= X(  1+  2a.ÿCOS2a:-+-2aif/'cos4ar-)-. . 2a„9'’’C0S2«j;). 

f * 

C " ^ ' 

Or  on  a pour  n infini  ' . , 

31. 


a,  — iv  ^ ^ 

et  l’identité  algébrique  fournit  l’importante  propriété  de  la 
transcendante  e,  (x),  exprimée  par  la  relation 

( I -t- 2// ços  22T -t- ) ( I 2ç’ cos  2 jr -H  ) ( r + 2^‘ cos  2x-t- (y  ' • j , 
l-f- 2 y cos  227 -ri-  2^*  cos  42T  + 7~q'  co^^x  + . . ■ ’ ■ 

" . ; i'—f) 

J '• 

Ce  résultat  nous  conduit  à préciser  complètement  là  défini- 
tion première  que  nous  avons  donnée  des  quatre  fonctions 
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0(æ'),  I!(j;[,  0,  (jr).  II,  (,r),  en  IcsTcpréscntanfpar  un  produit 
de  facteurs  affecté  d’un  coefficient  A resté  jusqu’ici  arbitraire. 

, Nous  ferons  désormais  . ■ 

A = (t  — — 

et  nous  aurons  de  la  sorte  ■ . > ' 


m- 


: I -t-  cos  2x  -h'iq'  C0s4'*^'+-  2^"  cos6ar-{-. . . . 


En  partant  de  là  et  à l’aide  de  la  relation 


•0,  (r'-t-fK')  = H,  (x)  e 


-T-R-fîr^-iK) 


on  aura  ensuite , 


H,  ^ =:  2 ^(/cosx-H  a v'g’cos32:-|-  2 v/(/”cos5,r  + . 

et  ces  deux  formules,  en  y changeante  en  x+~i  donneront 

/ 7.Kx\  , „ 

0 t, ) = I .*-2(7  cos  ae  4-  2(/‘  cos  ^x  — 20'  cos 6e  -t*  . . . . 

î|  = y,  J/, y sin  e — 2 y tf  sin  3.r-t-  2 v^(;“sin  5e  — ’ . . . . 

<• 

Telles  sont  sous  les  formes  de  produits  infinis  et  de  série  les 
transcendantes  dont  nous  allons  établir  les  propriétés. 


Des  deux  formes  principales  que  peuvent  prendre  parmi  une 
infinité  d’autres  les  fonctions  .0,  H,  etc. 

€e  point  touche  à la  plus  belle  partie  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  à la  théorie  delà  tiansformation,  que  les  bor- 
nes de  cette  Note  ne  nous  permettent  point  d’aborder.  Mais, 
indépendamment'  de  leur  intérêt  propre,  lés  formules  que 
nous  allons  établir  et  (jui  donnent  cette  transformation  spé- 
ciale des  fonctions  0,  H,  etcJ,  où  l’on  remplace  l’une  par  l’au- 
tre les  quantités  K eu  K',  nous  seront  indispensables  plus  tard, 
et  nous  devons  d’autant  moins  les  omeiiro  qu’il  est  extrême* 
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' ment  facile  d’y  parvenir,  comme  on  va  voir.  D’ailleui^  on  sera 
mis  ainsi  sur  la  voie  de  la  recherche  analogue,  et  plus  géné- 
rale, où  l’on  remplace  K et  iK'par  /nK  + m't'K',  «K  -(-  n'iK',  - 
m,  m',  n,  a'  désignant  des  nombres  entiers,  et’qui  constitue 
le  sujet  même  de  la  théorie  de  la  transformation.  Dans  le  cas 
où  mn'  — m'n  = i,  on  est  amené  à ce'  que  Jacobi  nomme  la 
..théorie  des  formes  en  nombre  infini  des  fonctions  0,  H,  etc.; 
•mais  parmi  toutes  ces  formes,  ce  sont  celles  que  nous  allons 
^ établir  et  dont  nous  aurons  à faire  usage,  q^ui  méritent  d’être 
particulièrement  distinguéés.  Posons 

• . 

0 (x)  = 0 (x), 

I TI* 

»)  (x)  = (x),  ■ ‘ 

' c" 

0,’(x)  = ei*^*^’'0,  (xji  " 

<-  :ri’  ■ ' ■ 

J),  (x)- = (x% 

■ > . . -,  , » 

on  vefra  immédiatement  correspondre  aux  relations  fonda- 
mentales propres  aux  fonctions  0,  H,  0,,  H,,  à savoir  ; ' 

10  (x -i- K)  =-e,  (x),  _ 

H (x-(-  K)=ll,(x),  ' . . - 

0,  (x  -h  K)  = 0 (x), 

H,(x  + K)  = ^l!(x),  • ^ 

!— ‘“(-iH-iK') 

0 (x  •+ /K')  ni  (x)  c 5 

H (x  + 7K')=  ie(x)«  ' 

0,  (x  + /K')  = ll,(xjc  , 

\ll,(x-v/K')  = 0,  (x)e  . 
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cClles-c.i  i . . . • V v>-,  ••  - • 

• 9 (^ +' /K')-= /»j' 

, , . . -U  = •'  '' 

• ■ . j 0,  (ar  + l'K-')  = »,  (a^), 

■■  ' ! ».(^+.K'}=o.(x), 

ii)  . . 

6 (x  + K)  = 0, 

» (x -t- K)  = »,  (j?)  , 

7^,(ï-r-y-K)  . 

0,  {.r  + K):^9(A;)e^^  - ^ 

»,  (x  4- K)  = — » (a;)  e'*^ 

Cela  posé,  rertiplaçoiis  les  équations  •(«)  par  les  suivantes, 
qui  évidemment  leur  sont  équivalentes  : 

e (x  — K)  =;e,(x}-,  ■ - . 

H (x-K)  =-H,(x), 

0,  (x  — K)  ==  0 (x) , 

H,  (x-K)  = H(x). 

Alors  en  comparant  les  équations  (a')  et  [b]  aux  équations 
(c)  et  (rf),  on  remarque  que  le  second  système  de  relations 
coïncide  avec  le  premier  lorsqu'on  y remplace  d’une  part 

K et'  iK' 

respectivement  par 

iK'  et  —K, 

et  de  l’autre,  . , ^ 

‘ / 6 (x),  » (x),  e,4x),  -_»,  (x)  . ■ . .. 

par 

•H,  (x),  4-H(x),  0,{x),  0(x).  ' 

Les  nouvelles  fonctions  que  nous  avons  introduites  se^rou- 
vent  ainsi  ramenées  aux  anciennes,  et  si  l’on  remarque  que  par 
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Je  changemeBi  de  K en  iK',  ei  de  /K'  en  4a.  quantité 

K'‘  - K 

W ^ ^ K ' ^ * * 

q = e devient  ç«=e  , on  aura  en  conclusion  les 
expressions  suivantes,  où  M et  N désignent  deux  facteurs 
constants:  ' 


• 1 /àîK'xX  ,, 

1“  .6  I ' — ~ " 1 = M .2Vç«.cosa:  cos  2a:  + çj  ) 

(i  -h 2^;  C0S2X  + (/; )(i+  29!  cos 7.x  + y;’, . . .), 

in  = M.2^y,  sinx(i^ — 7q\  cosaar  + ^J) 

(i  — 2çJ  cos2ar  4-  ^;  ) ( I — 2çJ  COS22:  + îi , 

„ /2iK'a;\  , 

0,  ( — - — j = M.(i  4-  2^0  C0S2a:  + q\ ) 

(i4-  3(/J  cos2a:  -f-  9Î)  ('  4-  açi  cosaa;  4- gj*  ), . . ., 

/2iK'a:\  ' 

- I = M ( I — 2 ç,  cos  2 a:  4-  ) 


2“ 


V 

( I — 2çJ  cos  2-r  4-  çj  ) ( I — agj  cos 2a: 4-  q',')..  .. 

9 ^ ^ = N ( 2 cosa:  4- 2 J/ g J cos  3a; 

4- 2 cos5a:4-. . 

. / 2iK'a\  - , / . ,, — 

, i>)l — - — 1 = N I 2 y')/,  sin  a:  — 2yçjsin3x 

4-  2 J/gJ‘  sinSa: — 

■ / 2iK'x\ 

0.1 — - — 1 = i>  (1  4- 2^oCOS2a:  4- 25;  cos4^ 

4-  2ql  cosôx  4- . . .), 

/7ÎK.'x\  . , 

iil  — - — 1 =N  (I -T  2^,C0S2a:  4- 25J  cos4a: 

' • — 2<y;  cos 6a:  4-.  ••)• 
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Le  principal  intérêt  de  la  seconde  forme  analytique  qui  nous 
est  ainsi  donnée  par  les  quantités  0 (a;),  n (ar),  etc.,  consiste 

en  ce  que  l’on  introduit,  au  lieu  de  > l’argument  imagi-  i 

1T  ^ ' 

2 l K.^  ^ 

naire  — - — En  supposant  K et  K'  réels,  on  a donc  sous  - 

forme  réelle  et  l’on  peut  suivre  la  marche  des  fonctions,  que 
l’argument  soit  lui-même  réel  ou  multiplié  par  V—  i ; bientôt 
on  en  verra  une  application. 


Propriétés  fondamentales  des  fonctions  0 et  H;  définition 
de  sinamx,  cosamx,  Oamx. 

; 

En  employant  dans  ce  qui  précède  la  considération  de  la 
fonction 


m'  in-x 
T 

pour  le  cas  de  A = nous  avons  supposé  - 


« = 4K. 
bz=2tK'. 


Désormais  nous  garderons  pour  périodes  ces  deux  quantités, 
et  nous  ferons  par  suite 


(x) 


-H  X m*  ÎTtJc 


— w ' ^ 


avec  la  condition 


= «« , 


ce  qui  donnera,  comme  nous  l’avons  établi,  la  manière  la  plus 
générale  de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  uniformes  aux 
deux  conditions  ^ . 

i‘i>(x-(-4K)  = a>‘(x), 

<î>  (x -f- a/K')  =’l>  (x)  e . 
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Cette  solution  générale  renfermera  donc  pour  /r  = 4 P®'‘  exem- 
ple quatre  constantes  arbitraires,  que  i’on  mettra  en  Évidence 

en  distinguant  ces  quatre  formes  de  l'indice  m,  m = 4 

4« -1- 2,  4”  + 3 , ce  qui  donnera  : 

' . ‘ 

_ an’  an-g- 

'i>[x)=a,^q  e 

(l"-*-')’ 

9 **  e . 

\ - 

(2n-l-l)*  ,iîTx 

+ a,^q  ^ e 

ou  bien,  pour  abréger,  . . * 

4>  (a:)  =fl,4>,  (x)-t-a,  <I>,(x)  -4-  a,<r,  (a:)  rt,  <l>3  (x).  ‘ 

Par  là  on  voit  que  dans  le  cas  où 

(ar -t- 2.K)  = <r  (a:), 

la  solution  est  représentée  par 

♦ (a;)  = a.*,  (a;) -f- (ar),- 

et  ne  contient  plus  que  deux  constantes. 

De  même  en  supposant  _ , , 

<I>  (ar -I-2K)  = — «l*  (a;),  , . 

on  aura  avec  deux  constantes  arbitraires  seulement 

i • # 

<i>  (ar,)  = «I  K,  (a;) -i- «3  <I>,  (a:). 

Ainsi  nous  avons  la  manière  la  plus  générale  de  vérifier  ces 

deux  systèmes  de  conditions,  savoir  : " " • ' 

'< 

(a:  2K)  =4>(a;). 


I. 


II. 


Al  . . |Vf  X 

T-  k ) 

4>  (ar-f- afK')  = O (ar)  e 
ij>  (a;  + 2 K)  = — >I>  (x), 

— -jT- ik  ) 

(a? -f- 2«K')  = (.r)  f • ^ 
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Cela  établi,  nous  remarquons  qu'en  éleVant  au  carré  les  deux 
membres  des  diverses  équations  fondament^es  dé  la  page  394, 
les  résultats  sont  précisément  de  la  forme  du  premier,  de  ces 
deux  systèmes.  Nous  en  tirons  cette  conséquencq,  qu’en  dési- 
gnant par  a,  b,  etc.,  des  constantes,  on  aura 

0’  (^-)  = a <I>b  (a:) -4- è <!■,  (x), 

Hî{x)  = ot,  (^) (^). 

et  en  changeant  a:  en  x -h  K, 

l 

0j  (ar)  = 4>.  (x)  — è «t,  (■*^), 

H’  (.r)  = c 4>„  (ar)  — d <!■,  (æ-). 

En  second  lieu,  sijl’on  multiplie  membre  à membre,  soit  les 
deux  premières,  soit  les  deu\  dernières  de  ces  mêmes  équa- 
tions, c’est  à la  forme  du  second  système  qu’on  se  trouve 
amené,  par  suite  on  a •. 

- 0(x)  H (ar)  = .\0,  (æt) -4- B<rï(x), 

A et  B désignant  de  nouvelles  constantes,  et  cette  relation 
donne,  en  y changeant  ar  en  a;  -H  K,  la  suivante  : 

De  là  se  tirent  parmi  bien  d’autres  conséquences  (*),  les  rela- 
tions algébriques  et  différentielles  de  nos  fonctions. 

I.  — Relations  algébriques,  — üu  module  et  de  son^ 

. complément. 

Deux  équations  linéaires  entre  les  carrés  0j,  H’,  ré- 

sultent évidemment  des  expressions  de  ces  quantités  par  (x) 
Æt'<i>,  (x).  L’une  d’elles  poura  être  présentée  sous  là  forme 

0' = alD  (x)  H- ot'HÎ  (æt), 

a et  a'  désignant  des  constantes  que  nous  allons  déterminer. 
Pour  cela  faisons  ces  deux  hypothèses  ar  = o cl  x = Kx 

t 


) Molanimcnt  la  iransformalion  du  second.ordre. 
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comme  on  a,  d’après  les  formules  de  la  page  384.  H (o)  = o, 
Hr(K)  o,  il  viendra 

IIMol 


Mais  on  introduit  au  lieu  de  a et  a'  les  quantités  suivantes  ; 
, , _0>(o) 

^ -ëMK)’  • ^ ■ • 

et  comme  la  relation 


donne 


on  aura 


d’où 


H (.r^-K)  = H,  (.r) 
II(K)=H,  (o), 

' ‘ I , A' 

a z=  J , a ~ , 

II'  Il 

/f0’(x)  = H>(Æ')-+-/i'ir,  (o:). 


Cette  première  relation  obtenue,  la  seconde  en  résulte  en  y 
changeant  o:  en  x-^-  iK';  si  l’on  emploie  à cet  effet  les  for- 
mules données  p.  384,  viendra,  en  supprimant  le  facteur  ex- 
ponentiel, . 


— /f  H’  [x]  — — 0’  (ar)  -+-  A'©î  (a:). 


ou  bien- 


0’ (ar)  = A'll’(x)  H- A' 0j  (x). 

Ces  deux  équations  représentent  d’ailleurs  toutes  les  relations 
algébriques  possibles  entre  nos  quatre  fonctions;  elles  con- 
duisent à la  notion  des  quantités  que  nous  avons  désignées 
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par  A ei  A',  et  dont  les  racines  carrées  s’expriment  en  série 
de  cette  manière  : ' 


* 

1 + 29  -+-  ï<7‘  -t-  2^”  + aç"  + . • . 
0 (o)  _ I—  2g+2^‘  — 2(/°  + 2g'«— ... 
V"  — fie  ^ ~ I -l-  Ort  -4-  2rt‘-l-  20’  -H  2Ç"  4--  • ■ 


(K) 


0(K)  I -f-2Ç4-2<7‘4-2^’ 

La  première,  k,  s’appelle  le  module  de  0 (r),  U (2:),  0,  (r), 
II,  (a:),  et  la  seconde,  A',  le  complément  du  module.  Consi- 
dérées par  rapport  à q,  ou  plutôt  en  faisant 

«Ïî6i 

q = e , 

par  rapport  à la  variable  «,  ces  quantités  constituent  un  genre 
de  fonctions  analytiques  entièrement  nouvelles  et  de  la  plus 
haute  importance  parmi  les  fonctions  d une  seule  variable. 
C’est  principalement  en  algèbre,  dans  la  théorie  des  équations, 
et  en  arUhmétique,  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  à 
deux  indéterminées,  que  la  considération  de  ces  fonctions  a 
suggéré  d’elle-même  des  points  de  vme  tout  nouveaux  et 
ouvert  des  voies  fécondes,  où  ont  été  obtenus  les  plus  inté- 
ressants résultats.  Les  bornes  de  cette  Note  ne  nous  permet- 
tent pas  d’entrer  dans  ce  champ  déjà  si  étendu  de  belles 
recherches,  mais  ce  que  nous  dirons  à l égard  des  fonc- 
tions 0,  U,  etc.,  servira  de  préparation  suffisante  pour  lire  les 
Mémoires  spéciaux  qui  y sont  consacrés.  C est  de  ces  fonctions 
en  effet,  étudiées  à la  fois  par  rapport  à a:  et  w,  que  découle 
tout  ce  qui  concerne  A"  et  A'  qui  contiennent  seulement  u,  et 
il  ne  semble  pas  possible,  dans  l’état  actuel  de  nos  connais- 
sances en  analyse,  d’arriver  à toutes  leurs  propriétés  en  par- 
tant uniquement  de  leur  définition  comme  quotient  des  séries 
données  précédemment  (*). 

(*)  Poisson  et  M.  Cauchy  sont  arrivés,  par  deux  méthodes  differentes,  à cetto 
identité  : 

, i irrw  iiîtu  gi^tai 

q—iù>U-i-3c  -t-ac  -)-ie  -H-..;,  . 

f — — —4—  —9— 

= \i+-ac  "-t-Jie 

qui  conduit  à des  propriétés  toi.damcnlalcs  des  modules  considérés  comme 
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On  se  rendra  cpmf»U;,  jusqu’à  un  certain  point,  de  celle  dif- 
ficulté, en  observant  que  k et,  h'  n’éxislent  comme  fonctions 
de  «tqu’auianl  qu’en  supposant  cette  A'ariable  imaginaire  et  de 
la  forme-  n ' ' ' . 

. O)  = a 1 ^ • 

P est  essentiellement  différent  de  zéro  et  positif.  Ce  sont  donc 
véritablement  dçs  parties  de  fonctions,  qui  dès  lors  échappent 
à beaucoup  des  méthodes  les  plus  habituellement  employées. 
Ainsi  il  n’existe  pas  pour  h et  k'  de  développement  suivant  les 
puissances  de  <« , et  si  l’on  fait.»»  = w,  H-  /i  pour  pouvoir  em- 
ployer la  série  de  Taylor,  voici  encore  les  circonstances  parti- 
culières qui  viennent  s’offrir.  Les  quantités  k et  /r'  sont  déter- 
. minables  par  la  résolution  d'une  équation  numérique,  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  »,  telles  que 


A + v^—  B 


A,  B,  C étant  entiers,  et  B essentiellement  positif^  mais  si 
. remploi  de  ces  valeurs  initiales,  en  faisant  » = »,  -f-  /i,  donne 
pour  premier  terme  des  séries  une  simple  irrationnelle  numé> 
.rique,  les  termes  suivants  sont  nécessairement  des  transcen-- 

dantes.  Ainsi  par  exemple,  pour  »,  = i,  on  aura  k = —n 

k'=,-^‘>  et  en  prenant  a = i+h,  ce  sera  l’intégrale 
V2 

r » qui  entrera  dans  tous  les  coefficients  des  déve- 

loppements  de  k et  td,  suivant  les  puissarices  croissantes  de  h. 

. On  voit  par  la.  combien  on  est  éloigné  des  séries  qui  définissent . 
les  transcendantes  simples,  où  les  coefficients  sont  toujours 
cdmmensurables.  Mais  sans  nous  étendre  plus  longuement  là- 
dejsus,  et  pour  vevenir  à ce  qui  concerne  notre  sujet,  nous 


fonction  de  u.  Mais  il  n*est  possible  de  tirer  do  Ih  que  la  transformation  pour  le 
prcnûer  ofdre,  et  aucune  autre  voie  pour  parvenir  aux  équations  modulaires  no 
s'est  encore  offerte  quë  celle  qui  a ctë  donnée  par  les  fondateurs  de  la  théorie 
dos.  fonctions*  elliptiques.  -*  • 

6*  cd.  II. 


27 . 
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allons  jusiificr  les  d«jnominations  tle  môclule  ci  de  sOn  côin- 
plémeni,  données  à h el  h',  en  démontrant  celle  égalité  - /. 

Les  deuy  relations  que  nous  avons  obtenue^  sont',,  • 

/,•  0^  (a-)  = II»  (j?)'  + /.■'  ■ . 

0»  (æ.-)  — /l' U’ (.r)  + /i ' 0’ (..r  j; 

■Faisons  dans  la  seconde  x = K,  après  avoir  divisé  les, deuv 
tncmbrcs  par  e’  (a:), .en  remarquant  qu’on  a'  ’ 

0,  (x  + K) ■=  0 (x),  ' 

et  par  suite  • ••  • . 

0,(K)^0(o),  ‘ • 

on  trouvera  précisément  l’égalité  qu’il  fallait  démontrer. 

■ Il  en  résulte  cette  relation  entre  les  séries  infinies, 

‘ (2  V '7  -4-  2-  v'v’  + 2 + ■}.  V </‘VHr  . .)*  . 

-f- ( 1 — nq  + 7.q' ■itj^  + iq'* — •••)* 

= {1+ 2</+ -(- 25'' + aç."'4-.’.  .)*,  • , 

qu’il  est  extrêmement  facile  d’établir  directement  .à  l’aide  des 
propositions  arithmétiques  connues  sur  la  décomposition  dèS  ' 
nombres  entiers  en  quatre  carrés.  Mais  laissant  encore  de.cété 
ces  questions,  nous  allons  compléter  ce  qui  concerne  la  défi- 
nition même  de  /r  et  h'  dont  nous  avbns  obtenu  les  racipeS 
carrées  comme  fonctions  uniformes  et  bien  déterminées  tlé  '&>.* 
Jacobi  a fait  voir  que  les  racines  quatrièmes.possèdent  la  même 
propriété  en  donnant  les  formules  remarquables  que  nouç 
réunissons  ici:  • . . 


V /. 


^ ^ - 
^ ^ 1+  q -h  q^  + q‘ 


i — q — q^-t-q’-\r.  ■■ 
I — 2 -f-  2 9*  — 2 </'•  -f- . 


1 '*  : 


î-' 


\fÿ.\/q 


.â  • 


= \j-q  » + 


I -h  2 </  H-  3 2 (/’  -4-  .■ . ^ 


•'  '".I  • ’ ' i't'i  V "V;  iJ.-' 

, ' • , DES  Fdscrwm  "•  - • 41 1 a. 

; ■■..•••■■■..■'  %-■•’?■  .'-V  i;‘  :•-■  ■ 

Les  lois  dç.c^.sçri(rs.son.l  doïrrtiées  Bàr  ççs  formules  ou  le'  • » 

V ■ ••  - ■ '■■’■  ■ • -■  . ■ ■ • ^ r-T".  . ' 

..srgne  > s’étend  à toutes  lés.  valeurs  de.  l’indice  n _ ,,* 

‘ à H- ® savoir  ; . . ^ ’ ' 

■ • ■ , r ■ : ' V.  V •••/..:  V./ 

• ■■  - '■  ' <'■ 
• • . ' 9 ^ ^ -r-.y-  * V \ ^ .•*"*. i'  -“'ï-  *. 


> V » 

•V. 


• ^ i 


/ -â  '•• 


.2- s-  •••:• 

■ ■ ■ -r  ‘.  :v 

,1 


!»»*+»■ 


^ S.' 


y ’ • î ■ . ■ *••  ' ■ ■'<  . . • i .'  -■  ■ •• 

.■  ■ - . ' '/■' . ' '■  '■  .'■y  ‘ f!.'  ■'  ’h  . • 

• .'  - -h:,-. '■'i-r'-  ■ .r  -r-/  ■ ••  • 

••  ::  j;-o  ■:  : •. 


. En^econd  lieu,-  ol  pour  lé.cpmpJérpVftt  ilu  mo^tlulej  oh' av  ' . . ; ' • 


. .-  + - , ;■ 

' •-■•  •'  ■■  ' • 'a  -1,  .'•  Tt  •’■  -j  ;•.■■ 

■ i'--'  '.v  i . ■.■V.  is-.'  ’ 

\ . , ' * -,  - . > ••  V ^ ^ ^ r ••  , 


, r: 


-•i  ■ 


...•,'  I —a  t4-  ^'g'  T"  -•■g-'*  î~f*  ?■  — • • • 


•.  . . , : 


,Y 
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^ V ’'**  . . ' ,* ■ *- 

'ou  en  nKîilani  en  évidçnce  les  ternies  giifnc|*üu^  - • 


3 n*  4-  " 


. n’  -l-n  3n’-hn 


2i-4"v"'V 


ut  5-  U 


" ■ 


La  qUanlitci^Âr  qui  joné  aussi  un  i-Ôle  important  est  donnée 
p^ledcvcloppcmépt  de'forine  semblabVe  aux  precedents: 

: --il-  ' .'•■ 

•:  .-.  V 

. h:  - Définition  <f«  jin*^  (i)»  fif>sanr(af),  Aamx.  ’ 
Équations  différentielles:  ...  ^ ; . 


- Posons 

, y»  ' ■ . 


I H (ar)‘  ' 

. p'^ÿl  ; 

. V a tw’. 


^ X 

t 


^ jt. 


•-•A 


RE-<i  bluptiqves.  - . '{■'f.' 

et"  qui  sotil. 

■•  homogènes  par  rapport  agx  cjuaU'e  fonctions  donnerogit  : • 

. ' ' ' ' ' ‘ ' 

La  prerhière.conduit  à représenter  « par  un  sinus,  V par  \ui'. 

• cosinus;  c’est  ce  qu’a  "fait  JacohiT  dl  .en  adoptant  les  noiafions 
,•  • de  l’illustre  géomètre,  rious  poserons  ..‘‘v  . ■ . 

...  • - V* 

, ■ . • . , . M = sîn  anir(.j?),  ^ ‘ ,V 

...  ■ >'  c = cos  am  (i),  • J 

‘ iâin (■.?■),  , %, . < 

' V*  « * * ' . 

t f -**•••. 

' ' Le  sinôs,  le  cosinus  et  le‘_iS  de,l’an>plitutle  de  la  varlablei  .t;' 
seront  ainsi  lès  trois  ronctions'doubféiHènt  périodiq^ues  £o»diP-  > 
mentales.  Nous  A'oiçj  nmdnés  mainierumi  QU  point  eb  quelque 
■*'.  ^ sorte  le  plus*  essenttél  de  la  tlVéqrié,j^r  l’on  a pqù^bnt  dé  ics,  ■ 
• ‘ •;  J dc(lnff  par  trois  équations  différenliellêsrs  'i- i 

. . .Considérons  à cercffèV la  dérivée  xlc’.ùj  à savoir^  W • 

- • - f/x  ~ ..  ■ 0*](x) ' 

.• 'V*  -V  . «►. 

Cette  dérivée comme  la  fonction  .ellq-mèipéj  admet  la  pe- 
^ ' • - riode  afK'^el  ne  Jait  què  changer'd.ç  signerlorsqu’on  changé 
X en  X -f' aK  ; ayant  do'né pour  le  numérateur  la  valeur 


. il 


‘ on  tirera  immédiatement  des  relatious  ' ..  ••  , 

'.’V  . V-/'--.  éMf  ).*' 

• • 't'  . . * • s-**  , ,*  V * * •*.*  • ■ » - 

• , ‘ - • . C • -,  ■; 

. ' ' ' ■ ■ 0.M  •*■  2 f,Kî  ) = 0’ (jt V'.' ' ^ ■■■  Ç’’  '■  ' ■ . 

■ hùxquoilcs'donpë  Heu  le  fténominatêur,>*cUes-cj  j .•  . - . 
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Ainsi,  eu  .admettant  que  its  quantités  K et  K'  vérifieut  celle 
conation-,  nous  aurons  . ' . 
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c’est,  la  première  dès  relations  différentielles  que  nous  vou- 
Hoiis .établie.  Les  autres  en  déçoulcnt  à l’aide  des  équations 
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lès  coefficients  étant*  des  fonctions  entières  de  A’.  On  en  dé- 
■duil  ce  développement  qui  subsiste  entre  les  limites  — i et  + 1 
üie  la  variable,  et  ou  l’on  a fait 
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4l6  NOTE  SUR  LA  TUERIE'  • 

On  trouve  de  même  • . ' ■ ' ' * 

• V * . ■ ‘ ■ , 

• . ! 

**  = I — + { I + 4 /<■  ’ ) 77^37^  - { I + 4 4 />  ’ + « 6 /*  *' ) TT^TTJ 

+ (i+ 4o8fr’ -t-giaA* ^ ^ . 

+ A-'(64~l-9i2A'’  + 4<>8/f‘  + Af‘)  •••^^  g ^. . . . . - 

M^Gudermanna  fait' la  remarque  qu’on  pouvait  poser,  aux 
termes  près  du  cinquième  ordre, 

- sin  (xiji-h  l,‘)  _■ 

V'  -t-  . ■ ' ' . . 

et  ' * • ■ 

e=:COSiC,  w = cos  IfX,-  '■•• 

' ' • ‘ 

en  négligèant  seulement  ce  qu’on'vérifiéra  ssntsiteifreÿar - 

le  développement.  , 

Voici  donc  une  nouvelle  et  complète  déOnUion  dei -trois  . 
fonctions  doublement  périodiques,  en  joignant  aux  équàdons  ’i 
différentielles  lés  valeurs  initiales  «=o?  v = r,  <v  î=;  i poun.- '' 
= O.  En  particulier,  la  fonction  sin  am  (ar)  séra  déterminéb-  * 
en  posant  • 

r“  du  • : ^ 

x=  I — .■  ■■■  . . . •.  V 

Jo  V(i  — «’)(i-Ar*«’)  ’ • 

ci  c’est  cette  intégrale,  ou  plus  généralement  > . 

; -■  ■ ■■■'  - ' ^ F(u)du'  • . ^ , 

# • 

\ , .1* 

en  désignant  par  F(«)  une' fonction  rationnelle,  dont  l’elude'a  •' 
ouvert  la  voie  pour  parvenir  aux  fonctions  elliptiques.  On  re-^ 
connaît  ainsi  l’origine  de  cette  expression  de  fonctions  inver- 
ses, dont  nous  avons  plusieurs  fois  fait  usage»  puisque  « est  la'  ■ 
fonction  inverse  de  l’intégrale  dont  la  valeur  est  x,  et  l’on  peut  • * 
juger  quel  long  enchaînement  d’idées  et  quels  efforts  il  a CUlif  i’ 
pour  parvenir  de  là  aux  notions  de  fonctions  doublement  p"é- 
riodiques  et  aux  séries  qui  nous  ont  servi  de  point  do  départ» 
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Mais  «ë  long  travail  a ëlé  fëeOnd  pour  la.  SGÎcnçé;  c’est  C;Qmm&\  ' 
;cbns^quetices  «Te  ces  recherches  quc'nous  ont  étë  acqüiseâ.--’^  . 

; plosieurs  notions  analy.liquds  ëntièrëmeni  fohdàitiêniâres;  et-  •' 

' dn  paritculior  ce  que  nous, savons  sur  je  mode  même  d’exis-_-  \ '• 

tence-  des  fonctions  intégrales.  ’Apcès  avoir  trouvé,  par  exèm-  ; 
ple„  que  sin  am  / ar )■  ne  change- pas  lorsqu’on  changé  en.’’'.,  ‘ 

'■■il + 2m'ïK',,w  et  rn'  àtanï  dcç  nombres  entiers,  on  a.,  : • ' 
"dû  nécessairement  rechercher  dans  l’intégrale  ^ . ' ; % . . • ; 


**  **  **  • ■ • • * ' • * . ^ . * . ' ’ ***^  * ' . -i 

■la  jmlson  de  cettë  sotte  d’indétërminatiôatfm'donhd  nais^nce'  •: 

O lapériodÎGitédîyüsla  fonàioft inverse, 'MrCauChy,*flaBs.son  ' . ’ 
Mëmoiresurle^  Intégrales  pri.ses  eniro'.des  IKhitésimàginàîreï^'/  * ; . • • 
avait  donné  les  pritScipe^essepliels’de  celle  étudé  si  ipiçor-'. ’ • • 

' jimtetclle  a été. ’comjpléleRi.ent' faite  par  M.  Puiseux,  dans  un 
excellent  travail  lnti\\ûèi  Beçfiérche$  jntn  {ê*  fonctions  algébri-  *V  '- 

■■^p<cj^(Jobrrtaf ’de  ^J.iLiimÿille,  anhée-  i85oj,  et  auquel  nous  ■*  ' 
•ffspvayoïw  le  lecteur.'  ü'n  atrtre'  résultat  ençôre  consiste  dans  ■ 

,.  <e  sens  plus  coînp|l,et  elplud  approHuidU  que  l’on,  a été  con- 
I doit  à.  auacber  'en  analyse  à l’expressibri  mérite'  de  fonction, 

■ en  reconnaissant  et  én  caractérisant  entré  les  divejps.itiodes  de  ’ v . 

. .dépendance  de  "deux  quanütésdes'xlislmciipn^  essentielles,  et  v':  ' . 

. donpies  recherches  auxquelles  a éonrié  liea'kfthéorle  des* 

■ fonctions  ellipliques;ont  montré  toute  iimporiancé.  Aiilsi'ont.  " . -y  . 
étépVopbséésces  questions  dont  i’objetest  de  recotu^îtré  dans  - , 

'<  la  déflititiôn  même  d’jane  fonetjon,"  donnée,,  par  exeihple,  par  . <•/  • 

. • ùne  éqüaiion  jdifférentieliè,  si*  elle'^est  op  non^  ék  , • " 

. * jdphj  fe.prèm’iér  cas  gf  elle  .fefet  éhtièrê*  ou  fraçtipnrraice.".  Les- 


rcnlîelles  du  pr^nievordpê,^  ^ ‘ ,*  'V 

(^*)  Àll);c{ueiûe  Vor3Ufideteu|igciP  und^lIuK^tuitk'Mur  die  .Untc|^udiiui;f  >7^11  < * a!  • 

FuDctieüüiitiijbçscbchi^kt  vcrauiWrifchorCrosàcii,  otc.;  ^ * .*?•  . '*• 
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loa  n i è im;  à roniîr (;/(^â  I o!^  {' 
poui^i- |îifi.njmeijt  4)éiU,‘.. 


nous  sommes  iiarvènos  à l'èxpresSioh 


g'ço^duit  à wn6'cons<HiMen(^lffii^rt^,»e;xjbs^ 

ep;  upeosarti  ir.^  K et  par  qdnscquent  sin,am  ( Kj  = i 7*  f 
dans  » express^  en  P âinam(il,.on  ■' 

■' . f ijjjiÿ  )(•«  '■+; q'-n ■ h-v?.;: . > w ;; 


ôiyribiieridra  d'9>drd; 


y vS  ;jfÿ + W*i(  I 


» ' . ,*  1 • ^ .*  *•  * • •»  • 
*n  p“  trouYe-qne  sin  amŸK.)  =i 

■♦■*  .*  •>-■  «■  .'.  ;•.  '•  ■ '.  / 
; füj>jjt4iof  rfiifüi^iô'iYV» 


= t ^la  roTiDülcaln  amj;!}' 

ri  M>  v'r  « • • 


. '^■  'ntssi  wsfrrioss^  blliptiquks. 


* • 'èljcûî.rom^rf^ 


~{i  +q^){i  -irq')-  ■•  ■ 

- ...  . .'  ".'v  x + /;■•.• 

• . on  vefra*ious  les  dénominateurs  disparaître  dans  la  valeur  ü<5;  ' ■*.  • .•' 

..  . ^^^■■qüi  devieridrâ  ainsi  ' ' ■ ■•’•.  J 


Z ■ ■••.-.■  .’’V  - 
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. .■•■;■  , ‘•■'•V X [(<“H-V)  (■■+<?')(■' + 

. Cela.étàniû  si  J’on  pote  x'=a  dans  la  formule  préc6demmen.t.'-^  . ; • ••  ‘ ; , ‘ 

. 'démcmifé.6;*  .,'V>  . •'  , -ç  . j-  : .- 

■-  • ’®,' .4- j’fl  éosa  .!•  4- 2 </' cos4  .T' 4- 2 cos6  J?  4-'. 


'‘-  y.  ' '4*.(r4'2«/cps2a:4-9’)i*-i'2?’ C0S2ar  + ^*) 

...  .H  viendra  ‘ . ■ . . . i_-  4. » 


•J  4 27‘--|^2^'’-(- . . r ' • ’t  - . 

• ‘ ■' 

. . ’d’oîi' ce. résultat,  qui  est  dlünc  grande  importance  dans  la  théorie^ . • , 

' dcii  fqivctionsèlirptiques,  •'  ' J..  ’ "ÿ 

■ • "V*"  * ■ ’ * ' ' ■ ^ 

. ..^ '■••’V '.■  '.'A  K V'i*  'i.  w..'---.  •■  •■  . . 
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■•  'viJn^on-dçtl^iit,  en  ayàru  éçatd'aûx'xiqaations  • • , 
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. ' .*  -V  ■ . J,-;  ' *;• 
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. - 1-^  • ‘ ^ y'  . 4 • #•*  r * ' 
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- - NOTÉ  8ITR-'  r.A  THéoKfK  ’ .^  x - . ■ 


• 7.  . ' • ' Cestla  seule  qHîuuilé  K qui  <lonne  iidu  à des.rclalîfyns  de 

. . .*  , • céue  fornjie;  I9  qi^aïuité  K',  cnlrant  d’uiie  manière  différente 

* ' • *•  ' ' \ ^ • ' - * ■ ■ 1 ' ' 

- • v’  . . . dans  l’expression  ^ = e ne  parait  pas  susceptible  de  deve- 
j ■ .loppements  analogues  en  série.  Mais  toutes  deux' s'expriment  . 

. ^ -d’une  manière  parfaitement  semblable  à Kaide  des^ttiodules 

: h ex  !('  par  ces  intégrales  définies  ' ' ■ - ' ' _ t 

■ • -'V/  r*  du  ■ • y’’  . \dn  • - 

. ..  ^(1  — J,  v'(i  . . 

■ .A.'  r ■ comme  nous  allonslc  démontrer.  ' ' •••  ‘ ' ' ' 

•-  ..Préctulemmenl  nousavonsd("jàfait-voirquc:sinam(K)=:  11 

!'  '.  • : ” ^remarquons  maintenant  qu’en  faisant  fi  dans  les  relations 

V,'  • V ',  . • 

: • V,t  •• 

v*’ ‘•T' ' -'r  è- 

V '.y r . 

■ ■ -*  ' ''  ' , .•  '-'.■V'-*;- 

■ - .-■  ‘ . él  en  divisant  membre  à membre,  jl  viendra  ■"  • . i . , . ' ' • . . 

■ ' * H.( K -H-'t K' j Æf ( li j ^ ^ ,N. . -y  y 

r ■ ‘ • ..  VV  ! ■'..  • ‘ 0 (lîTfTK^j ~ ïïTlq.  • vv..  >•  • . 

■ -y  . / -yy  ■ 

" • ■ ■ . ' ;*  * ■ ' ■ • ■ l 11(x)  • * r « • • . . 

......  par  cmiséquenl-,  8in*amj^Eî^.-^;=  — ; — ^ aura  la  valeur  .7  pour  \ 

i Æ- =f  fi  + ^ K'.  Ajain donc  . J'-*. '■  , ■ 

• ~ ■ f i'*"'--  ' ' ■ àu  ■ "'*■■  '•  ' ■ 

. • -•  a7=-  /•  T,  ::  ,'r.sp:=t,  w-.  , 

r,-:  -Jo  v ^ T 

^ nous  en  conclurons  què  ’,''j,  .v''\  .*  * . • l ''  ; 

• y' ‘ 

v-;.v  .:.v.  >L::v  U ■ ; • ■ :■  v'  : ’ ■ 

- f v";  y : ■ • 

■ * jr.  ' ir'  - ^ {in  • 

. • » • ‘ •-%*  - • - • • ‘ . A K :.j  / 

•.  •••  >ri V • • .r  ' 

••  t. •:  f y- . • 

' - .'■■  * ' • -.  '•  •'''  ' '*  ■ v" ' y i ’ : " "Y 
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; ■ DES  FONCTIONS  ELLII^IQUES . , ' 4.2.*;  ■ 

• etpar  suite,  crt  rdranehant  mombfc  à membre,  . • ' •;  '!  ■ ' v 

■ ' ‘ ; I • ‘ ;k' ri-’  "•  * ' - ■"  ■•"r/-  •’ 

Or  en' faisant  ^ J - ' : : ' ‘ V- 


• eette  dernière  intégrale'/deviendra  I / •-'■■■  -■;:  • ''  ■ ■-•  . < 

_ . ,■  -■  X \/{ , 

• c«  qui  donne  le  résultat  annoncé.  ‘ i-.-  • ■ ' 

Mais  Cc.quç  nous^venons  de  d'ire,  raisse  subslstér.unc  la’T,  »•  j ’i 
. cime  importaétew  nous  sommes  ça  effet  à l’un  de  ees'poiius  ’ \ - 

(le  la' tlicorie  lies  fonctroris  ’elliptiques'  qiii  appellent  de  nou?  ^ 

. veltes  recherches  pdur  être  aussi  complélçirt'ent  traités  qu’otî-V 
' peut  le  désirer.  En  passant  de  l’équation  différentielle  ;■ 

; 'n-  0 ^"*  *«*).  - 

fl  la  relation  . • .'y.  '•  . ' • 

. . r“.  ..  dû  ' ‘ . cv  ■ 

■ ' ■ ■••■-‘•  X v^( ' — «’)(! • . .. 

onr  laisseabsolitmentarbitrairé  la  loi  de  süccessiondes  valeurs;. 

■ de  la  variable  « dans  rintégrale,  de  sOriç  que  les  relations  r - . . 
'precedentes  ‘ , • • • . 


..«K'  = 


* . ' ~dti 


■ n’auront  un  sens  entièrement  ^détenninc  qu’en  dérmissant.lc  '■  ' 

' cheinin  ( *■)  décrit  par  la  quantité  u =±  sln  âni  ( ^),  lorsque  x va- 

'‘.-f  . ' . ' 

_.T  T ^ ^ ^ I • . ' ' '<  •_  ' 

{*)'Wot«  supposons  que  les  nulloji»  fôiHlajnonlaîCîi  ducs  h M.  Cauchy  snr ta  • . . 

* rcpro»ontalîon  ^çQinctfiquo  des  etVnr  les  îni«'[îrali‘s  prises  lè 

d’une  courbe,  sont  connues  du  lecteur.*  ' ~ ^ 
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V'  r ^ V =V  l ie  rfé,  zéro  à K, ‘puis  de  K à cofnmëJ’afguniopi’A'  . 

varier  entre  ces  liniilè^sûivanvùne  furrniiè  <j[Clpis,'i]-.folij 


-v.  •résulicn\,, donnent  tous  au^pvtnt  'do.vùe  dje-  Viniégraifon -jMij 

' r-  •’3.PP®rt  à-K  ic’mème  résultat.  C’jÈst  SCTdénifrntrdàiis'Je  cap'oii- 
stij^oste,  K,  K',  et  par,^ite.7r,  des- qna^iiés' récites,  ef 


* J.  •-  *•••  » ' • . V ; .♦  .-r  . 


‘ d^üne\taanléfré'contiBue,-‘,(]tij5  rôn’peuti  ■ 

' ■ •,  ■e'-  ■ 7->- ' 

• J,  . ^ 'r*'  *•  î •'*  - f . ■ , • • ^ ' • 

. .*•  * • V'  V.,irancr  la  qiKîstion..qrte  11005 avons \>c(sée,-  '•;; "•  : ■ 

’^Etd'abordop -voit  que,n  =;;  sHrarin'f  r£t  est réelparlell^vè- 
- , • loppeméni  ; •. 

v.v  sinamf^*^  = ?. y'q siri  < — 7,^pk\n sin  5 / ^v. . ■ 

V ■*■  7 . 7 — 2^eos?./+\>.  g’'ço^i  — ,f.  . 

. . ■ / v' ■ Tjl’ailleiirs.eiUre  Tes  liriiités zéro.et  K Ja-.dér4véé  . V-  . 1.  * 

> •;•"•  , ••  • V •'  ■'  /v. •■*  ''.  '^'ï  ■’ 

, ■ ■.  7/ . Ï1  J. a:)  ‘ J '■■  ■■ 

‘ V ~ - V 

, " ■ ‘ ■■  ' . ; ilolU  la.  valeur  initiale  est  runil^^ra  toujours -pqsiljNfe.  Elk* 
t • ••  • /.lifté  peut  effectivement  s|aiinu}er  qm’en.fiaisa'nl*^^;  .-v  ■ \ . . 

w*':  . , IIi('a:')=o;  '''é- 

[•■  ■ ■ ■ é^ixy=:o,‘ ■ ' ■ 

f ~ /• . ’ «ç’esl-à-dirp  { iiojiêa  p.  384  . . . . . ‘ ; ‘ v *" 

’ 7''',  ' .■  , J ■' 

• . ■ -/  ‘ ,.r  = (am  + i)K<-H2ot'iK-',  ‘ î 

V I ( 9 (n>  4.'  i .. ^ 


j y ’ . 1 et  aucune  de  ces  racines  n’est  .comprfee'dans  l’intervalle  cob-., 

‘ ■ sidéré,  la  valeur  x^=  K se  trouvant' précisépnenl  fa  limite  supé-  • 

7/ .*/  . riçuréde  cet  teierYaltc.  Nous  coiiclucOns  de  là  que  f croissatu 


<•  V -?•  ' 


^ )?VlItfirriAAl«£  «.'■«  UIkV«4MW:>u  ' * ^ "A  ’ 


*.  ■ , pi\  |H)ucrsLéçflre  . . ->  ^ 

, . . . Sin  àm  (i  . ■ 

• - • •.•  - \ I',*.  ■ 

. ; \e;i«^vimrodu1S3ai  foîrettorts-  ' .'^r.  - . •/'•>  ' 

'•■-  ■■.  . ' :•  • ■••;: >••;■■  v>^\Vt-r: 

• ^ ^ ! ■■■  : :■  ■■  ^ ■ ■ ’•  -i. 

: • \ ■-:■  ^ ■":0.;  V • > ;y; 

*.:  t . •:••.  . : 

..  '"  ' ' •sinam  (-K  2ijLü\  —',!];  ' A -’>•  ’i  : -^.  .-•l  1 

' ‘V’/  ■ y ^ 

V •'  •'  . - .•-4-  ' — ^g» <*-««;»* rf-? gj ,\  ;■  (. 

V* /'  f + 2^uCas  2T -;f- 2,^J  .,  ^ /■'  .•■  ■ • 

• ■ '.  :-.  ■•  - . --'^  •'/■ .;  ■'•^v;'  . ■■:y-:\.‘,  r}:yZ,y:y^ 

ce  qui,  est  ^cofd  onô.quffttiité-rëéTlê  ( *).  Qn-  conclura  comni^  ^ ■ :’. 
' .'î  ^ ^ Kfeeore .qyé  la  dérivée  par.'Capport  à t,  qui  est  nüHe.aux  ■ . 

■’;!• •■'•  S'' 

’ ..’  ' ',..  Q »e.  rappçUe  que,  ?.:=  » - ■,  Vv^  ’■_'•,.  • ' ..  ;.'f 


• * * • 


*.*  !.r  ■ V . ♦. 
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.NOTE  SUR -LA'  t'riéOBIE 


deux  jjtnilés  r = o;-  ^ i né  peut  .s’évanouir  dans  leur  inter'» 

^Vallev  de  sorte  que  c’esi.cncore  <ians  le  sens  ordinaire  -d’un*, 
intégration  reciilignfi  que  Ton  a réqwàtlqn  :.  V , • . ’ 


/ 


■‘d’du  yous  avons  tiré  .w  j ‘v  , ’ - • ; 

' .'-  YJ'iz'Ç  ^ ^ ‘ _ ■ • ' • * ’ 

’•  .: '.V-' y '! 

, ‘ '■  . • < T,  ’ ' , • ■'■  - . • . 

A-va’nt  do  quitter  Ce  sujet  cl  afhi  d'en  montrer  la  difTiculté 
lorsque  K^JK'  et  fr>sohi  rmagindirés,  j^e .rêlnàfquera*  que  fa  stlp-  • 
position  qui' yieni'lérplus  nalurelle.nienl'à  J’espHi;  qu’on  peut 
^ faire  l^ricr  ,a:pat  exemple  de  o à K', 'suivant  une  Joi  tolfe  qUe  u 
'soit  cop&tamnrtént  réel,  rte  laurüfi  être  admise.  Autrement  dit, 

U est  impoæJble.en  gcnièral  què'dans  l'eipression  ■ 

'?■  ‘ * ni^  \ . ' 

‘ J’integralc  soit  toujours  rectiligne,' eoiiKtie  nousj’avons  trouvé  . 

■ toUtàJ'heure.  .r-  ' *•  . i.  - ‘ ' . • 

' ;Eff€ctlireniem,'^ieniV--''  .\  •*  •.  " . ••  . ' ■ 

: ' '•  ’•>/',  'V'’ 

• • '■"■■■(  'S>  cK  + ûf/K’,  ^ ' .»• 

y /Tt: • 

.6,  b, -.(y,  f/,' étant  dos-nOinbres  entiers  qui  vérifient  ces  e_on-  ‘ 
dillôhs  ■ . '• 

V..  V ' .■'  ■ oÿ — :/«'3='f,  ■ • 


•IX'. /.mode,  . ‘ 


' • ' l-  . • • • /.iiiwi;  -.1  . ! ..  . . 

'■  ■ ■■■'■,  :•  X'/'/f/si-J  ' . ; • .. 

t \ ^ V*  . v*'  . . ■ * ' ' *’»  , 

. nrtcortt  •.  ^ •’**-  ' * . 


En  posant 
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4^5 


on  aura 


sinam 


[-•) 


sin X 2 ÿ'^sin  3x  -t-  ay'  ^’^sin  5a-. . . 

I — ï^cosaa:  4-  ?.;^‘cos4a:^*—  2^c,os6a:  + . . . ’ 

ce  qui  est  la  même  expression  analytique  (*),  au  signe  près  en 
3t  et  Df',  que 

_ / 7.Kx,\ I 7.  J^^sinx  — 2y9''sin3ar-42  J i7“sin5a: . . . 

sinam  ^ ■ j i — 2çcos2x-f-7.ÿ'cos4x — 2^'’cos3x4-7 . . 

en  K et  K'.  On  en  conclura  que  DC  seça  donné  comme  K par 

l’intégrale  f .-  -•  Or,  en  supposant  6 diffé- 

Jo 

rent  de  o,  la  valeur  imaginaire 

DC  = nK  “4“  5/ K’, 

ne  pourra  évidemment  résulter  que  d’une  intégrale  curviligne. 
Mais  voici  un  résultat  important  et  qui  subsiste  quel  que  soit 
le  mode  d’intégration  : c’est  que  les  quantités  K et  K'  vérifient 
la  même  équation  linéaire  du  second  ordre 

— — 3/r’)^.  — /fz  = o. 


d/,- 


dont  l’intégrale  avec  deux  constantes  arbitraires  G et  G'  est  par 
suite 

a=GK-(-G'K'.  ■ , ^ 

(*)  Les  relations  analogues  relativement  à cos  am  (x)  et  A am(x)  sont 

' /T  a'/%osx4-a\/  ^»co83x-4-a\/^“cos5x-é..., 

cosam^  T J~^  V *'i— a^cos2x-i-al^cos4x— a^*cosGx-(-... 

(a  DC  x\  ~ 1-1-  a 3cosaa^  -i-  a cos4x  -t-  a9*cos6x  -i- 

) =r.  (-l)2y/p 1 

^ / I — a'^cosax -1- a^cos4 Jf  — a!^*cos6x-f- . .. 

on  on  déduit,  en  sopposantx=  o,  ce  qui  concerne^  ct^*'  lorsqu'on  y chan|^ 
K et  K'  en  DC  et  DC'.  - * 

6*ed.  il.  : 
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4a6  N«rrE  sur  la  théorie 

Celle  équalion  conduK  au  développement  de  K el  K'  sous  celte 
forme  : soient 

I»  = • + Q (^)  ■ • 

Cl  k.  la  sommé  des  n premiers  termes  de  celle  suite,  on  aura 
K=-k.  • . . . 

k'  = ,0g  (t  - - j2^  (k  - h.)  - 525.lk.-k.)  - . . . . 

On  en  déduit  aussi  celte  propriété  remarquable,  à laqueHc 
nous  parviendrons  plus  loin  par  une  autre  voie 


KJ'  JK'  = - 
2 


en'faisani 


R. 

1,^11^ du  , It^ii^du  • 


Addition  des  arguments.  Théorème  d’Abel. 

C’est  Euler  qui  a donné  le  premier  les  formules  pour  ex- 
primer sin  am(rt-4-,A),  cos  am(a-{-b),  Aa!n(«  + />),  au  moyen 
des  fonctions  semblables  relatives  aux  arguments  a el  b,  et 
ceüe  importante  découverte  a été  le  point  de  départ  el  la  base 
des  travaux  qui  ont  fondé  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
de  même  à peu  près  qu’en  trigonométrie  élémentaire  on  est 
parvenu  aux  propriétés  analytiques  du  sinus  el  du  cosinus  en 
parlant  des  relations  qui  donnent  le  sinus  el  le  cosinus  de  la 
somme  de  deux  arcs,  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  de  ces 
arcs.  L’illustre  analyste,  par  une  çorle  de  divination  restée  célè- 
bre dans  riiislüiré  de  la  science,  obtint  sous  forme  algébrique 
l’intégrale  générale-de  l’équation 


0) 


du 


du' 


v'O  — n’  ] ( ‘ — /i  ’ «’)  v^(*  — «'’)('  — 
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' DES  FONCTIONS  ÊCLIPTIQIIES. 

Or  ce  résultat  revieiU  exactement  à' l’expression  du  sinus 
d’amplitude  de  la  somme  de  deux  arguments,  comme  nous 
allons  1^  montrer.  Effectivement,  en  désignant  par  G la  con- 
stante Arbitraire,  l’intégrale  est 


— m’’ ) ( r — fr’w't) \/( I — m’)(i  — 

I — A-’m’m'*  ' 


(2)  C = 

Mais  si  Fon  fait 


■ u=^inam«,  • • . 

•M'  = sinama',  • .y  ,i 

l'équation  (i),  réduite  à la  forme  - ■'  “ 


da  da'—  o,‘  . 


donne  immédiatement 


a-\-a'=  c. 


Voici  donc,  sous  deux  formes  différentes,  Pintégrale  d'une 
même  équation  différentielle,  et  on  devra  passer  de  l’une  à 
l’autre'en  établissant  la  relation  qui  lie  les  deux  constantes 
arbitraires.  Je  remarque  à cet  effet  que  c est  évidemment  la 
valeur  de  a pour  a'=;o,'et  si  l’on  fait  semblablement  a' c=  o 
et  par  suite  u’  = o dans  l’équation  (a),  elle  donne  c = « = 
sinama.  La  relation  entre  les  eonstîintes  est  donc 

* • 

C =sin  amc.  ' , ‘ . 

Ainsi  la  valeur  de  G en  u et  «'  donne  précisément  la  détermi- 
nation de  sin  am  (a  a')  en  fonction  algébrique  de  sia  am« 
et  sinama'.  Lagéométrie  fournitaussi  plusieurs  méthodes  ex- 
trêmement intéressantes  pour  parvenir  àce  môme  résultat;  ne 
pouvant  ici  les  indiquer,  nous  nous  bornons  à donner  sous  sa 
forme  analytique  si  remarquable  le  théorème  découvert  par 
Abel  pour  l’addition  d’un  nombre  quefeonque  d’arguments. . 

1.  — Théorème  d' Abel. 

Les  expressions  de  sin  amar,  cosamx,  iama-  par  o(.r), 
etc.,  fournissent  les  relations  suivantes^qui’établisseni 

•x«. 


. i 


%- 
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4a8  \oTF.  SCR  i.A  TnÉoRie 

la  double  périodicité  de  ces  fonctions,  savoir  : ■ 

J I sinani(ar -H  aK)  =— sinama:, 

I sinam(a;-|- 2iK]  =-t-sinam,r;  ^ 

JJ  I cosam(:c-t- aK)  = — cosatna:, 

I cosam  (a: -i- a J K')  = — cosamar;-'’ 

!Aam  (ar aK)  = -t- Aama:, 

dam  (a: -t- aïK')  = — Aamar.  _ ^ 

\ 

• 

Or  on  remarque  que  les  trois  fonctions  se  reproduisent  dans 
le  second  membre  au  signe  près,  de  sorte  que  les  diverses 
combinaisons  deux  à deux  de  ces  signes,  pour  l’une  et  l’autre 
période,  forment  pour  chacune  d’elles  un  caractère  spécial  et 
qui  lie  entre  elles,  d’une  certaine  manière,  toutes  les/onctions 
plus  générales,  composées  de  sinama:,  cosama:,  Aama:,  qui 
à l’égard  des  périodes  satisferont  aux  mômes  relations.  Ainsi, 
en  désignant  par  F (a:)  et/(a?  ) deux  polynômes  entiers  en’x 
respectivement  des  degrés  n et  n — i,  et  faisant  . 

• i * 

J \ , V ’ f/sinamx  / 

=sinamxF  (sin“ara:p)  H x 

I \ TM  . V cosam  a:  , , 

• ç,(ar)  =cosama-F(cos*amar)H ^ /(sin’amar). 


. y,(a:)i=  Aaraa:F(A’amx) 

on  aura,  comme  précédemment, 

1. 


rfAama:-, . 
-^/(^•ama:). 


■f 


II. 

III. 


<p,(a:4-2K]  =—<f,(x), 
<p,(x  2 /R')  = -t-<p,(a:)  ; 

^(ar+aK)  =— y,(ar). 
If,  (ar  -4-  2jK)  = — 7,{a:); 
y,(a;+2R)  =-4-Ÿi(a;), 
(pj(ar  + 2tk')=  — y,(x^. 


Ce  sont  CCS  diverses  expressions  qui  figurent  dans  le  tbéo-, 
rème  que  nous  allons  établir,  ou  plutôt  encore  la  suivante 
qui  possède  le  caractère  résultant  de  la  quatrième  combinai- 


rfff-'’ 
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^ son  possible  des  deux  signes  dans  le  second  membre,  savoir  ; 
!p(j?-4-aK)  =-4-ç(,r),  " 

*■  - ' .. 

En  désignant  par  F(jt)  et  F,(x)  des  polynômes  respective- 
ment de  degré  n ei  n — 2,  (f{x)  sera  représenté  de  cette  ma- 
nière, savoir  ; 

. ■ . T(-»^)  = F(^’)-|-^2F,(2’), 

Z désignant  indifféremment  sinama;,  cosamx,  ou  aam^r. 
Mais,  soit  pour  fixer  les  idées,  z = sinam\r,  et  afin  de  mettre 
en  évidence  dans  ç(ar)  le  numérateur  et  le  dénominateur, 

I ÏUx) 


employons  l’expression 


qui  conduira  évidein- 


v//r  ®,(^) 

ment  au  dénominateur  0 "(x),  de  sorte  qu’on  pourra  écrire 


Ç(X)  = 


Cela  posé,  ayant 

e’'‘(  X + 2 K ) = 0 '*(  X ), 


0'"(x  -f-  2|K')  = 0"'(x)c 


la  relation 


•^(x)  = y(x)a’"(x) 


donne  immédiatement,  en  ayant  égard  à ce  que  ^{x)  admet  les 
périodes  2 K,  21  K',  ces  deux  conditions 


4>(x-f-2K)  =*(x). 


(-) 


( 

U—  (-1-4-  >K') 

X -H  21  K')  = <l'(x)e  *'■ 


Or  on  peut  satisfaire  à ces  relations,  et  de  la  manière  la  pins 
générale,  en  n’employant,  bien  entendu,  que  des  expressions 
entières,  si  l’on  fait,  en  désignant  par  A un  facteur  constant, 

i|>(x)  = AII(x  — a,)  Il(x  a,).  . .U(x  — Xi„). 
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Erfeotivemeni,  on  vériticra,  à l’aide  dçs  équations  '• 

H(x  — a-^2K)  = — H(æ-  — a), 

. H(jf^a  + 3.»K')=  — H(x  — a)e  ^ 

r ■ , * , 

qu’il  suffit  pour  cela  de  poser  la  cçndilioh 

+ aj . . .+  «j„  = O. 

Les  quantités  a,, . . aj„_,  restent  donc  arbitraires,  ainsi 
fque  le  facteur  constant  A,  et  il  est  aisé  d’établir  que  la  fonc- 
tion entière,  la  plus  générale  qui  satisfait  aux  relations  (i),  ne 
contient  pareillement  que,2.n  constantes  arbitraires. 

Soit  en  effet  ^ - 


e , 


ou  plutôt 


la  seconde  des  relations  (i)  donnera  là  condition 


^^<n-P-3n  t 

ce  qui  ne  laisse  subsister  dans  l’expression  de  4'(a:)  que  les 
an  c-onstantes  n,,  a, , . . . , . 

Nous  pouvons  ainsi  poser 


(>)  . ■ ?(^): 


AH(a:  — a,)H(jr — *,  — «,„) 

^ e’"(.r) 


et  cette  équation  remarquable  aura  également  lieu  en  prenant 
poqr  f(x)  la  fonction  déduite  de 


en  faisant  Z = cosamx  et  a = Aamx. 

‘w  Maintenant,  une  analyse  toute  semblable  donnera,  à l’égard 
des  trois  fonctions  <fi(x),  f,(x),  ys(x),  les  théorèmes  suivants 
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43i 


I 

fÀ^) 


LJ  dépignenl 

des  constantes. 

savoir  : - 

A|U  (x’  — 

- *1  ) H ( X — a-,). 

. .Il(x  — 

0^»+'(x) 

A,Hi(x- 

- *,)n,{x  — X,) 

• . 1I|  ( -ï’  Ctia+i  ) 

0!«+i(x) 

j\  3 © 1 ( Æ 

-a,  )Hi(x  -.-a,). 

. .e,(x  ) 

- ■ 

«’“+'tx) 

_el  l’on  aura  encore  entre  les  quantités  a la  relation 

' *1 *1 -f- . . . -f^aja+i  = O. 

C’est  dans  la  conséquence  que  iioüs  allons  en  déduire  que 
consiste,  à proprement  parler,  le  théorème  d’Abel. 

Nous  partirons  à cet  effet  des  équations  relatives  à i)i(x).et 
y,(x)où  figure  la  fonction  H(x)  qui  s’annule  avec  x et  met 
ainsi  en  évidence  les  racines  des  équations^  ^(x)  ='o,  <p,  (x)  ==  o. 
En  particulier,  considérons  la  fonction  <p(x),'où  trois  cas  diffé- 
rents se  présentent  et  correspondent  à 

a = sinamx, 
z = cosamx, 

" j=rtamx. 

Les  polynômes  F et  F,  introduisant  a/t  constantes,  on  pourra, 
aydnt  pris  égal  à l’unité  le  coefficient  de  a“,  déterminer  tes 
an  — I autres  coefficients  par  les  équations  du  pfemier  degré 

f(<*i)  = o,  (j>(a,)  = 0,.  . <p(a,„_,)=0. 

Cela  (ait,  la  relation  ( r)  nous  montre  qu’on  aura  encore  ij (x)ï=o 
pour'x  = a,„,  c’est-à-dire  d’après  la  condition  posée  entre  les 
quantités  a • ■ 

X = — ( a,  -1- • • • 4- ).  ' ■ 

Or  le  produit  - . \ ' 

donne  dans  les  trois  cas  que. nous  aVoni  à considérer  un  po- 
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lynôme  entier  de  degré  4«  et  ne  renfermant  que  des  pOls- 
sances  paires  de  2,  car  on  a successivement  pour 


(S) 


dz\’ 


Z 2=  sinam 


z = cosamx  \^—j=(j—z^){h^-^-h^z'),' 

m f (IZ  \ ^ ' 

z=2AamÆ-  • j 

Dans  le’ premier,  ce ‘ polynôme,  décomposé  ea  facteurs,  sera 
donc 

. '(s'  — sin’ama,)(z’  — sin^ama,). . (z’  — sin’ama,„_,) 

. t • . ' 

X — sin’am(!ït  + 2t  + . . 
dans  lé  second 

(z’  — cqs’ama,)(z» — cos’ama,}. . .(z*— cos’amà.;,_,) 

X [-2^  •—  COS*am  ( a, -f-  O, . ^-f-  «an— I )],  J ' 

s 

et  enfin  dans  le  troisième  . ‘ 

(2’ — -l'ama,  )(z’ — ,4’ama,). . ~ ^’ama,„_,)  • 

X[2^ — A*am( a, -f- a, -H  . , . a,„_i  )], 

Les  identités  que  nous  venons  ainsi  d’étabiir  donnent  un 
résultat  important  lorsqu’on  y fait.z  = o.  Si  l’on  désigne  en 
effet,  suivant  les  trois  cas,  par  L,  M,  N,  le  terme  qui  ne  con- 
tient pas'z  dans  le  polynôme  F(z’),  on  obtiendra  les  relations 


sin  am  (ai  -+-  â,  — f— ...  -f-  a,ni  - 
COSam(a,-)-a,  4-,  . ..4-  aj„_i)  = 
Aam(a,  -f-  a,  -t-  . . . -J-  a3„_,)- 


smama,  sinama,. . ,sinama,„_, 

. ±M  . 

cosama,  cosama,. . .cosama,„_, 
±N  > 

Aama,  Aama,. . .aarna»., 


Des  conclusions  toutes  pareilles  seront  données  parla  fonc- 
tion ■ , y • 

* - . 

■ j>i(-T)=:sinanvxF(sinMmj-)  4-  ^^^^■^^/(sin’amjr). 
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OÙ  F et  / introduisent  an  + i eonstanles  arbitraires. -En  pre- 
nant encore  égal  à l’unité  le  coofücienlde  la  puissance  la  plus 
élevée  dai)s  F(2’)  et  déterminant  les  autres  coefficients  par  les 
•conditions 

'■  ■ (j/,(a,);=o,  (f,{a.)  = o,.  .-f,  Ÿ,(a,„)  = o, 

on  aura  , 

sin*ama:F’{  sj(i’am.r) — 

=(sin’amar— sin’ama.)  (sin’amar— sin’ama,)...(sin’am.r— sin’ama^^ 
X (sin’ama:— ‘sin'am[«,-i-a»-h.  1. 

• Ce  second  théofème  donnerai^  la  valeur  de 
sin’am  ( *i -(- aj 4- at,„), 

où  fignre  un  nombre  pair  d’argnments,  mais  le  premier  a 
l’avantage  de  conduire  en  même  temps  à l’expression  do 

^ sinam  ( H- «a -+•  . .~t-aaH_i),  ^ 

''  COSam(  j£|  -I-  aa -4“  . . + «aja— I )> 

Aam  ( a,  -t-  aa  H-  . . aj„_i  ), 

où  il  importe  peu  que  le  nombre  des  arguments  soit  impair, 
car  rien  n’empêche  d’en  supposer  un  égal  à zéro.  Une  dernièro 
conséquenceà  cet  égard  nous  reste  encore  à établir.  ObservoriS 
que  les  équations 

(p(a,)  = o,  ip{aa)=:  O,  , ÿ(  aa„_,  ) = O , 

OU,  pour  abréger,  ' . 

(j<(a()  — O,  . ' • 

déterminent  pour  les  coefficients  de  F et  F,  des  fonctions  ra- 
tionnelles, dans  le  premier  cas,  pour  s.  =?  sin  ama;,  de 

rfsinama, 

smama/  et  >— — = cosam o.aama;; 

« a,  • . . 

dans  le  second,  pour  S = cosam  a;,  de  • . - 

d cosam  St;  . ■ ■ ' 

icosama,  et  — t = — sinama,  ^ama,-; 

rf  a,  ' 


rfsinanljr\’ 

IB  ‘]J  ^ 


sin’ama;) 
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dans  lé  troisième  enlin,  pour  a = aama,,  de  , 

</Aama,' 


aama,  et 


doLi 


■ k'  sin  am  a,  cos  am  a,. 


Telle  sera  donc  la  forme  des  quantités  que  nous  avons  tout  à , 
l’heure  désignées  pat  L,  M,  et  jwr  suite  des  valeurs  elles-  ‘ 
mêmes  de  - , . ' 

' ' ■■  Z \ ' >■:  ' , 

sin  am  (a, a,  + + a„_i), 

. ‘ ' cosam  (a,-t- a, .-t-a„_,),  ' ~ t -h'  6-.- ■’ 

A am  (a, -t- a,H- . aj^i  ). 

Quant  au  double  signe,  il  suffira  pour-le  déletrniner  d’uii 
éas  particulier;  nous  allons  en  donner  un  exemple.  ... 

y • ' 

lli — Formules  pour,  l’addition  de  deux  arguments. 

Nous  appliquerons  les  théorèmes  précédents  au  cas  de  trois 
arguments  a,,' a,  elVj,  en  supposant  le  dernier  égal  à zéro,  et  - 
nous  prendrons  ' , 

■ ' '■  dz'  ' 

f{xY=(z‘+az’+l>)-i:'cz-^-  _ • .. 

" ■ . ' ■ « » . ' t'  •• 

On  remarquera  alors  que,  dans  le  cas  de -a  = sinamx,  l’é- 
quation fondamentale  a celle  forme  . ■ * 

c’a’  ~ sin’ama,)/2’—  sin’ama,) 

• • , ’ ‘Sin’am{a, +«j), 

de  sorte  qu’on  doit  déjà  poser  b±=o.  Si  l’on  supprime  dans 
les  deux  meinbres  le  facteur  a»,  et  qu’on  fasse  ensuite -a  = o 
on  obtiendra*  ' * ’ ’■  • 

' * ± c 

sin  am  (a, -l- a,  ) = -: ; 

• ' ' sin  ama,  sinama,  , 

, . , / 

- Cela  posé,  les  équations  f (a,)  = O,  y{a,)  = o deviennent  ^ • 

sin’ama,+ asinama,-t-.ccosama,  Aamai==o, 

\ sjlt’ania, +•  «sinama,-H  ccosama,  Aama,=  O, 


'(a 


d'où 
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sin'amg,  — »in*am  u. 
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^siii  ama,  sin  am  a*  aioamac,  eosam»,  A am  a,  — sin  am  a, cos  ama,  Aamsc,  * 

valeur  qui  sé  réduit  à sin  ama,  pour  aj=  o,  de  sorte  qu’on  doit 
prendre  dans  la  formule  le  signe  supérfeur.  11  vient  ainsi,  en 
multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  . 

' ^ " '■s  ' . *. 

sgi  ama,  cosam  a,  ,aama,  + sinam  a,  cos  ama,  a ama,, 

et  supprimant  haut  et  bas  le  facteur  sin’ ama,  — sin’amai, 

^ * * * , \ 
sinam  a,  cosaroa,  A am  a.-hsin  am  a.cosam  flt,  Aam  «a 

8in  ara  -h  af, ; = 

^ I — •«■»in*ama,  sin’am  a, 

Dans  lés  autres  cas  où  z = cosamÆ  et  z = Aamar,  l’équation 

f 

z'  + flz’  + b + cz  -r-  = 0 1 ' 

Q3C  ^ 

admet  la  racine  z=ii  qui  répond  au  troisième  argument  sup^ 
posé  nul.  On  doit  donc  faire  ‘ 

z‘+ rtz’-l- 6 ={z>— i)(3’tH/w),  . 

ce  qui  conduit,  pour  Z = cos  ama:,  aux  équations 

cos  am  a,  Aama, 

„ cos’ama.  H- /w  + c , ^=0. 

, Sin  ama,  ■ ' 


, • < cos  ama,  Aama, 

cos’  ama,  wi  -h  c — . ■ — - = o. 


sin  am  a. 


et  a la  valeur 


cosam  (a,  -I-  «,)  : 


: m 


cosama,  cosam  ai 


de  même  pour  z = A am  x,  on  a les  relations  toutes  sembla- 
bles , 

•"  cosama,AÆma, 

A’ama,-h  m -H  c — ‘ — o, 

sin  am  a, 

. cosama,  Aama, 

.1  A’ama, +■  m -t- c = o. 


Aamfa,  + a,): 


sin  ama, 
± m 


'Aama,  Aama, 

Un  calcul  entièrement  analogue  à celui  qui  concerne  le  sinus 
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donne  les  formules  suiyanles  ; ' 

> . cosama,  cosama,--sin am Ainamœ.  A am  a.  A ama,  > 

cosam  («,-(- a,)  = ! *77-7 ■, — . , ■ !) 

I — A’sin’ am  y.,  sin*  am  a, 

. . . A ama.  A am  — * A’sinam  flt,  »inarna,coA>am  flc.cosam  a. 

A am  (a,  -f-  a,)  = -r — ^ — î- 

^ 1 — A’^m'ama^  8tn*ara  a, 

^ s I ^ » 

Les  trois  formules  que  nous  venons,  de  déduire  du  théo- 
rème d’Abel  sont  nommées  à juste  titre  fondamentales,  car 
elles  suffisent  pourdéfinir  complètement  les  fonctions  slnarax,^ 
cosama:,  Aamx.  On  peut  voir  dans  les  premiers  Mémoires 
d’Abel,  et  postérieurement  dans  les  travaux  de  Gudermann, 
l’un  des  meilleurs  auteurs  qui  aient  écrit  sur  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  comment  elles  donnent  la, double  pério- 
dicité, puis  les  expressions  de  sinam(/iar),  cos  am  ( n;i:  ) , 
Aam  (nx),  où  n est  un  nombre  entier  quelcohque,  d'où  l’on 

J ” ■ ' 

déduit,  en  remplaçant  x par  - ) et  passant,  à la  limite  pour  n 

infini,  les  expressions  analytiques  sous  forme  de  quotients  des' 
séries  0 et  H.  Nous  y joindrons  les  suivantes,  qui  s’en  dédui- 
sent immédiatement,  savoir  : 


. 8inaTn«,co8amg,  Aamg^-^siDam«,cosani«,  Aainct, 

* 1 — A*ain*amajSin*ama,  * 


««)  = 


cosama^cosamK^H-ainaTng,  s^namy^  Aaroa,  Af»tn«^ 


t — A*6in*am  a,  sin’ani  a, 

Aamtt,  Aaniy,4’A*sinani«,sinama,co8arooe,co8  amy, 
1 — A'sin* am  a^sin am«. 


d’addition  et  de  soustraction  on  en  conclut 


asinama,  cosama,  Aania, 
sinam  (a,  a,)  f — /,=sin’ama,  sin’ama. 


cosam  (a.  — a,): 


-t-  aam(a,— a,)'= 


acosama,  cosam  a, 

I — /l’ sin’  ama,  sin’ama,’ 
aAamaiAamg, 

1 — /l’sin’ama,  sin’ama, 

2 sinama,  cosam  ai  Aama, 


. , T a Mil  aiii  a,  eus  ciiu  ai  aiiui  a, 

— sinam  (a,  — a,)= , , . — » 

, I— A-sin*ama,  sin’ama, 

, asinama,  sinama,Aama,  Aama, 


; cosam  (a,— a,)  — cosam(a,  a,)  = 
A am(a,-r-a/) — A am  (a, -t- a,)  az: 


i-r-/i’sin’ama,  sin’ama, 

2 A-’siii  ama,  sin  am  a,  cosama,  cosartia 
1 — '/l’sin’am  a,  sin’am  a, 
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Les  trois  dernières  équations,  en  faisant 

x,='x,  a,  — aj=a,  . . > 

conduisent  à déterminer  toutes  les  valeurs  de  x,  qui  donnent 


- - ' sin  amar  — sinama,  - . 

’ ' . cosamar  = cosama, 

' ‘Aama;  = Aama.  ' 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  on  reconnaît  que  .toutes  les  so- 
lutions sont  données  par  celles  des  équations 


. 

iP  — a ^ 

sinam 

— 0 ou  CO  , 

■r 

. 2 

a;  4-  fl 

cos  am 

= o. 

- 2 

X -h  a 

Aam 

= 0. 

2 


On  en  conclut  immédiatement,  d’après  les  formules  données 
page  384  racines  des  équations  ^ 

0(a?)  = o,  H(a;)  = o,  0,(a’)  = o,  Hi(x)  = o, 

qu’on  a 

i x = a-^  ^niK  + o.m'iK', 

I ar  = a-f-(4m-4-?)K-t-2m'j'K';  . , 

de  même  pour 

cosama;  = cosam  a . . • : 

on  obtiendrait 


a:  = ±a-t-(4"*-f‘  2)K  -+-(4''^*"1" 

ou  plus  simplement  ■ ■ _ 

ar  '=:=  i « 4- 2 w { K 4- I K.' ) -H  4 ^ 


et  pour 


V ■ 

, «iiam^  = Aama, 

a;  a 4- 2 m K -h  4 
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Dans  ces  formules  m et  m’  désignent  des  nombres, entiers 
quelconques,  positifs  ou  négatifs. 

Les  formules  pour  l’addition  de  deux  argupnents  donneraient 
lieu  à beaucoup  d’aptres  remarques;  je  me  bornerai  ici  aux 
résultats  relatifs  à la  duplication  et  aux  valeurs  que  prennent- 
les  trois  fonctions  lorsqu’on  supj)Ose  l’argument  égal  à une 
demi-période.  Les  premières  découlent  des  formules  fonda-  ' 
mentales,  qui  donnent  immédiatement 


sin  am  2«  = 


cosamaa  = ■ 


asinama cosama  Aama 
I — fr’sin’ama  ’ 

s 

I — asin’ama-i-  /r’sin'ama 
I — /f’sin‘am«> 


I — a/f’sin’ama-H  A^’siu'ama 

Aamaa  = 5 — : t 

1 — «"’simarno  , 

et  on  en  déduit  les  valeurs  suivantes,  qu’a  données  Gudermann  : 


K I 

sinam  — = ..  . 

2 sfm,' 


i . ' /K'  / 

, sinam  — = 

i \/A- 


cosam  — = 


Aam  — = JF; 
2 ' 


, { cosam  — = 


^1  -t- A- 


iK^  r~~rt 
hi 

2 


a(^±iK')  = q=iVAr'; 


1 \ cos  am 


nam  K±  — = 

\ 2 ) v A- 

«am(K±'-f)  = + /Y/^, 

Aam  ^Kdz^  j = V'i  — 


sinam 

/KdbiK-'\ 

(— ) 

/K±iK'\ 

cosam  i 

( ^ ) 

Aam  1 

ZK±/K'\ 
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III.  — De  la  multiplication  des  arguments. 
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Ce  point  important  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
est  si  intimement  lié  3 là  théorie  de  la  transformation,'  dont 
nous  ne  nous  occuperons  pas  ici,  que  nous  devons  nous  bomér 
.à  l’indication  d’un  petit  nombre  de  résultats. 

En  premier  lieu,  soit  n un  nofcibre  pair,  et  posons 

, ' • , ' » 

. ' • • • n’  - . 

• m = — , . , . . • 

2 - • 


on  aura 


sin  am  (nx)  =;  ncosamjc  A ani  :r 


alnam  J-e  Vsin*amx-t-. . — HG'Bin’"~''  ani  x 
H-Aain’ amx+.V  -t-H  8in’'"aiH  X 


( — i)a  cosam(«ar)  = 
» 

( — I )U  am(nar)  = 


J_  4 ^ A',  cos’am2?-i-'-  • -H  H',  cos”*afnj: 


•I  -H  A,  cos’amx  -h  Il,  cos”amÆ- 

1 -f-  A',  d'amx-f-.' . '■+■  ir,  A*"amA; 


I + A, A’anr^  U,â’"aina: 

Soit  en  second  lieu  n impair  et  faisons  ' 


m : 


on  aura 

K 

, , sinamar  + rt'sîn’amar  4- 4-/i'sin’”'*‘'amx’ 

sinam(»a:)=n 1 . ■ ^ — ; i . , r» 

I 4- aSHi’ama; -1-. . . -t- A sin*“am4f- 

, , • cosamar4-a',  cos^amar4- 4-A',  eos^+'am^ 

cosam(/ia:)  =« — — 1 — ^ 5 

• I 4- «icos’amx  4-. . . -r  Aicos-^aimr 

, , Aamo;  4- rt',  A^amar  4- . . .4- A', ama: 

Aam(/ix)=  n ^ ^ — ! 

I H- «îA’am  ^4^.-.  .4- rtiA“ama? 

Tous  les  coefQcients  dans  ces  diverses  formules  sont  des 
fonctions  rationnelles  et  entières  de  /r’,  et  Jacobi  a donné  pour 
leur  détermination  dans  le  cas  où  n est  impair,  le  théorème 
suivant. 

Soitslnamjf  = -^»  sinam(nar)  = ^ et  Ü = P et  t} 

V'A'  \/(  ' “ • •- 
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étant  des  polynômes  entiers  en  u ; si  l’on  fait 

t ' • 

,1 

■ « T — /»  -f"  T > ♦ 

k 

• ■ * . ' • 

ces  deux  polynômes  satisferont  à l’équation  linéaire  aux  diffé- 
rences partielles  que  voici  : 

• - 

+ («■_— l)(aM  — 

, t • 

. - • dz 

-H(i  — = 

, Sur  les  fonctions  de  seconde  et  de  troisième  espèce. 


On  y est  amené  par  la  considération  de  l’intégrale 

> * 

« I 

F(sina.ma?,  cosama:,  Mmx)dx, 


/' 


où  F désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  et  qui  va 
maintenant  nous  occupér. 

Soit,  comme  précédemment, 


U = sin  am  x, 
v==côsama;, 
w'—  Aam;r. 


On  reconnaîtra  d’abord  qu’elle  peut  être  réduite  à la  forme 

A -I- B e 4- Ctv -t- D viv  ) «far, 

où  A,  B,  G,  D sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  quantité  «. 
Il  en  résulte  que  la  première  partie 


^ A (ix 


demande  seule  un  examen  attentif,  car  à l’égard  des  deux  sui- 
vantes l’intégration  s’effectuera  par  les  règles  relatives  aux  ra- 
dicaux carrés  du  second  degré,  en  prenant  « pour  variable  in- 
dépendante, et  la  dernière  se  trouvera  même  ainsi  ramenée 
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' aux  fonctions  rationnelles.  C’est  donc  seulement  dans  üexpres- 
sion.  J*  \dx  que  l’on  peut  s.’attendre  à voir  résulter  de  l’inté- 
gration des  fonctions  nouvelles,  et  que  les  considérations 
suivantes’ vont  mettre  effectivement  en  évidence. 

Soii^  ' ' . • . , » . . ’ ' 

. ■ ■-  - 

• -V.  - • ■'  .r 

y et  i}!  désignant  des  polynômes  entiers;  en  multipliant  par 
.’H  — f/)  les  deux  termes  de  la  fraction  et  faisant 

— «pi H . 

'on  décomposérar  l’intégralo  proposée  dans  les  (feux  suivantes, 

J 4._{«>)  ’ J ^ - ■ 

dont  la  seconde  se  ramène  encore  aux  radicaux  du  Seéond  de- 
gré, puisqu’on  faisant  «’=<  elle  devient  ' . 


i P (0  ; /--A 

■ ? J ■'■■(O  v'(i— 

Il  y a donc  seulement  lieu  de  s’occuper  de  la  première,  ^u’on 
fera  'dépendre,  en  décomposant  en  fractions  simples 
de  termes  tels  que  • . ' 

Çu^dx,  f- — ■ ’ - 

■■  ; * J - J 

ou  bien  , ’ , ' . 

/u^“dti  r du  ' 

\/(i  — «M(i  — J ( t — a «’ )r  v'(  1 — ii‘) { I — 4' «’ ) 

et  ces  termes  sont  eux-mêmes  réductibles,  comme  on  va  voHr, 
aux  cas  les  plus  simples  de  n ;=  i , /;  = i .. 

I 6*  éd.  U.  - ^ ‘ r ' 2<)  ' 
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' Parlons  en  premier  lieu  de  la  relution.  . " 

diif" 


• ■ . , . .1  '■  • V 

qui  différenliée  donnera  ■ • ÿ • ■ 

— .1  ) M"~’ — m’(«  -i-  /*’)  «"'+  i) 

r/x’  • • • - 

En  imégranl  par  rapport  à x les  deux  membres  de  cette  équa-  '- 
tion,  on  trouvera  cette  formule  de  réduction  . 


■ du’" 
dx 


= m(m  — l'if  W^-’dx  ud(i +L’}f  w'dx 

m (»)  + I ) ldj“  U”-*--dx,  . ' , 


yr^  ^'4 


■qui  jnonlre  comment  de  proche  en  proche  on  ramènera  l’inté^ 
grale  proposée  ou  m = 3 n,  aux  seuls  cas  de  « = O,  n = I.' 

Le  premier  donne  un  terme  proportionnel  à la  variable,  et 
c’est.le  second  qui  conduit  à un  nouvel  élément  analj'tique,  ^ 
dans  la  théorie  dès- fonctions  elliptiques. 

En  introduisant  comme  facteur  constant  le  carré  du  module,  C/ 
nous  poserons . •-  • . ■ ‘ 

f /(‘sin’amx't/x,  • 

' - . Jo  . ' 

^ ■ \ • ' ■ ' ' ' 
ce  sera  ee  que  l’on  nomme  et  ce  que  nous  appellerons  dorer 

nâvanl  h Jonction  de  seconde  espèce.  ■ 

Parlons  en  second  lieu  de  la  relation-  ••  ' . . 


“ ,(i— 

- , ^ 3-1-2/.’ .3/’\  f^dx 


' '■  ■ . *' . ‘V 


*■  . •*  /. /1-4-A*  3A’\  r,  • ' 

. '+  ( 4 ) J 

‘ ' "-i-  .J*  r>.  dx  ;; 
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qu’on  trouvera  identique  par  la  diiTcrentiation.  Il  est  clair  que 
de  proche  en  proche,  elle  fait  dépendre  le  cas  le  plus  général 
des  trois  suivants  oii  l’on  suppose  p=-^î,  p = o,  p=i\  Le 
premier  nous-  ramène  à la  fonction  de  seconde  espèce,  le  se- 
cond donne  un  terme  proportionnel  à la  variable:  c’est  donc 
seulement  le  dernier  qui  met  encore  en  évidence  une  fonction 
nouvelle^  que  nous  étudierons  sous  la  forme  . , 


au  lieu  de 


En  faisant 


r'AU’dx 

J \ — 

, - r dx 

a=  A'*sin’amfl, 

A = i ^ Ar’sinama  rosama  Aam«, 

, ^ dn 


nous  poserons 


n (æ-,  â)=  I 

Jo 


**  Â^sin  ama  cosaroa  Aamosin^ani.g.tfj: 
■ I — /r*sin’aniasin*amx 


et  cette  expression  sera  désormais  pour  nous  la  fonction  de 
troisième  espèce.  ' ■ 

I.  — Expression  par  S{x)  des  fonctions  de  seconde  et  de 
troisième  espèce.  ’ • ; 

Nous  avons  précédemment  établi  la  relation  suivante  ' 

d sin  ainar 


sinamx(sin’amx  4-  A ) + B 


dx 


~ ..  . ’ 

où  les  coefficients  A et^B  s’expriment  par  a,  et  a,  en'  posaht 

' - ■ . , ■ . . . . n ffsinaniar 

sinama,(sm’ai1na,-l- A)-(-  B -, = o, 


sin  am  a,(sin’am  *-4-  A)- 


d a, 

,,  d sin  atjiaj 
B j !=  O, 

■ i’ 
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Soit  T ■ - - ’ ' • , 

* ^ » * ^ ' 

et  par  suite 
d’après  la  condition 


NOTF.  MB  LA  THEORIE 


«I  = — a,  = rt, 


a,  = o; 


. > •<  ' 

V , 4.  .•  A ! .L 

*>  •*  *^*'*,V^ 


*1  -47  *ï  4"  ®3  = O ' 


*.»  V. 


on  trouvera 


B = O,  A = — sin’  ara  a\ . 


t 

i . ' 


ev  par  oonséqueni 

, . , - . , (ar-t-rt)  H (a:  — «)ll(jr) 

sinama:(sin’am  JT — sin’amrt)  = L — 'e^{x) — ’ 

Déterniinani  C en  faisant  ar  ==  o,  il  viendra  enfin 

> ' • ' . 'i  '■  0’(o)H(a:-t-a)H(a;  — a) 

. s.n>amar-stn»am«=  AsH^)eUay  

• * » ^ 
Celle  relation  importante  prend,  si  l’on  change  a en  rt-(- 1 K', 

cette  nouvelle  forme  ^ . ' 

, ■ ' 0’(o)efa7-t-a)e(ir  — a).  . 

I — fr’ sinam asm’ aura:  = — — — — — ; 

0 (ar.)0’(a)  ' 


t:.-  • 

J ■> 

J ” ù laquelle  on  parviendrait  encore  d’une  autre  manière  en  ein- 
* ployant  l’identité  . > . . 

r-  it-*'  ' 1 !^=7:sinam{a:-4-a)sinam(.r  — a)  • 

( ^ sin’am X— sin’am a 


n 


I — /f’sin’ama  sin’amx 


îf'  ~ Elle  donne,  en  prenant  les  logarithmes  de  deux'membres, 

t.?  ' . . . ■ ' . . ■ ■ • 

v-,,  ■ .V  ' log{i— /r’sin’amasin’amT)=  log0’(o)-t-log0{^  + a) 

J ■ ’ -t-log0<Æ:  — a)  — 2lOg0(Tl 

. - • { • —a  loge  (a), 

>•  > et  de  lè  oiTtire  immédiatemenr,  en  diffçrentiant  par  rapport  à 
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X 


’k'  sin  am  « ros am  a a am  a sin* am  xdx 


, I- — /i'’sin’amrtsin’ama; 


= n{x,  a) 


S' la)  I , e(x  — a ) 

=*.5îïj 


&{x  + a)\ 


c’est  l’expression  analytique  découverte  par  Jacobi  de  la  fonc- 
tion de  troisième  espèce.  En  divisant  par  a et  supposant  en- 
suite a =o,  on  en  déduit  ■ 


£ 


/r’sin’am  xdx  = Z(x) 


= i;x- 


e'(-r) 

0 ( ar  ) 


où  l’on  a posé 


Q ç — 4g'+9g''~ 


ï = 8 


I — 2q-{-2q' — — '• 


jC’est  l’expression  donnée  également  par  Jacobi  de  ia  fonction 
de  seconde  espèce  et  qui  va  nous  conduire  aisément  à ses  pro- 
priétés fondamentales.  . . 

II. — De  la  fonction  Z [x). 

■ La  première  de  ces  propriétés  est  de  n’avoir  qu’une  seule  et 
unique  détermination  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de 
la  variable.  C’est  aussi  ce  qui  résulte  directement  de  la  consi- 


dération de  l’intégrale  y "fr*  sin’amzt/i.  En  effet,  pour  1’ 
quelconque  des  racines  de  l’équation 


une 


sin  am  z 


■O,' 


savoir 


s = amK -1- (2  m'H- i)7K',  -, 

le  résidu  correspondant  de  A’sin’am*,  c’esv-à-dire  le  coeffi- 
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^’sin’am  fa  w K -|-(2/n'-|- i)  J K'-l- «1  = ^ > ■ ■ 

s’évanouit,  car  sin'anu  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  t dans  son  développement.  L’intégration,  quel  que  soit  le 
chemin  décrit  par  la  variable  z,  ne  donnera  donc  qu’une  seule 
et  unique  détermination.  Nous  pouvons  ainsi  poser  sans  aucune 
ambiguïté,  en  adoptant  les  dénominations  de  M.  VVeierstrass, 


A’sin’ainjrrfx, 


/J 


= /, 


A'’sin’am  xdxl 


Ces  quantités  se  nomment  les  fonctions  complètes  de  se- 
conde espèce  et  sont  liées  à K et  K'  fonctions  complètes  de 
première  espèce  par  la  relation  que  nous  avons  déjà  men-' 
tionnée  : • 


KJ'— K'J=- 
2 

et  que  nous  allons  maintenant  démontrer. 

A cet  effet,  faisons  successivement 

" ' ■/  ; . 

y !.  ■ ' A:^K--f-iKV.  ■' 

dans  réquation  fondamentale  | '• 

■ • V'  . •. 

La  première  substitution  donnera  tout  d’abord 

J=ÇK,  - 


car  on  a 
s 


<S'(K)  = o.  •' 
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Pour  la  seconde,  nous  partirons  de  la  relation  donnée  p.  384: 

-il  (2* -H i K') 

e,(ar^-/K')  = H,(Æ^)B 
et  d’où  l’on  tire  ; , - 

, log0,(ar  + /K')  .=  logH,(x) — ^(aar-j-Hv'). 

En  différentiant  par  rapport  à x,  on  en  déduit 

e'i  (x  + /K)  Il'i(ar)  i-r 

0,  {a7  + /K')  2 Iv. 

N 

Maintenant  si  l’on  fait  x = o,  la  dérivée  de  la  fonction  paire 
s’évanouissant,  il  viendra  ' 

0',  (fK')_e'(K-f-tK')_  • 

0,{jK')~  0{K-|-iK')  TiT 

On  en  conclut  • 


Z(K  + iK')  = ç(K-hiK')  + 


ITT 

2 K 


et  par  conséquent 


Z(K  + iK0-Z(K)_.,^,,  7T 
i ■ ^2K’ 

ce  qui  donne  la  relation  annoncée  en  remplaçant  ç g* 

Ces  quantités  J et  J',  lorsqu’on  suppose  le  modulé  k réel  et 
moindre  que  l’unité,  s’expriment  par  les  intégrales  rectilignes  : . 

r ' Ii^x'dx 

I , . . 

J,  _ r*  k^x'dx 

Jl  ^(x’ l)(l  Jl^X^) 

et  l’on  a,  comme  pour  K et  K',  ces  deux  séries  : 

J = ï J,  ■■  ' ’ . 

• a , . 

- • • • V . 

r=s  log  f - (J- J,)-  3^  ( J- Jâ),  - 5^  Ja)— 
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en  faisant  ; 


NOTE  SUH  LA  THEOBIE 


- • , 


3.=  : ^ (ly  f + . . . + nij)' 

" 2 4\^/  2/* 2\2.4...2« 4/ 

I 2/J. I / I . 3...2rt  — 3\’  , . • ■.  ' 

+ ( j 

- 2 2«  \ 2.4-..2W 2/ • ■•  • 

Voici  ntaintenanl  la  propriété  de  la  fonction  de  seconde  es- 
pèce qu’on  doit  regarder  comnae  caractéristique  et  qui  justifie 
son  introduction  à titre  de  nouvel  élément  analytique  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques;  elle  consiste  dans  les  rela- 
tions : . \ 

' Z ( 3? -+- 2 K j = Z (ar) 2 J, 

Z (a: -t- 2 /K' ) = Z (a:)-)- 2 1 J'. 

Ces  relations  qui  découlent  immédiatement  des  équations  fom 
damenlales  : 

• S ^ 

*'  •0(a^-f-2K)  = 0(x), 

0(ar-l-2iK')  = — 0(a-)éf  , 


en  en  prenant  les  'dérivées  logarithmiques,  donnent  en  effet 
la  notion  d’un  nouveau  genre  de  fonctions  qui,  étant  uni- 
formes, se  reproduisent  avec  l’addition  d’une  constante  lors- 
qu’on augmente  l’argument  des  quantitésv2K  et  2 /K'.  Plus 
tard  on  verra  le  rôle  et  l’importance  de  ce  caractère  qui  n’est 
plus  la  double  périodicité,  mais  qui  s’y  rattache  d’une  ma- 
nière étroite. 

On  y parviendrait  d'ailleurs  encore  autrement,  én  partant  de 
l’équation 


ï{x  + a)  = Z[x)  rt-  Z(a)  -h/i'sin'ama:  pin'am  asih  am(x-)-a),  , 

c’est-à-dire  du  théorème  de  l’addition  des  arguments  dans  la 
■ fonction  de  secondc'espèce,  que  Jacobi  démontre^  comme  il 
suit.  ' ‘ ' 
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Différenlions  par  rapport  à x l’équation 


, 'n{x,a)^x 


e'(«) 

0(«) 


+ ^log 


0 ( .r  — a) 
&(x  + «)’ 


il  viendra 

4 

/l’sin  ama  eosama  Aam  asin’amx 
-1 — 7i' sin’ain  a sin’ ain  X 

'•_^0'(rt)  j_0'(jr  — rt) 1 0'(.r-t-<()  , . 

, ~~  0(a)  i&{x—'t)  2 0(x-t-rt)  . /, 

— — ?.{a)-^^7.{x+a)  — ^'7,{x—a), 

d’où,  en  permutant  X et  rt,  , ' % 

A’sinamxcosaiDxAamxsin’aiiia  _ ■ 

; C ( 

I — A-’sin’am  O sin’am  X 

I **  . I « ' K • ■ ■ ■ 

= — Z(x)'-f- ^^(x -+- a)^ — Z(x  — a); 

t - * 

'or  ces  relations  ajoutées  membre  à membre  donnent 
A^sinamxsinamasin  am(x4-a)  = Z(x  + a)  — Z(x)  — Z(a). 


III.  — De  la  fonction  \\(x,  a). 

On  considère  comme  l’une  des  plus  belles  découvertes  de 
Jacobi  cette  expression  de  n (x,  a)  où  figurent  deux  quan- 
tités, l’argument, X et  le  paramètre  a,  par  la  relation 


, , La)  I , 0{x- 

n(x,  a)  = x— ; — ^ -I — log  , — 
' ' 0(a)  2'  ° 0(x- 


■a) 


dans  laquelle  n’entre  que  la  seule  fonction  0 avec  sa  dérivée. 
Il  pourrait  même  paraître  inutile,  à cause  de  la  simplicité  de 
cette  expression,  d’introduire  avec  une  désignation  spéciale  et 
comme  un  élément  analytique  propre  la  fonction  de  troisième 
espèce.  Cette  désignation  cependant  est  consacrée  par  les  tra- 
vaux de  Legendre  qui  ont  précédé  la  découverte  de  Jacobi,. 
et  nous  l’emploierons  dans  les  énoncés  des  propositions  sui- 
vantes. . 


NOTE  SUR  LA  TIlEOniE 


' 45o 

A.  — Echange  de  f amplitude  et  du  paramètre. 
L’équation  fondamentale  donne  immédiatement 

/ > / , { ^ ) ' • 

ou  bien  encore 

Tl(xfa)—n{a\x)=:  aZ{x)  — xl{a); 

en  introduisant  fa  fonction  de  seconde  espeèe.  Cette  propriété-, 
peut  être  étabiic  directement  et  étendue  aux  intégrales  d’ordre, 
supérieur  par  la  méthode  suivante  qu’a  encorç  donnée  Jacobi. 

' Soit  <f  {x)  un  polynôme  de  degré  quelconque  en  x et 

/’■'  \f^dx  • 

F(x,  n)==  / ; ' -j= 

' ■ Ju  {x  — a)sj<^x 

I.  " 

la  différence  F(x,a)— F{a,a;),  ou  bien  la  somme  dçs-  inté- 
grales • 

\fÇâdx ^ r“  \/Jxda  - , 

Jo  {x  — a).\i<fX  _ Jo  (a:  — , 

peut  être  remplacée  par  l’intégrale  double  - . 


r 

Jo  Jo  \J<fX\Jia.aL 


x-i-f’a){x — «)-f-a<prt  — iifx 


a ( X — -ay 


Or  on  trouve  aisément  que  la  quantité  placée  entre  paren- 
thèses est  une  fonction  entière  de  x et  de  a,  de  sorte  que  l’in- 
tégrale double  se  ramène  à une  somme  de  produits  tels  que  ' 

' f • 

' rç};;:dn^^  r^x  . 

Jo  \/(fa  Jo  \JfX  ;■ 

Le  cas  des  intégrales  elliptiques  résulterait  évidemment  de 
là,  en  posant 

ox  = x{i — sc){i  — k'x) 


et  prenant  pour  variables  a!  et  a,  les  quantités 
et  Sin^am  a. 


amar 
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'B.— Des  fonctions  complètes. 

Supposons  successivement  dans  l’équation  précédente 
n(x,  a)-~-Ti{a,  x)=-a'£(x)  — x7.{a)^  . . 

j;  = Kcta:=K-|-iK'; 

eh  observant  qu’on  aura  ■ < 

n(rt,  K)  = o,  ■' 

n(ût,  K-hifK'|==o, 

on  en  conclut  . , 

nfK,a)  = flZ(K)  — KZ(a)  • . 

. =aJ— KZ(a)  . ■ . 


et 


n{K+  iK')  — n(K)  = taJ'  — iK'Z(rt). 


'felles  sont  les  valeurs  des  fonctions  complètes  ou  bien  des 
intégrales  définies 


"K  ' ' ■ ' 

. r A-’sinamacosamaAamosin*amar< 

Jg  I — «•’sin’amasin’amj:  ' 


xdx 


n(K+f‘K')  — ii(K) 


=x 


K-t-iK' 


/r’sinamfl  oosamoùamrzsin’am xdx 
I — A^sin’amasin'ama:  ^ 


Si  pour  un  instant  on  les  désigne  respectivement  par  U et  f U', 
on  aura  les  relations 

, - ■ * "ÏI  (a:  4“  2 K,  «)  = n (;f,  «)  + aH,  - 


et 


n(a:  + 2iK',  a)  = n (a;,  «l-t-aiH' 


Kn'  — nK'  = 


maiè  nous  observerons,  à l’égard  de  la  fonction  de  troisième 
espèce^  que  l’intégration  introduit,  en  modifiant  le  chemin' 
décrit  par  la  variable,  un  multiple  entier  positif  ou  négatif  de 
K y/ — I,  de  sorte  que  ces  relations  n’ont  lieu  que  pour  certains 


i V 
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modes  d’intégration,  tandis  que  les  relàtions  analogues  relali- 
• vement  à la  fonction  do  seconde  espèce  n’exigeaient  aucune 
restriction  de  celte  nature’.  . * ■ 

C.  — AdiUtion  des  argiimenls. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  nombre  impair  4’argu- 
ments  a,,  «1, ...,  a;„+,,  liés  par  la  relation 

■0(l  + «i'tI-  . • . -I-  Xin+.l-=  0 ; ' ' ■ 

l’équation  fondamentale  ' ' • 

' 0 ( « ) 2 ® © ( ^ -H  « ) • 

donnera  ‘ _ v . . . 

n (a,,  a) -i- n {«,,  rt -f- n(an+i,  n) 

2.10  9(g|  — fl)©(«i  — g). . .0(«i,+i  — a) 

■'T  2 ®©(a,  + rt)0(a,-Ort)  4-fl)' 

* ' 1 "••'•il 

Cela  posé,  je  dis  que  la  quantité  sous  le  signe  logarithmique 
s’exprime  rationnelientent  par  ^ . , 


(A) 


sinama, , 


sinama,,..  , sinama,„^.,, 


D„  sin'ama„  I)^  sinama,,  Da„^,sinamaa^H. 


■'V 


Rappelons  à cet  effet  qu’en  désignant  par  f(af)  et/,  {x)  deux 
polynômes  entiers  en  x des  degrés  « et  « — i et  faisant 

ç(a:)=  sinamir/(sin’ama:) -t- l)xSinamir/’,(sin’am.T),  * 
nous  avons  obtenu  (p.  43i  ) la  relation  suivante  • 

S ' 

' . * - • • 

All{x  — a,)H(x  — a,).  ll(x— a„+,)  ■'  . ! • 

. _ ?(^)=  T ’ 

s*-' 

OÙ  les  coefficients  des  polynômes  f et/  doivent  être  déter-  . 
minés  par  les  équations  linéaires 

l . 

. ç(a.),=  o,  ,p(a,)=;o,..  , ,p(aM)  = o,-  . 


et  sont  des'fonclions  rationnellés  des  quanlités‘{,A).' 


r. 
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Cela  posé,  en  èhaogeani  x en  —x,  on  en  déduit 

y + a,)  H(x  + a,) . . . []{jr  + a„+,)  , 

^ ^ 

et  il  en  résulte  - - ' • . 

H(ar  — 2.)  Il  (x  — a,) ...  11  (ir  — a,„+,)^ 

> ?( — ~ . U ( a;  4-  a,) Il  ( a;  + «,) , . . Il  (a;  -H  a,.+, ) 


Or,  en  faisant 
d'où 


ar  = rt  / Iv', 


sinam  x a= 

.1  - » * ^ 
DtSinapaa:  = 


/rsinamâ 
])«  sin  ani« 


la  quantité 


frsin’amrt’  ‘ 

H ( .r  — g|  ')  Il  ( ar  -V  a,  )~.  . II  ( j-  — a„^.i  ) 
H (ar-j-a,)H(a:+'a,)  . . H ( jr a,„+,  ) 


deviendra  précisément  -v  ' . ■ ■ . 

e ( ff  — «t  ) 0 ( a — g,  ) . . .'  e ( {I — )~ 

0 ( a -h  ai  ) 0 (<a  -f-  a,  ) . ...  0 ( a a ,+1  ) 

Elle  s’exprime  par  conséquent  comme  il  a été  annoncé,  ayant 
pour  valeur  la  quantité  ' ’.  , 

■ ~y  - A I \ ../BaSinamaX  „ / i \ 
/rsinama''  \/i’sin’am  a/  \ /rsin’am  a / \ A-’sin'am  a/ 

' t 1 , \ /D.sinamaX  . / i \ 

A'sinama  \/itsin’ama/  \ /rsin'am a/ \ A-'sin'am a/ 


qu'on  ramène,  eh  multipliant  haut  et  bas  'par  sin”*+'  am  a,  à la 
forme  . ‘ ' 

sinam  a F (sin’am  a)— D<,sinamaF,  (sin’ama) 
sin  am  a F ( sin’am  a ) -(- Dosin  am  a F,  ( sin’ am  a ) 

* . ■ . 
F(a:)  et  Fi(ar)  étant  comme  f(:v)  ci  f,  (x)  des  polynômes  de 

degrés  n et  n — i en  a:..  > . ‘ • 

-On  peut  donc  écrire,  en  remplaçant  l'argument .2,^4.,' par 
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— {a, , + a»), J’équalion  suivante  • 

» ■ -t  . , ■ 

' n («I,  a)  -1-  n ( aj,  a ) -t- . . . -f- H ( u,„,  a)  ■ 

■=  n aj+  ^ ' 

1 sin  amaF (sin^ain») — l).sinaniaFi  (sih*ama)  ■ 

2 ® sinamaF (sin’ama)  + D«sinaniaFi(sin’aina) 

» » 

c’est  le  théorème  de  l’addition  des  arguments  sous  la  forme, 
trouvée  par  Abel. 

D.  — De  différentes  fonctions  analogues  à.  la  fonction  de,  ■ 
troisième  espèce.  ' 

D’importantes  questions  de  mécanique  conduisent  souvent 
à réduire  aüx  fonctions  0 des  intégrales  semblables  à la  fonc- 
tion de  troisième  espèce  et  qui  s’y  ramènent  par  quelque  sub- 
slUulion  simple;  aussi  Jacobi,  dans  son  mémorable  travail  sur 
la  rotation  des  corps,  a-t-il  jugé  nécessaire,  de  donner  le  ta- 
bleau suivant,  qui  offre  la  réunion  complète  de  ces  diverses 
intégrales  ainsi  que  leurs  expressions  sous  la  forme  la  plus 
simple  par  les  fonctions  ©.  - . • ' 


Jf~^/i  ’sinainrtCosaina  AaniftSin* 
P ' I — /r’sin’anirtsin’am. 


a' (a) 

= X ; • 

0{a) 


I / e{x-!-a) 
.2 


2. 


amxdx 

X I 


Jf'^^-^sinamacosam  g cos*ama?rfa 
Q Aama(i—  /i’sip’ama sin’amg- 


0(a) 


2 '’efgr-i-rt) 


A’ainxrfg: 
amar 


H' (g) 
H, (g)' 


1 . e{x—a) 

2 ^0(2T  + g) 


g rotang  am  g Aam'gA^aii 
’J^  I — /f'sin’amgsin’ 

. r"  Aamgcotamgrfa:  H' (g)  , 

' Jg  I — A’sin’amasin’ama;  U{g)  2 ^©•(ar-t-g), 

g résinant  g cos 
sin’aing- 


[CosanigAamg<fr 


-sin’ amas' 


.e’(g) 

0{g) 


1 , II  (g  + x) 
2 ^^iifg— g-)' 


Di.. 
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6. 


.7- 


8. 


X 


i 


sinama  cosama  A’amarf/x 
g Aama(sin’amâ — sin’oui.*) 

I H(rt  + ar) 
e,{«)  ■'"2  ’°S 

'^langama  Aamacos’am 

sin'ama  — cos'ama?  i' 

..  -^'1  loe  îi(fL±£). 

a ^ H (a  - X) 
xdx 


■ H.(rt) 

cotama  sin^amj 
U , sin’ama  — Sin’aino; 


: _ Mlif]  _1_1  lôe 

Il  (a)  a ® H (a  -e-  x)  • 


- Il  nous  suffira  d’ôbscrver,  pour  qu’on  puisse  immédiatement 
les  démontrer,  que  les  équations  2,  3,  4,  se  déduisent  de  la 
première  en  ^ changeant  sùcoéssiveinent  .T  et  a en 
..  X -j—  K.,  a -1“  K 

. . X -+-  K -f-  iK',.  an-  K -h  iX', 

X 4-  /K',  a ■+-  îK'. 

Ces  quatre  équations  ainsi  obtenues,  on  en  tire  les  quatre 
suivantes  par  le  changement  de  x en  x-t-  iK'  (*).  , 

’ Des  fonctions  de  M.  Weiérstrass. 

Il  a été  déjà  remarqué  que  sinamx,  cosanix,  iamx,  pou- 
vaient, pour  des  valeurs  de  x moindres  que  l’unité,'^  être  dé- 
veloppés suivant  les  puissances  de  cette  variable  en  séries' 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  et  à coeffi- 
cients rationnels  de  A’.  11  en  est  évidemment  de  même  de 
siu’amx,  de  la  fonction  de  seconde  espèce  ' 


Z(x)=  I A"’ sin’am  X (/x, 

l/O  ' 


( •)  Si  l’on  représente -par  { Vxdx  l’une  quelconque  des  huit  t'orracs  de  la 

fonction  de  troisième  espèce,  Vx  aura  pour  périodes  a K et  j iK',,  et  les  expr^ps- 
sions  prêccdcntfts's’obli^ndront  immedratemeat  h l'aide  d’une  expression  çêner 
raie  dcs'^fuiictiüns  ckmblement  périodiques,  qui  sera  clahHc  à la  fin  de  cette' Note^ 

savüiriF  x)  = C + 2 R les  quantités  ; désignant  les  racines  de  l’é^ 
H(x~Ç) 

quation  = U,  et  R les  résidus  corrcspondanls  de  r x},  : 
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de  son  intégrale  1 ^ Z{x)iJx  ei  même  aussi  de,  l’exprêssion 

* • ^ */o 


mais 


•'o 

is  tandis  qu’à  l’égard  de  Sin^am^:',  Z(jr)  cl  j Z(x)  ckt 

les  développements  ne  subsistent  que  pour  des  valeurs  dé  la  •• 
variable  dont  le  module  est  inférieur  à l’unité,  l’exponentielle 

— / ' ^ ' ' 

, conduit  a un  développement  convergent  dans  toute  l’etendue 
des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de;»-.  Efféetivenient  l’équation 


e'  X 

Z{x)=:>lX  — ' 

* Sx 


donne 


Z(x)dU-‘ 


c** 

,0(0) 


' Voici  donc  une  propriété  bien  digne  d’attention  de  la  fonction 

e{a:)  de  se  changer  par  l’introduction  du  facteur  e ^ ' 

" ''  ■*' 

en  une  nouvelle  fonction  où  l’argument  est  sorti  du  signe  co- 
sinus et  où  Qgure  directement  le  module  k'  à la  place  des 


K' 

— *T7  . 


périodes  et  de  la  transcendante  q=e  . Les  mêmes  choses 
auront  encore  lieu  évidemment  à l’égard  de  ces  trois  autres 
fonctions: 


sin  &mxe 


' -r 


'A(x)dx 


ç^' 


cosam  xe 


A ama:e 


■;  0(0)  ^k 
H,(gr)  /r 

e(o)  y T(' 
- nz(*)rfx-  ,.  '_%£  ■ 

■ * »-n  ■ a 01  ( ^ ) .,7T 


é(o) 


"Digitized  by  Googie 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  4^7 

Il  en  résulte  qu’à  côté  des  développements  périodiques 
\ * • » 

. nKx  I ayosinar  — 2t/q*sin  3.Ï -+- — ... 

sinam =-=-ïJ ï-3 — ; i-i- 

; ^ \[k^  — 2^cos2ar+2^‘cos4a; — ïq*cosox‘ — ... 

cosam  ^^■*•-1 4 /l>'^\jqc09x-\-i<Jq'‘co<i 3a;-(-2j^ç“cos5x-f-.'.. 

ir  y Ar  i-^agcos2ar+2q'cos4a;— ai/’cosbar-i-...’ 

. aKa:  /-=-,  i -<-aqCos2ar4- 2q‘eos4^  + 2<7"cos6j;-|-... 

Aam: = vAr' \ 7 7 , 

•K  I — 2çcosaar  + 2ç‘cos4a;-(-2^’cosbr-f-... 

on  voit  s’offrir  un  autre  mode  de  représentation  où  les  fonc- 
tions doublement  périodiques  sont  exprimées  par  des  qûo-" 
ticjits  de  séries  rationnelles  en  a:  et  A"’,  et  convergentes  quelles 
que  soient  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ces  deuy 
quantités.  Abel  avait  entrevu  et,  rapidement  indiqué  la  possi- 
bilité de  ce  nouveau  mode  d’expression  des  fonctions  ellip- 
tiques, mais  c’est  à M.  Weierstrass  que  revient  l’honrieur 
d’avoir  mis  dans  la  science,  au  lieu  d’un  simple  aperçu,  une 
théorie  profonde  qui  conduit  directement  à ces  nouvelles 
fonctions,  nouTseulement  dans  le  cas  des  transcendantes  ellip- 
’tiques,  mais  pour  les  transcendantes  abéliennes  à un  nombre 
quelconque  de  variables.  Ne  pouvant  exposer  ici  les  principes 
dont  cet  illustre  géomètre  a tiré  ces  grandes  et  belles  décou- 
vertes, nous  nous  bornerons,  et  sans  sortir  des  fonctions 
elliptiques,  aux  indications  suivantes. 

I.  — Définition  des  quatre  fonctions  Al(x).  — Equations 
. ' différentielles.  \ 

Afin  de  rattacher  immédiatement  ces  fonctions  aux  quatre 
fonctions  e( a;),  nous  poserons  : 


_ 3o  ' 


(A) 


\ Z (x)  dx, 

A 1 (a:')  e “ 

A l(a)i 
sin  am  X = . 

Al(x) 

Al(x), 

iamx  = 

Al  (x  ) 


6'éd.  II. 
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et  par  suite 


NOTE  SUR  LA  T^ÉORtS 


Al(^.)=^e 


'-ü!  ■/ 

J 9(^) 


H{o) 


' lif! 

11/  V 2 II  ( ÆT  ) I 


(B) 


0(0)  v'/.- 


AMx),=> 

«(o)  y A 

Al:(x)3  = e 

Des  relations  (A)  résultent  en  premier  lieu  celles-ci  ; 

Al’(^)i  = Al»('a:)  — AlMar),. 
Al«{a:)»=!:Al*(a?)  — A-»A1’(«);. 

Nous  déduirons  ensuite  des  égalités 

- Z{x)dx 

Al(x)  =e  ° , 


Al(x) 


: sinam(x), 


Al(x) 

deux  équations  différentielles,  en  prenant  d’abord  les  secondes 
dérivées  des  logarithmes  des  deux  membres,  ce  qui  donnera 


f/Mog  A1(jt) 
d{xy 


: — ; A’sin’am.r 
~ AP(^) 


et 


rfMogAI(j;)i  </’logAl(  j::) <Mogsinam  jt 

dx’  (lx‘  <!x^ 


— A'^sin^am^  — -r- 


sin’am  JT 
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d’où,  à cause  de  l’équation  précédente. 


(P  log  A 1 (a:  j, 


45g 


sin’am  x 

AlM.y) 

WHx),’ 


Voici,  en  développant,  les  équations  différentielles  qui  en 
résultent  •. 

j*K»=) +eAi.(.).=o, 
gf>Al(^),^'  I rfAKxVp 

On  aurait  d’iiïié  rtianîèr.e  analogue,  ou  comme  conséquence 
des  relations  algébriques,''  , , j 

là.  Il  , V/’Al(i)i  rf/Al(x)j  1’- 

„ . • > * 
Ces  relations  importantes  que  M.  Weierstrass  tire  immédiate- 
ment des  équations  de  définition  : 

d sin  ain  x 


dx 

</cosamx 
• - dx 
d XAmx 


= cos  am  X A ainx, 

- sin  amx  Aamx, 
-/l’sin  amxcosamx, 


dx 

et  par  une  méthode  qui  s'applique  aux  transcendantes  abé- 
licnnes  les  plus  générales,  peuvent  alors  par  une  nouvelle  mé- 
thode conduire  aux  fonctions©,  ou  serxûrà  démontrer  direc- 
tement qu’elles  définissent  des  fonctions  développables  suivam 
les  puissances  de  la  variable  en  séries  indéfiniment  conver- 
gentes, et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
de  /r’  à coefficients  rationnels.  Toutefois,  pour  effectuer  les  dé- 
veloppements, on  suit  une  voie  différente  et  plus  simple  dont 
voici  le  principe.  . ' 

i ’ 3o. 
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II.  — Équations  aux  différentielles  partielles.  — Formules 
de  développement.  ■ ' . ' 

Une  analyse  un  peu  longue  pour  que  nous  puissions  la  rap- 
porter ici,  a conduit  M.  Weierstrass  à ces  équations  linéaires 
aux  différences  partielles,  savoir  : . < . , • 


dx^  ' dx  ^ ' dk^ 


dx 


' dk 


* • % . 


Ces  relations  importantes  sont  éminemment  propres  aux  déve- 
loppements en  séries,  et  on  en  tire  lès  formules  suivantes. 
Suit,  en  désignant  le  produit  1 . 2 . 3 ...  n par /t  1 , 


Al  (a:)  = , - A,  A,  fj'  - . . . -H  (-«H  A.  ^ C), 


3C“  y tm-fi 

AI(:p).  = -r—  ^ — J. 


Al(a:),=  I— C,  -t-C,^  — ...  -t-(— ir-C»r^.' 

2I  4*  (2/n)l 


Al(a;J,  = , -I).  £:  + p,  ^ - . . . -H(-irD„ 


41. 


( 2m)I 


Le  terme  en.  x’  manque  dans  ce  dcTeloppement,  comme  on  le  roit  à 

priori  par  l’exprea>>on  e •'o . - • où  la  séri 
on  ternie  en  **. 


y 


série  en  exposant  commence  pur 
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on  aura, 


A,  =r  ïh*,  . ' 

A.  =8(A-‘  + A‘  ),  ’ . . . ' ‘ 

A,  = 3a  (A’-h/f*)-(-68A-‘,  ■ , . 

A,  = i28(A-*-hA*)-|-48o(A^+A^), 

A,  = 5i2  Ar'*)  +3oo8(A*  -+-  A‘)  + 54oo/r*, 

A,  = 2048  [h' 4-  A'*)  4-  i74o8(A*  4-  A"’),4-  49668  (fr‘  4-  h'), 

A,  = 819a  ( A*  4- A”) -4- 96232  (A^  4-  A”)  4-  3g552o  ( A*  4-  A'")  . 
- 4-603376 A*,  , ' 

A»  =32768  {A’ 4- A'*)  4-  4997i!i(  A*4-A")  4-  ?853888  (A*4-/i:'*) 
4-6668o96'(  A*4-A"  ), 

A„=i3io72{A’4-A")4-253952o(A^+A'‘)-t-i90976oo(A'4-A") 

4-38i53728(  A*4- A”)  4-42090784  A", 


Bi  =;  I 4-  A*,  J ' ^ 

B,  = I -4- A*  4- 4A%  ■» 

B,  = i 4rA*4-9(A*4-A‘),  . ' 

B,  = 1 -4- A* 4- 16  (A’ 4- A*) — 6A*, 

B,  ==  1 4- A'* 4- 26 (A’4- A‘)  — 494(^"^**‘). 

B,  = 1 4-  A'* -4-  36 { A’4- A'*)- — 5781  ( A* -4-  A*) — 12184 
B,  = I 4- A'^4-49(^*+^”) — 65 1 73 (A*4-A"’) — i796o5(A‘ — A*), 
B,  = I 4- ^"4-64(A’4-A") — 5o2892(A^4-A") — 2279488(A*4-A'')  - 
— 3547930  A’ , 

B,  = i4-A'*4-8i (A’4-A'‘) — 4637600  (A^4-A“) — 29  i98588(A'*4-A‘’) 
— 5g33 1498  { A*  4-  A"  ). 

Bi(=i  4- A” -4-  ioo(A’4-A")  — 4o8567i5(A‘4-  A'*) 

— 3 1 380080  (A‘-4-A“) — 909015270  (A  *4- A”) — 1278530856  A"*, 
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c,=  .,  , 

Ci=  I + 2^’, 

C,=  i +GA=+8A*, 

Cl  = I + 12  6o  A*  + 32/1',  . ' I '• 

c.  = I + 2a /f  > + 348 /,  ' +'448 ‘ i 28 /,  • , 

C,=  i + 3o/i-’+2372A‘+  4Goo/i«  + 2880 /f'  + 5i'2/i'*, 

C)=  * + 42/'’-4-  19308/1"' + 5i8i6/i‘ + 45o24î^^’+  16896/1'''’ , 

V . . 4:2048^'’, 

C,=  I +56/i’+ j6€i32o/i‘  + 628o64/(‘  + 'j5g264/i'‘+370944/^"> 

. . ^ ' + 93184/1'”'+ 8192 /r", 

C»=  I + 72/1'+ i5i5368A‘ + 7594592/1®+ 12998928/1*'  ••  ■' 
+ 9109288/1”+  2725888/1-'»+  49i52o/f”  +32768/.”, 
Ci»=  * + 9®^’  + 13623480/ ‘ + 89348080/1*  + 21 1064400/1" 

+ 2 19361 82.4 /r'*  + 1 0024291(4 /i-'»+i  8450432 /f” 

+ 25o6752/i'a+i3, 072/1'*,  - . 


D.  = /», 

D,  = 2 /r»  + /,  • • ■ • 

1/3  = 8/i'*  + 6/'*+ /f'y  ' _ , - 

D,=  32/i»+6ô/i'+i2/f*+/r‘, 

l>i=  128/»  + 448/'' + 348/:*  + 20/^*  + /r”,  ' ■ ■ 

1)«  = 5i2/i»+  2880  / ' + 46qo /■*  + l'i’jilt'  + 3o/”  + /■'», 

I/i  = 2o48/r»  + lôSgG/r'  + 45024/*  + 5i8i6/i*  + 69308/'*'' 

+ 42/'»  + /”, 

D,  + 8 1 92  /»  + 93 1 84  /r'  + 37  0944  /*  + 7 57264  /'  + 628064  /'* 

• . ■ + 169320/'» + 56/'*  + /'*, 

Ds=32768/»  + 49i52o/'  + 2725888/'+9ioo288/*- 

+ 12998928/'"+ 7594592/'’+  i5i5368/”+ 72/”+/'*, 
l)i,=  131072/2+  2506752/'+  18450432/*+  100242944 /^* 

+ 219361824/'*+ 21  ro644oo/”+ 89348080/" 

+ 13623480/'* +90 /"  + /'•“, 


Mais  les  équations  aux  différences  partielles  ne  servent  pas 
seulementà  faciliter  le  calcul  dont  nous  venons  de  rapporter  les 
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résultats  d’après  M.  Weierstrass,  elles  donnent  encore,  par 
exemple,  uno  démonstration  facile  des  équations  suivantes,  qui 
se  rapportent  à la  transformation  du  premier  ordre,  savoir  : 


- I Al  (/.i-,  =AJ(x,  A), 

Al  i^kx,  ^ =frAl(x,k),, 
Al  l^kx,  =A1(j:,  fr),, 

Al^À'x,'^^  =Al{a?,  A),,. 


Àl(/ar,  A-')  =e*  A\{x,  h)\, 


'Al(/a;,  Ar'),  = ('e*  Al  (ar.  A"),, 


Al  (far.  A'),— e’ Al(a;,  A ), 

r - J*  1.  . • . . 

Al(iar,  .A'),  = e^Al(ar,  A'),.  . 

Nous  remarquerons  enfin  qu’en  passant  ainsi  des  fonctions 
©(^)  à A'l(x)  qui  ont  perdu  tout  caractère  périodique,  les 
Alfa;),  Alfar"),  Al(a:)a 


quotients 


se  irouvent  posséder  h 


Al(a:)  Al(ar)  Al(a;) 
double  périodiciié  en  vertu  des  relations  suivantes,  consé- 
quence immédiate  des  équations  (B),  en  se  i-appelant  qu’on  a 


et 


savoir  : 


KJ'— K'J  = -, 

2 


Al  (æ +■  sK  ) =, 4- Al  (ar)  e~  - . 


I A 1 ( ar -t- 2 K ),  = — A 1 { X , 

I Al  (a'  + 2K),=  — Al 

A 1 ( a -H  2 K ),  = 4- A 1 ( a:  ). 
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Cl  • < '■ 

Al(^  + 2fK')  = — Al(ar) 

A I (ar  + 2 /K'),=  — A t (a:),  e-a'JW'K-'), 

1 Al  (a:  + 2jK')»=  + Al 

1 AI(a:+2/K'),=  + Al(a:)5«-*‘'^'(*-^‘'^').. 

■ -t 

Développements  des  fonctions  elliptiqnes  en  séries  simples 
de  sinns  et  de  cosinus.  . 

Voici  un  nouveau  mode  d’expression  analytique  qui  se  dis- 
tingue essentiellement  de  celui  que  nous  venons  d’étudier,  en 
ce  que  la  variable  est  assujettie  à rester  entre  certaines  limites 
déterminées,  de  sorte  que,  ces  limites  changeant,  la  forme  du 
développement  doit  changer  également.  Toutefois,  comme  il 
suffit,  pour  embrasser  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires 
de  l’argument,  d’un  nombre  limité  de  développements  et  que, 
dans  chaque  intervalle  d'ailleurs,  le  développement  convena-  .< 
ble  subsiste  quelles  que  soient  les  périodes  ou  le  module,  on 
peut  présumer  que  l’étude  de  ce  mode  d’expression  ouvrira 
également  la  voie  pour  parvenir  aux  propriétés  fondamenules 
' des  nouvelles  transcendantes.  C’est  en  effet  ce  qui  a lieu,  et  ' 
Qn  verra  même  ainsi  s’offrir  naturellement  la  réduction  aux 
fonctions  elliptiques  de  toute  fonction  doublement  périodique 
' uniforme,  c’est-à-dire  la  proposition  de  M.  Liouville  énoncée 
p.  379  et  qu’on  démontrera  ci-après.  Mais,  sous  un  autre  point 
' de  vue  et  par  le  seul  fait  des  identités  entre  les  séries  et  les 
quotients  de  séries,  on  se  trouve  amené  aux  propriétés  des 
nombres  les  plus  cachées  et  les  plus  importantes,  propriétés 
dont  l’intérêt  s’augmente  même  par  le  lien  si  imprévu  qui  les  . 
rattache  aux  transcendantes  de  l’analyse.  Nous  nous  bornons 
ici  à cette  indication, 'ne  pouvant  entrer  dans  cette  partie  fort 
étendue  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  qui  est  liée 
étroitement  aux  belles  recherches"  que  la  science  doit  à 
Al.  Liouville  SUT  les  fonctions  numériques. 
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I.  — Première  méthode.  " , . 

C’est  celle  qu’indique’  naturellement  l’équation  (') 

— ag«cos2x+^*) 

X(i  — ag^cosaa;  + g'*). . . ; 

En  partant  en  effet  du  développement  connu 

I , , ' . , cos4^ 

— - log(i  — agcQsaa:  -4-  g’)  = gcosaar  -+-  g’  — 


9’ 


cos6a? 


4-î* 


cosSæ: 

~T~' 


on  aura 


I / 2>  K^\  ■' 

-loge  — j z=const  — cosax{g g’-)- g*-|- . ..) 


— s*  4- fl  > 

'-^(fl’-:-,'+fl-+...) 


cosBx 


(9'  + 9‘’  + ?« 


ou  bien  ' ■ - 

I,  •/ -iKx\  - gcosaa:  g*cos4a?  g’cosGa? 

3 ^ V - / « — 9‘  2(«  — 9‘)  3(«-9*)  • 

g'cosSar 

-,  ~4(»— 9')~ 

On  en  conclut  les  développements  des  fonctions  de  seconde 

• I • 

et  de  troisième  espece,  d’après  les  relations 

„ , . ©'(«)  I , ® (a? — a)  ■ 

Z(x)  = Ça: — Z 1^1’  - 

(*)  Ko/e*  p.  382.  ' • . / ' ■ 
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c’est-à~dire  les  formulés  suivanles  ' • 


/ aka 

aKn\ aKa*^  ^ 

^ a K rt  \ 
{ -r  } 

/ . û . 

l ^ ’ 

rr  / ' TT  /a  Krt\ 

' . "(— ) 
*.  7Cosa(a-t-rt) 

• - vT  V 

• 

, 7'cos4(a-Hn)  , ' 

‘ , 

■'W  - 

1 / . V “H*  • • 

•-S  ? ) 

7 cos  2 ( 

a — a) 

. 7?cos4(a:  — a) 

I — .7’  ’■ 

- 2(.i-:-7‘) ••• 

/a  Krt\ 

V ® 

2K.r 

\ TT  / ^p/sinartsinaa  , 7’sin472  sin4a  - 

^ 0 

/ak«\  "L 

1 — 7* 

2(1  — 7‘)  ^ 

\ " / ' ■ 

> 

7’sin6nsin6a  1 

n — t-'-- 

3(i  — 7*)  J 

. f 

«* 

[ ,,/2Ka\  ÇK’  r7sin?.a  , 

7*sin4a  , 7^sin6a  , ~\ 

n'  \ ?r 

L- 

1—7'  ' 7'  ' " J 

et 


En  diffcrenlianl  par  rapport  à a:  la  dernière,  on  obtient  en- 
core , - . . - 

A’K*  . 2hx  çK*  rflcos9..r  7.o’cos4^  ^ 

— - sin’am — p r + r~  • 

3n‘  71  . , L I — I — 7 

; 3 7’ cos  6a: 

• ■ . 

. - 'f-.  '•  ^ '“9 

Mais  c’est  à sinama-;  cosama,  Aama:,.  qu'il  s’agit  de  parvenir, 
et  le  même  procédé  s’appliquerait,  s’il  était  possible  de  les  con- 
sidérer comme  les  dérivées  logarithmi(|ues  de  fonctions  dé- 
composables  en  facteurs  ainsi  que  0{a?).  Or  on  a en  effet 

**-  - - . * » ■ 

Jlog(  Aamx  — /r cosam 4c)  ' - 

, tùc  ’ ■ ' ’ 


' sinama:: 


. </log(Aama:-4- /A  sinama) 

7ffCOsama  = — t 1 

• • ■'  ax 


•V  <flog(cosam'a  + tsinama)  -i*  . 

iâama  = - — * ~zy-- ’ 

</a  . - 
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et  les  quantitéssous  le  signe  logarithmique  s’expriment  comme 
il  suit: 


.•  A an» 


■i  Kx 


• ^ cosam 


2Kx 


(i  — ay^cos-r + gj(  i — 2v/q°cosjr-t-g*)(i— 2V^ChSJ?4-g‘)... 

(i-+-2V^cosa:-f-(7)(i-t-2v^^“cosx-i-9’)(i-f-2^cosx-h^*)..-’ 


Aanv- 


aKar 


i/rsinam 


aKâr 


-(  I — — ^sinx — (/)(  I;:— ay^— .^*sinx — :y»)(  i — i^—q*s\nx — g’')... 

{ i+ay'— ÿsina^^^X  i — a/— g’sinx — ^‘sinar — (J')f- 

: ^ • • 

, ^ J 7. K X a Kx  , 

cùsam ^-i-rslnam  • 

n w . 

' / - • « 

~ ( ï — qé^^ ( I q>e-^* ) { i — ç‘e’'*) i . . ’ * ’ 

de  sorte  qu’un  calcul  tout  semblable  a celui  qui  a été  fait  pré- 
cédemment conefuit  aux  formules  suivantes: 


AK  . aKa:  ^ sin je  ^tf^sinSar  ^sinSjc 

sin  am  ^ -+■  ^ ; h ^ — ^,-4- 

it  I — q I — q’  - • T — q’’  ^ 


2ir 

A- K 


■ » . - 


aKa?  > \fqcosx  '■  \Ja’cos3x  ^cosSx 

cos  am = — ^ -f-  — 1- 14 — J 

2jr  7t  1-+-9  i-\-q'  i + q* 

K aKar  i ocosaje  q^CÂ)^âx  a^cosGx  ' 

— a am =7^-1-  2 — -f-  2 --î — |-  ’ — : u. •. 

2 7r  ir  4 >-1-9  1-1-7'  n-ç* 


Quant  aux  expressions  des  quantités 

I ' i-  Aamar  — A'cosamar, 

' ■ Aamx-h  «Yrsin  ama:, 

cosamar-i-isinama;J  ' 


.. 


dont  nous  venons  de  nous  servir,  nous  nous  bomeronsà  établir 
l’une  d’elles,  la  même  méthode  s'appliquant  aux  autres,  et  c’est 
la  dernière  que  nous  choisirons,  les  précédentes  se  trouvant 
dans  les  /'««rfnmcn/u.carellesselirentde  l’équation  (S)page86, 
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en  y changeant  pour  la  première  ^ en  - — x et  pour  la  se- 
conde q en  — q.  ' ' • ' 

Â cet  efTet,  soit  pour  un  instant,  comme  p.  38i, 


<f{x)==i  — . ■ 
l’expression  qu’il  s’agit  de  démontrer  égale  à 
cos  am  a;  + isin  am  a?, 

prendra  celte  forme  . . . ■ 

inx  - , ^ ’ ’ 

ip( — X-+-  iK')  f(x-h  3îK')ÿ(  — a:-t-5/K')  ■ 
ç(a?-t-iK')Ÿ(  — a; -f- 3iK')  a:  4- 5tK' ) , . . ’ 

d’où  l’on  voit  qu’on  la  ramènera  déjà  à avoir  0 (x)  pour  déno- 
minateur en  multipliant  les  deux  termes  par 

■/ 

' A y ( — X -t- / K' ) y ( a: 3 j'K' ) Ÿ { - a:-+-5 /K') . . . 

A désignant  une  constante.  Faisons  donc 

ÎTZX 

4>(x)  = Ae ÿ’{— x-t- iK')/ÿ*(^+3.iK') <p’(  — x-h5iK'). . 
on  aura  évidemment  - , 

4>  (x 2K)  = — «I»  (x), 

et  en  second  lieu 

y»(-x-3/K') 


4>  (x  -t-4»K')  = 4>(x)q 


ÿ>(x-+-3jK') 

-^(*-t-2iK0 
= <l>(x)e  "• 

Or  on  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  par  des  fonctions 
entières  aux  deux  conditions: 


<l>(x-i-2K)  = — 4>(x),- 


*(x-\-^ifL')  = ^(x)e 


Digitized  by  Google 


DES  FONCTIONS  ELUPTIQCES. 

en  prenant 

. ‘4.{x)  = CH(T)-4-C,H.(ar), 
de  sorte  qu’on  peut  poser 


46g 


titx 


y(— x+/K')?(^+3tK')y(— j:  + 5tK’). 
iK')if( — ar-+-3j’K')y(x  — 5/K').. . 


CH(a?)  +C|H|  (jr) 

“ e(^) 


: A cosam.r  + iB  sinam  x, 


en  désignant  par  A et  B des  constantes,  qu’on  déterminera  par 
une  hypothèse  particulière.  Soit  par  exemple  a:  = o et  x=rK, 
on  obtiendra  immédiatement  A=  B=  i,  ce  qui  démontre 
notre  formule. 

A cette  occasion  je  remarquerai  que  la  manière  la  plus  gé- 
nérale de  satisfaire  par  des  fonctions  entières  aux  conditions 

!4>(a:-l-4K)  = 't>(ar)  " . 

<t> (a? -i- 4»K' ) = «t  (a;)  e > 

qui  comprennent  les  précédentes,  est  de  prendre  avec  quatre 
constantes  arbitraires 

f . 

<t>(a;)  = A©('ar) -|-BH(ar)-|^  C0,.'(ar)  + DH,(a:).  ^ 

Celte  expression  qu’on  voit  à priori  être  solution,  par  les 
relations  de  la  page  3g4,  est  effectivement  la  plus  générale, 
car  en  supposant  > - 


— y n ^ K 


OU  plutôt 


m*  minx 


<i>  (a:)  = 'S.a^q  “i  e 
la  seconde  de  ces  conditions  conduira  à poser 


ce  qui  ne  laisse  bien  subsister  que  quatre  constantes  arbitraires 
dans  l’expression  de  4>( a;).  ’ ; • 
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II.  — Des  séries  précédentes  ordonnées  suivant  les  puissances 

deq.  ' ^ 

Cés  développemenls  se  sont  ül'ferts  d’eux-mômes  dans  ce 
qui  précède;  ainsi,  avant  d’effectuer  la  sommation  des  progres- 
sions géométriques,  a-t-on  oljtenu  par  exemple  : _ 

. • . ^ * 

' X . 

/rK  . aKa:  . 

sinam = sina?  v<?  (’ 4-Ç -H  î’-f- • • ■ ) ' 


2ir 


■sin  3a:  y' 4-...) 

■ sin  5a:  ( i -I- -K  «/'“-l-...) 


= sIna:2V</”’*''  - 

■+-  sin  3a:  ^ \/q‘^ 


sin: 


ou  bien,  sous  la  forme  d’une  somtne  double. 


2w 


aKa:  ‘ v'  ■ < (■»,«+ 

sinam = > sin  (aji-r  0 ■ 

7T 

Faisons  donc  ' ' ' „ 

(ap-(- I )(  2/n  4-i)  = M , 

M représentera  tous  les  nombres  impairs,  et  le  coefficient  d’un 
terme  quelconque  \Jq^,  dans  la  série,  sera  la  somme  de  toutes 
les  quantités  sin{aft-i- i}a:,  où  au-t-i  est  un  diviseur  de  M. 
Et  comme  -tout  diviseur  d’un  nombre  impair  est  lui-même 
impair,  on  pourra  écrire  plus  simplement,  en  désignant  par  ft 
un  diviseur  de  M , ~ 


If  K . a K a: 

sin  am ; 

air  1 n 


sin  nx. 
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D’une  manière  toute  semblable  on  obtiendra 
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h K a 

— cos  am  - — = > ( - 

an’  TT 


M— I 
a 


0 “ " cospa;. 


\ l’égard  de  Aamar,  si  l’on  désigne  par  N = 2’  M un  nombre 
entier  quelconque,  2”  étant  la  puissance  la  pkis  élevée  du 
facteur  2 qu’il  contienne,  de  sorte  que  M soit  impair,  on  aura 


K ^ 2 K a: 

^ — Aam : 

2 TT  n 


M — I 


M-' 

2 


C0S2' 


■(xa:, 


où  fl  représente  comme  précédemment  tout  diviseur  de  nom- 
bre impair  M.  11  est  impossible  de  ne  pas  être  frappé  du  carac- 
tère arithmétique  de  ces  expressions  : 


2 sin  fix, 

2« 


h — ' • - 

) ’ cos  fia: , 


e—  ' 


cos  2'^*"  'fl’^J 


elles  Offrent  un  exemple  Ags  fonctions  numériques  qui  ont  été 
le  sujet  des  belles  recherches  de  M.  Liouville,  et  la  manière  si 
simple  dotit  elles  sont  amenées  par  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  peut  aisément  faire  présumer  le  rôle  de  celte 

théorie  dans  l’élude  des  propriétés  des  nombres. 

» 

III.  — Vérification  des  équations  différentielles 
fondamentales. 

Désignons  par  m et  m'  tous  les  nombres  impairs  positifs  et 
négatifs,  par  la  lettre  n tous  les  nombres  entiers  pairs  et  im- 
pairs; en  posant  : 

u-y . :■ 

' ■ ^ I — 


_ ^ q'e\'"‘ 
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NOTE  SUE  LA  THéOBIE 

i7fK  . iKx 


■ sin  am 


— cos  am 

r TT 


fr 

iKx 


= U,. 

= V, 


. K ^ aKar  ^ 
— à am = W. 

TT  TT 


Cela  posé,  aux  équations 

d sin  am.r 
- da: 

rfcosam* 


dx 

rfAamx 


= cos  amarAama: , 
-sin  amx  Aam^, 


• dx 

correspondent  celles-ci  : 

dx 

rfV 

_ ■ ' dx 

' rfw 

■ . • ‘ ' dx 


Id  sin  ani  x cos  am  x.. 


= a/VW, 
2iUV, 


que  nous  nous  proposons  de  vériQer. 
Considérons  pour  cela  les  produits 


g 1 

~ 2 ( i-h  ^"’)  ( i + g’")  ’ 


uw -y  g 

“ 2éh-n-)(i 


Nt-t-an 


(i-r)('  + 9’“) 

q g(*+*"'}** 


.g  - ev— 

* q”  ) ( ' + '?“' 
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lp/+3» 


_ 9 


m+9n  , m+3n 


/_j 9!i_y 

Vi  + q™"  r-t-ç’"/ 


. ' ' 9 ’ ' ' 9 ’ / ' 9’"  \ 

(l — l + Ç’"/ 

m-Hn'  ' . • ' . . * 

9 ^ _ 9~  ( î_  _ 

(i — 9”)(i  4-9"')  iH- \ I — i + q") 

En  posant  - , • ' i ' ^ ' 

• /n  + 2re  = M^  ’ ' ' 

m' -f- 3«  = M',' 

: • , m+m'^2N, 

* . * ^ * 
de  sorte  que  M et  M'  soient  des  nombres  impair§,'et  N un 

entier  quelconque,  on  pourra  écrire  ; 

' '■  9”’""'  \ 

^ I — q"'  i+q"'~’'/ 

rrw  — \ ^ 

■ 1-+-9*" \1  — 9"  /’  ' 

UV=:  y g"*  r ' 9*'^-"  Y 

’p  r . . ‘ . rfU  rfV 

Ces  expressions  étant  comparées  respectivement  a ^5 

on  reconnaît  qu’il  suffit  pour  démontrer  les  relations 
différentielles  d’établir  qu’on  a,  en  supprimant  les  accents  : 


M: 


I H-  ‘ ^ . 

i \ 

g**--  \ 

>-r. 

I . 

çîN-m  ‘ • 

'-s™ 

j’ 

6>éd.  II. 


3l  ... 
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i 

Le  procédé  à suivre  pour  cela  étant  le  même  dans  les  trois' 
équations,  nous  considérerons  pour  fixer  les  idées  la  première. 
Distinguons  .à  cet  effet  les  valeurs  positives  des  valeurs^  néga- 
tives du  nombre  m;  les  premières  conduisent  à l’expressjon 

. < -y  / ! Y 

- 14-9"“"/’ 

qu’en  supposant  M positif,  nous  écrirons 

•••  ■ y [ g"-**  " r ] 

, • . .^  \ iH- ÿ"'-*' • i -Hç'”/  ’ 

d’après  les  identités 

</" 


.1+ 


■» 

= 1-  —'1——. 

I -f- 

} ' 

-m  à fâ  place  de 

m,  à celle-ci 

\ _-y  / 

gM-hm  ^ 

7 ^{i+q” 

)• 


de  sorte  qu’il  reste  la  quantité  suivante: 

■ y y ■ ,• 

\ < 

Mais  à partir  de  m =x  2 M -f- 1 , tous  lés  termes  de  la  première 
somme  sont  donnés  par  Ip  seconde  en'  signes  contraires,  et 
disparaissent.  Ainsi  il  ne  subsiste  plus  qu’une  série  finie 


“ I O""*'  ’ 


que  nous  décomposerons  comme  il  suit,  en  isolant  le  terme 


moyen,  savoir  : 


y , 1 y f ■ ■ ' 


|R=:SI4-Î  • 


. ..  i •'  Q’**~  ' I ' • . 

Or  en  remplaçant  ^ ^ par.  ^ — la  première  somme 
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est 


-t- 


'+9’  ' i + q'  ' i-hq^-' 

et  ces  divers  termes,  respectivement  ajoutés  à ceux  de  la  se- 
conde, savoir  : 


I -t-  9’  t -\-q' 


i-hq' 


donneront  autant  de  fois  l’unité  qu’il  y a de  termes,  c’est-à- 

dire  ; joignant  à cela  la  fraction  - qui  correspond 

' /■ 

( I ' M I M 

au  terme  du  milieu,  il  vient  en  définitive  — 1 = — , 

222 

ce  qui  est  bien  le  résultat  auquel  il  fallait  parvenir.  Enfin  si 
l’on  suppose  M négatif,  on  observera  que  l’expression  que 
nous  avons  considérée  change  de  signe  avec  M,  de  sorte  que 

V ( ' _ \ _ V /_*  \ 

14-9“-“/ 


En  effet,  si  l’on  met  dans  le  premier  membre  m -t-  M au  lieu 
de  m,  on  obtiendra  identiquement  le  terme  général  de  la  série 
du  second^membre.  . 

Après  avoir  ainsi  montré  par  un  exemple  important  de  quelle 
manière  les  nouveaux  développements  peuvent,  comme  ceux 
qui  ont  servi  de  base  à la  théorie,  conduire  aux  propriétés 
fondamentales  des  fonctions  elliptiquçs,  nous  allons  présenter 
sous  un  point  de  vue’ plus  général  la  comparaison  entre  les 
doux  modes  d’expressions,  en  donnant  sous  forme  de  série 
périodique  simple  une  fonction  uniforme  quelconque  à dou- 
ble période. 


IV.  — Développement  en  série  de  sinus  et  de  cosinus 
d'une  fon^ion  doublement  périodique. 

'Nommons  F ( a ) la  fonction  proposée,  a et  è ses  périodes  ; 
voici  en  premier  lieu  comment  nous  définirons  les  limites  de 
la  variable,  entre  lesquelles  sera  successivement  représentée 
celte  fonction,  par  un  développement  en  série  de  sinus  et  de 
cosinus  qui  mqttra  en  évidence,  par  exemple,  la  période  n. 

3 1 . 


V . 


47^  ^ NOTE  SUR  LA  THÉORIE 

Observons  à Æct  effet  que  l’expression  • . . . ' 

» 

z = at->rbu, 

en  supposant  réels  t et  u,  peut  représenter  toute  quantité 
imaginaire,  et  que  s’il  s’agit  d’obtenir  toutes  les  valeurs  que 
peut  prendre  F (z),  il  suffira,  eu  égard  à la  double  périodicité, 
d’attribuer  à 7 et  « toutes  les  valeurs  réelles  comprises  entre 
zéro  et  l’unité.  Nous  appliquerons  cette  remarque  aux  ra- 

^ cines  ç de  l’équation  = o dont  dépendent  les  limitations 

que  nous  avons  en  vue,  et  en  suivant  l’ordre  croissant  depuis 
zéro  à l’unité  des  valeurs  de  «,  nous  les  désignerons  par 
Çi , Çj,  • . ■ , , de  sorte  que  ç,-  corresponde  à « = Cela  posé, 
soit  V,  une  quantité  comprise  entre  m,  et  «,+i  ( * ),  les  limites  ex- 
clues, l’expression 

ne  pourra  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  t,  et 
donnera  lieu  par  suite  au  développement 

• convergent  quelle  que  soit  cette  variable.  Par  conséquent,  si 
les  quantités  ç.  sont  en  nombre  fini  et  égal  à n,  l’ensemble 
des  (1  séries  suivantes  : 


2 • , 

représentera  F ( z ) pour  2 = at-i-bu,  t étant  quelconque , 


(*)  Lil  quantité  pourra  être  supposée  comprise  non-seulemcnt  entre  u,  et 
xcro,  mais  encore  entre  séro  et  la  valeur  négative  <lo  u la  plus  petite,  abstrac- 
tion faite  du  signe. 
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U moindre  que  l’unité,  mais  toutefois  en  excluant  les  quan- 


tités 

al  -I-  buy , , 

' ni  -H  bu,. 

^ J 1 • 

al  bu^ , 

■ 

Et  si  l’on  reproduit  périodiquement  les  mêmes  séries,  en  fai- 
sant croître  « depuis  l’unité  jusqu’à  l’infini,  et  décroître  de- 
puis zéro  jusqu’à  l’inlini  négatif,  on  aura  embrassé  toute  l’éten- 
due des  valeurs  imaginaires  de  l’argument  et  obtenu,  sauf  les 
restrictions  indiquées,  une  représentation  complète  de  la 
fonction.  Ceci  bien  compris,  nous  allons  donner  la  détermi- 
nation des  quantités  A„.  . 

• Pour  cela,  nous  emploierons  la  proposition  fondamentale 
du  calcul  des  résidus,  exprimée  par  l’équation 

f (z)  f/z  = a/Vii,  ' 

( 

où  le  premier  membre  représente  l’intégrale  d’une  fonction 
uniforme  f(z),  prise  le  long  d’un  contour  fermé  quelconque, 
et  A la  somme  des  résidus  de  f{-s)  pour  toutes  les  valeurs  de 
la  variable,  qui  correspondent  à des  points  renfermés  dans  ce 
contour.  Cette  proposition  de  M.  Cauchy,  appliquée  au  cas  où 
le  contour  est  un  parallélogramme  ayant  pour  affixes  de  ses 
sommets  les  quantités  , . . ' 

■ 

P + a + b, 
p+b, 

et  pour  équations  de  ses  côtés  ces  relations  où  la  variable 
croll  de  zéro  à l’unité,  savoir: 

z=p-*ral,‘ 

• . z=p->ra-\-bt, 

• • ■ Z =/> -t- ô-f- n (i  — r), 
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a r f(p+at)  de-i-b  i ( (p+a-^bt)dt 

«A)  • «A) 

j {[p  + b-i-a{i  — t)]dl— b f — 0]®?^ 

; -'o  • . . ‘ 


= 2 < TT  A, 

ou  plus  simplement 


(0 


" f i [p -kjit)dl  + b r f(p  4- o-hàt)  dl  ' 

t/  O t/o  , ; . ■ ^ * 

7 — rt  r f(  P -i- b-hdl)dl-T-b  r î{p~\-  bt)dt  = iii^  d. 

\ t/O  t/o 


D’ailleurs  et  d’après  la  signiGcation  précédemment  indi- 
quée, A représentera  la  somme  des  résidus  de  f(z)  pour  toutes 

les  racines  ç de  l’équation  — î— r = o,  dont  les  valeurs  peuvent 

I (Z) 

être  représehtées  par  la  formule  . r • 

t ç ^ — P -t—  dt  bit , ' , - • 

en  supposant  l et  u compris  entre  zéro  et  l’uoité.  Cela  posé,  _ 
l’équation  • . ^ 


donnant 


A<:’= 

. ’ t/o 

nous  appliquerons  la  relation  ( i ) en  faisant 

' ■ . *-*u.  • • , ■ ■ , *i 

♦ . — amfTT  ■ ’ .»* 

'•  f(2)  = F(z)e  “ • ; • .■ 

. ' ■ •*  i.' 

Comme  bn  a évidemment  . ' ' 

f(z +a)=  f(z),  ■ ’ •-  . 

'•>  £{z-hè)=f(z)q-*”v \ 


îr’,' 


isr  ■ 

.'f 

USt.  ^ 
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le  premier  membre  de  l’équation  se  réduira  à 

• - * ^ î 

Quant  au  second,  c’est-à-dire  à la  somme  des  résidus  de  la 
fonction, 

— 2mi;t  - — ^ 

F(z)e  “ , 

pour  2=  ç, , ç, Ç , nous  supposerons  pour  simplifier  que 
ces  quantités  soient  des  racines  simples  de  l’équation 

alors  en  désignant  par  R/  là  limite  de  pour  • = o,  on 

trouvera  immédiatement  ' 


3/nur  — / 

k = e “ \R, 


Ç s c 

— — amÎTT  — 

* ^-|-Ra6  ^ ^ 


— a/niTT  — I, 


On  en  conclut  le  développement  cherché  de  la  fonction  F(i) 
pour  z = at-+-  6u,  sous  cette  forme 


F(2)=const-h 


Ç.) 

I _ q-ï"  J ’ 


où  nous  ajoutons  une  constante  arbitraire,  en  supprimant  dans 
chaque  somme  le  terme  qui  correspond  à /n  = o.  Pour  ce  cas 
effectivement  l’équation 

..  q-*-)=2j«ù 

ne  peut,  comme  on  le  voit,  déterminer  et  donne  seu- 
lement A = O,  c’est-à-dire 
■ . 'R,-t-R,-f-...-j-R^=o. 
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Mais,  avant  d’aller  plus  loin,  faisons  de  suite  une  application 
de  la  formule  générale  que  nous  venons  d’obtenir  en  suppo- 
santF(2)  = sinama.  Soit  alors 


on  aura 


sinam2= 


« = 4K, 

A=3iK', 


ç,  = /K', 

Çî  = I K’  -H  2 K , 


Ri  = lim  t si 
q = e = 


sinam(/K'-|-t)  = -, 
k 


et  par  suite 


2/,  K 


[ 


I — fl-™  ^ , _ 


iK'-ï 


4 


-const 


. / — 

V'  ^ aK  ver”*"  ' 

7^  q-m  [ ' “ ( - 0"  ] H“  consi 

On  voit  qu’on  peut  ne  conserver  que  les  valeurs  impaires  de  ' 
m,  de  sorte  qu’en  supposant  nulle  la  constante,  on  trouvera 
immédiatement  ‘ - 


tkK  . 2 K Z ' 

sin  am  = > , 

ir  TT  ^ 


1 — y” 


c’est-à-dire  pour  le  second  membre  la  série  désignée  par  U 
p.  471. 

Kevenons  aux  considérations  générales,  et  surtout  à la 
comparaison  des  deux  développements  qui  correspondent  à 
27=  et  2 = «/ -(-  àu„  Les  résidus  dans  le  premier  cas 

se  rapportent  aux  valeurs  Ç, or  en  passant  à l’inter- 

valle suivant,  défini  par  la  relation  z = al+b^„  on  sera  cou- - 
duit  à la  série- Ç,,  ç^,  lJi-i-6,  et  comme  les  résidus  de 

relatifs  à î,,  ç,  + à seront  les  mêmes,  les  deux  développe- 
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menls  seront,  avec  l’expression  des  termes  constants. 


F(z)=  r F(ae-hbrj,)dl-h^R,^^-j-_ 
Jo 


im  -1  (r—  Ç,)-. 


a ^ \- 


¥(z)=  rF(a<>6u,)rf/  + ^R,2^ 

’ Jo 


1 q ■>« 


am  Î^(î—  Ç,) 


¥«.2'-7:rF^+-- . 

Ce  sont  donc  les  termes  constan*ts  que  nous  avons  à compa- 
rer. Nous  nous  servirons  pour  cela  de  l’équation  déjà  em- 
ployée, en  y remplaçant  la  période  b par  une  quantité  arbi- 
traire p,  savoir  : - , 

« I F(p-i-fil)c/t-hp  I F(p  -h  a-h  pe)(Ù 

- Jo  Jo 

^ ■ — a Ç F{p -i- P -h  at)dt — p Ç F{p  pt)dt=-îinà. 

Jo  Jor 

••  “1,  *' 

Si  nous  supposons  />=  iu,  et  p-\~p=  6u„  a se  réduira  au  seul 
résidu  de  F(z)  qui  correspond  à^  = ï, , et  l’on  aura  immé- 
diatement, en  divisant  par  a,  la  relation 


Ç'  F{at  + bM,)dt—  f'F^at-hb^J.)d^  = — R,. 
Jo  Jo  ^ 


Nous  pouvons  donc  ramener  les  deux  développements  à ne 
contenir  absolument  que  les  mêmes  éléments  analytiques,  de 
sorte  que,  le  premier  étant  ' 


■ . ■ — ç,) 

c + îL-  R V ^ R,  y - - 

a * I q— 3“  . a ^ i q-»« 


..■^-îiîIr  yi — _ 

a-  I — I 


2m  — (i  — ç ) 


q- 
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Le  second,  en  réunissant  les  termes  en  K,,  s’écrira  ainsi: 


H- 


[nm— (î— Ç,— t)  • sm— (*— Ç,)' 

y 1 ih — RiV 1- — 

^ , — q-j”-  J a , — q-w 


X * 

5m— (r— £ ) 


• H K > ; 

a M-  ^ I — ( 


De  là  se  lire  une  conséquence  importante  et  qui  justifiera  ce' 
que  nous  avons  annoncé  plus  haut,  sur  le  rôle  de  la  fonction 
de  seconde  espece. 

Remarquons,  en  effet,  que  les  diverses  séries  affectées  des  ' 

facteurs  R,,  R,,  etc.,  proviennent  de  ce  seul  développement  i, 

* 

• I a w ' . . 

» 

,_q-j»<  • ^ . . • 

en  y remplaçant  z par  z — ç,,  z — ç,,  etc.,  et  z — ç,  — b dans 
le  second  cas.  Or,  en  mettant  z — - au  lieu  de  z,  ce  dévelop- 


pement prend  la  forme 


'S  * 


qui  nous  rappelle  immédiatement  une  .expression  analytique 
bien  connue.  Soit,  en  effet,  a = aK,  ô = 2iK',  d’où  q = </, 
on  aura  , 


' MT* 

'■'ir 


0'{z) in^g^e  are 


qi> 


re  g - . 

0(z)  ~"K  ^ I — 5-’"  ~ K I — K '' 

y ’ ' . ' 

Nous  pourrons,  par  conséquent,  écrire  pour  z=-at  -\-  Av, 

h (z - ,K  j _ C -t-  R,  ç")  + R>  ë (z . ■ . 

/ v ' V..  • 

-..V 


* t 
: . > ’• 


■ : •• 
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R, 


0(ü  — ç,) 


C’est  en  ce  moment  que  se  manifeste  toute  l’importance  de  la 
propriété  caractéristique  de  la  fonction  de  seconde  espece  re- 
lativement à la  double  périodicité.  Effectivement  les  relations 


Z (x  -h  2K)  = Z(x}-^-  2J , 

Z (x  4-  ■?.  I K'  ) = Z ( ar  ) -J-  2 « J', 


équivalent  à celles-ci  : 


e'(x-t-  2K) 


e'(2T). 

0(a:)’ 


0(a:  4-  2 K) 

|e'(a: — 2;K') ©'(a:)  i'tz 

, 0(x  — 2/k')  0(a;)”*”K’  , 

d’où  l’on  voit  que  l’on  peut  ramener  à une  seule  les  deux 
formules  de  développement,  par  l’introduction  de  la  transcen- 


e'(z  — g,  — 2>'K')  in 

0(3  — ç,  — 2 J K'  ) K 


se  réduit  à 


dante,  puisque  la  quantité 

0^(2--^  ■ '■  ' 

0(3  — îîi  ) . , 

De  là  résulte  une  relation  analytique  générale  subsistant 
dans  toute  l’étendue  des  valeurs  de  l’argument,  et  dont  la 
forme  définitive,  en  passant  de  F{x  — <K' ) à F(4),  s’obtiendra 
comme  il  suit.  Rappelons  d^abord  que  l’on  a 

y - . — ^ (ux-t-iK') 

0(ar4-iK')  = jH(a:)e  ^ 


d’où,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  mem- 
bres, ' 

0'(ar4-j’K') H'(ar)  iir 

0(x  -h  iK'}  H(a:)  2K,. 
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Il  s’ensuit  qu’en  menant  z4-,iK'  à la  place  de  a,, on  ob- 
tiendra , 

et  plus  simplement,  puisque  la  somme  des  résidus  est  nulle. 


• F(^)--^+R4T(7Tr^,+R.ÏÏ(7=^+--’+^H^ 

Dans  le  cas  enfin  où  ç,  au  lieu  d’être  une  racine  simple  de  l’é- 
» quation  ~rj—,  = o,  serait  racine  multiple  d’ordre  n,  ce  qui  don- 
*■  nerait  lieu  à la  relation  > 


H' 


-«) 


le  seul  terme  R , 

. Il(^  — Ç) 
mule  par  l’ensemble 


.devrait  être  remplacé  dans  la  for- 


.U(a-Ç)  ''’rfz  [ 


i 0""’R 

rn'(^-ç)' 

1 {— iJ”-'A  d"-- 

rH'(a-çri 

f ^ . I.2..  n—  2 dz 

Lll(Z-Ç)J 

, i.2...n  — 1 dz 

Lll(z-Ç)J 

V,  — Proposition  de  M.  Lioiiville. 

' Nous  fonderons  la  démonstration  sur  la  formule  précédente, 
en  y supposant  _ . ’ • . : . 

‘ : ■ ■'  ■ ■■• 

'i>(z)  étant  une  fonetion  doublement  périodique  uniforme  dont 
' les  périodes'  seront,  comme  plus  haut,  a K et  2 /K'.  Alors  les 


m- 
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racines  ( comprendront  les  solutions  des  équations 
' ' ( <l'(ü)  = o. 


Nous  désignerons  les  premières  par  ç et  les  secondes  par  ç', 
en  admettant  toujours  qu’elles  soient  représentées  par  la  for- 
mule 

2K/ -I- 2îK'm,  ■’ 

r et  « restant  compris  entre  zéro  et  l’unité.  A l’égard  des  ré- 


sidus de 


f'(^) 

a>(2) 


5 on  sait  qu’ils  sont  égaux  à 4-1  ou  à — i sui- 


vant qu’ils  se  rapportent  aux  quantités  % ou  XJ , et  comme  leur 
somme  est  nulle,  on  est  amené  à la  conséquence  remarquable 
què  ces  quantités  î et  Xj  sont  précisément  en  même  nombre. 
Cela  posé,  et  en  désignant  ce  nombre  par  «,  on  aura 


<1.(2)  — ç,)  11(2— Ç.)' 

H'(2-^',) 

11  { 2 if,  ) H ( 2 ç7) 


ir(z- 


U(2- 
II' ( 2- 


d’ou  l’on  tire,  en  désignant  par  A une  constante  arbitraire, 

' . H(2-p'lI(I-Ç’.)  ..II(2-Ç'„)’ 

expression  qui  doit  avoir  les  quantités  3 K et  2 /K'  pour  pé- 
riodes. , 

Or  en  faisant  usage  des  relations 

H(ic-f-2K)  = -H(.r),  ' ' 

H(x-t-2fK')  = -H(ar)e  : , 

et  représentant  la  somme  des  racines  X,  par  iç,  la  somme  des 
racines  ç'  par  îÇ',  on  trouvera 

•t>  ( 2 -I- 2 K ) = <1.  ( 2 ) 

<^{  2-1-21  K' ) = <l>(2)e'  , 
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de  sorte  qu’il  faut  poser 


e *'  = I, 


et  ces  conditions  donnent,  en  désignant  par  a et  p des  nombres 
entiers  arbitraires. 


et  en  second  lieu 


2Ç  — ïÇ'  = 2aK  + 2plK'. 

On  observera  combien  est  digne  de  remarque  cette  relation 
dont  la  décoqvérte  appartient  à M.  Liouville,  entre  les  racines 
des  équations 

’ ' ; <i>  ( 3 ) = O , 


[41(3) 


= o; 


quant  aux  nombres  entiers  a et  p qui  y figurent,  j'ajouterai 
seulement  qu’ils  se  rattachent  immédiatement  à la  fonc- 
, tion  <!'  (3)  elle-même  par  l’équation 

^ (P  + 2/K.'/)  ■1)(^-I-2K/)  2KK''  ' 

Voici  maintenant  les  conséquences  qui  en  résultent.  Ayant 
H ( 3 -1- î Ç ) = H { 3 -I- ï Ç' -I- 2 a R -f- 2 P / K' ) , 
on  en  tire 

\ 

H(3-1-2Ç)  = (— i)“-*'^H(3-+-ïS')c  , 


ce  qu’on  peut  écrire  ainsi  : 


U(3-h£C)  . 


- ITT  ^ 

C Z TT  * 

Remplaçant  donc  le  facteur  exponentiel  e —e  qui 
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figure  dans  l’expression  de  4>  ( a ),  par  ce  rapport  de  fonctions  H, 
et  posant 

il  viendra 

n(z  — 

Or  on  reconnaît  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  <^(^) 
les  expressions  que  nous  avons  déjà  employées  en  démontrant 
le  théorème  d’Abel  sur  l’addition  des  arguments.  Sile  nombren 
est  impair  par  exemple,  l’expression  ; 1 

Il(j-i;,)II(z— g,)...  II(z  + îi;) 

, 0"+'(z)  - • ’ - 

est  celle  qui  a été  considérée  page  43o,  et  qui  s'exprime  ainsi 

» ' * fi  7*  * 

7(z)  = F(ar’)+-^-xF,(x’), 

F { ÆT ) et  F,  ( ar ) désignant  des  polynômes  de  degré  ” et 

et.r  pouvant  être  pris  égal  à sinamz,  cos  amz,  ou  Aamz.  Dans 
le  cas  de  n pair,  elle  coïncide  avec  la  fonction  désignée  page  43 1 , 
paripi(a:),  et  l’on  a alors,  en  désignant  par,F(a?)el  f(x)  deux 

polynômes  entiers  en  a;  respectivement  des  degrés  - et 

-,  •'  Il(z  — ç,)H(s— ç,)...ll(z4-:;ç)  ' 

0"+'(z) 

= smamzb(sin’amz)H ^ f(sin’amz).  , , ' 

On  voit  donc  que  >l>(z)  est  donné  par  le  quotient  de  deux  ex- 
pressions de  cette  nature,  et  c’est  précisément  dans  la  réduc- 
tion de  la  fonction  doublement  périodique  à sin  amz  et  à sa  dé- 
rivée que  consiste  la  proposition  que  nous  avons  en  vue  d’é- 
tablir. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner,  reposant 
en  entier  sur  l’expression  générale  d’une  fonction  doublement 

- V ■ * . - ■ 
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périodique  F(æ-),  que  nous  avons  préccdemmenl  obtenue, 

savoir  ; 

ü'{x-^,)  , 

F(^)=L  + R,  JJ 

nous  indiquerons  encore  un  moyen  d'y  parvenir  immédiate- 
ment, en  partant  de  l’équation 

a r f{p+at)df-i-h  i f(p  + a + bi)di 

J O 


-«  f'i 

c/O 


î[p b-h  at)dt  ~ b- J'  [{p-{-bt)dt  = 7.ivS. 


Soit  comme  plus  haut  « = 2K,  6=  aj'K',  et  prenons 

U'(x  — 2) 

f(z)=F{2)jj[^-— ;•  • 

Par  la  définition  seule  de  la  fonction  H (2),  on  a 

H'(2-i-2K) 

U(2  -4-  2.K)~,H  {2)  ’ 

|H'(2-2/K')  _ H' (2)  , iji 
'i1(2-5.jK')  H(2)“^K’ 

et  il  en  résulte 

f(2-4-2K)=f(2), 

l 7f 

■*  f(2-H2j'K')=f{2)  4-  F(2), 

de  sorte  que  l’équation  précédente  se  réduit  à • 


j"  F(/J  + 2K 


0 dt  : 


■ A. 


Or  les  divers  résidus  qui  entrent  dans  A,  se  rapportent  d une 
part  à 2 = ç, , ç, , . . . , et  de  l’autre  k z=x-,  les  premiers, 

s’ils  correspondent,  comme  nous  l’avons  supposé,  à des  racines 
simples,  donnent  pour  somme 

H'(^-ç,)  W{x-t,]  P 

V izr~  y \ H (a:  — ^ f-r  — - ' 


H (^-ç,) 


Digilized  by.  Gpoglc 


DES  FONCTIONS  ELLIPTIQCES. 


48y 

elle  résidu  relatif  à z = a:,  racine  simple  de  H(jc  — z)  = o, 
sera  évidemment  — L’expression  de  A qui  suit  de  là 
donne  immédiatement  la  relation 


F( 


^)=  jr'F(/»-H2K0rf<+K. 


R, 


H(x—  ç,) 


R. 


(■^  5i  ) 

IF(^-g 


J’ajouterai  encore  une  remarque  sur  celle  formule  que 
j’écrirai,  pour  abréger,  comme  il  suit  : 


F(x)-C+2,R  hÏx-K)' 


En  employant  le  théorème  relatif  à l’addition  des  arguments 
dans  la  fonction  de  seconde  espèce  (*),  on  trouvera  aisément 
la  relation 


H'(^  — ç)  H'(ar)  H'(ç) 


H(^  — i;)~H(^)  H(ï) 

sin  amx 


■cotangamxAamx 


sinam  ^sinatii  Ix- 


d’où  résulte  en  substituant  dans  l’expression  de  F (at),  et  ayant 
égard  à la  condition 

zR  = o, 


cette  nouvelle  formule 

F(x)  = C-2«”^'y  + 2 


R sin  ama: 


sin  am  î sin  am  ( a:  — Ç) 


( * ) C'est  la  quantité  <!>•>  entre  dans  Z(x),  mais  on  peut  lui  substi- 

■ H' W ...  J J . . • • I H(*)  . . 

tuer  r>  a raide  de  la  relation  sin  amx  = qui  donne,  on  prenant 
H(x) 


les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres, 


îfW-F(xy  = ~‘®"ea»'Aamx. 


6*  éd.  U. 


Digitized  by  Google 


49» 

ou  bien 


NOTK  SDK  I.A  TH^.ORIK 


F f.r  ) = eonsi  H-  V — - 


M sin  anix 


siti  ain  Çsin  itni  (ji’ — Ç) 


C’esi  fionc  encore  la  réduction  de  la  fonction  à double  période 
à sinani.r  et  à sa  dérivée;  mais  la  méthode  plus  rapide  qui 
nous  y conduit  ne  donne  pas,  comme  la  précédente,  la  relation 
importante,  et  que  nous  avons  dû  tenir  à ne  pas  omettre, 
savoir; 


Il  — ïï'  — 2 (aK 


Celte  nouvelle  formule  résulte  d’ailleurs  immédialenienl  de 
1.1  seule  condition 


, U = o, 


comme  nous  allons  encore  le  faire  voir. 

> 

Considérez  en  effet  la  fonction 


f(.-1  = 


Jjii . 

sin  ami:  sni  am(ar  — s 1 


dont  les  périodes  seront  zlv  elaf  k'.  La  somme  de  ses  résidus 
.comprendra  d’une  part  ceux  qui  se  rapportent  aux  racines  ^ 
de  l’équation 


( ’t;sl-à-(!ire 


S- 

^ sin  il 


F(ir)-  ’ 


K 


ani  ç sin  uni  (x  — <;  ) 


! t puis  les  nisidus  relatifs  aux  deux  équations 


sinuma=^o, 
sin  am  (x  — 3 ) =:  o. 

Or  dans  rintervalle  des  périodes  zK  et  zf'K',  on  n’aura  d’autres 
racines  que  3 = 0,  z — x,  auxquelles  correspondront  les  ré- 
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F(;r) 

— J—  • on  a par  consequeiU 
sinamar' 


49' 


2 s 


K 


F (O) 


F(a:) 


sin  amÇsin  am  (ar  — ç)  sinaina:  sinainj; 


= 0, 


d’où 


F(.r)  = F{o)-t-2; 


R sin  am^ 


sin  am  ç sin  am  {x  — Ç ) 


D’une  manière  toute  semblable  on  trouvera  relativement  ii 
à une  fonction  ^{x),  satisfaisant  aux  conditions 

-t  ( j: aK)  = — _ • 
-f(a:-l-?./K')  = -f  (ar), 

l’expression  très-simple 


9.  . n 

'(^)-2<sinam(x-Ç)’ 


U 

1 


où  figurent  seulement  les  racines  ç qui  sont  renfermées  dans 
l’intervalle  aK  et  aïK',  et  exprimées  par  la  formule 

%=  P 'xKt  + liK'u, 

i et  U étant  moindres  que  l’unité. 

Nous  nous  arrêterons  à ce  point  dans  cette  Note,  pensant  ainsi 
avoir  à peu  près  complètement  esquissé  l’ensemble  des  no- 
tions élémentaires  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  qui 
précède  l’étude  de  la  transformation. 
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